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Berichtigangen  zum  II.  Bande  you  Oppolzer's  Lehrbnch  der 

Bahnbestimmimg. 


Seite    4,  Zeile  4  von  oben  sind  die  Aufschriften   der  2.  und  3.  Columne  zu  ver- 
tauschen. 

5,  Formel  3)   statt    ^  t  (ö+[«  +  i]^)   lies:    ^ J  [(^+[i+}]to) 

-  5,  Formel  4)   statt- *^/ («  +  [«+ |»   lies:    ^^ft^+\i+\]w) 
7,  Zeile  4  von  oben  statt  Combination  lies:  Klasse 

-  9,-4  von  unten  statt  ^    (—1)  ^j^ä^H^j  C  {  2\  42,  ...  2rf)2} 

lies:   ^  (-1)         ^-^^^  C{2^4^  ••••  (2rf)M 

-  II,      -      4  von  oben  statt  i^,  32,  lies:   i^.  32.  

-  18,      -      2  von  unten  statt  C^{i^*"7^}  lies:  C3{i2...72} 

-  19,  in  i\^*®  (n)  statt  9-io»2  lies  g-ion® 

19,  in  Formel  10)  statt  10^-^=  lies:  tc^   ^  ^  = 

20,  in  J<i*  (m)  statt  ö-ym^  lies:  6-7 m* 

-  34,  Zeile  2  von  oben   statt  —if[a'\-[i+n]w]dl  lies:  —jf  {a'^[i+n]w)dl 

-  35,  in  den  Formeln  11)  statt  Py  ~M   lies:  Pj 

I   lies:  Qi 
38,  Zeile  n  von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:  »von  jenem  der  oberen«. 

-  39,      -      4  von  unten  statt //(a +[«  +  »] tu rf/)  lies:   rf{a-{'[i+n]w)dl 

-  43,      -      4  von  oben  statt  m  ±  <^^  lies :  m<C±  ^ 

-  44,  in  der  Integraltafel  sollen  die  ersten  Werthe  der  absteigenden  l^ifferenzen 

sein:  —  649.73,  +  38.32,  +  12.36,  —  4.28,  +  0.47 


ad— 1 

2<i — 1 


Seite  45,  Zeile  16  von  unten  statt  iSj^  =  -f-  646.147  lies:  Ä^  =  +  946.147 

-  46,      -  14  von  unten  statt  mSg  =  +  94.156  lies:   mSg  =  +  94-165 

-  46,      -  13  von  unten  statt  +  26529.80  lies:  +  26529.81 

-  53,      -  7  von  unten  statt /"a  lies:  /"(a 

-  54,  Formeln  31;  statt  P  (»''-•) :  Q  {'''-'):  P  ("'-y,  Q  (»''-*) 

lies:  p       :    Q       'P^'Q 

-  54,  Zeile  II  von  unten  statt  (pag.  45)  lies:   (pag.  49! 

-  60.      -        9  von  oben  statt  Pq^  lies:  Pj*» 

-  63.      -        8  von   unten  statt   »gebildete   Summationsreihev   lies:    »gebildeten 

Summationsreihen« . 


-     64,  Zeile  14  von  oben  statt /*!«+  i*  +  i]  ^ 


-     71,      -       10  von  unten  statt  —  lies:      , 


»4 

5-  lies:  -^! 
r,  ri^ 


-76.      -       II  von   unten   statt  /*="'.     —  lies:  f  =2  "  — 

-78,      -        2  von  unten  statt  --=-  "«»:    — r- 


-  79,  in  den  Fonneln  12,   ist  statt  — — y^  zu  setzen:  — — t4 ^  S  [X 

-  79,  in  den  Fonneln  12*.  ist  statt -r^-  zu  setzen:     *       '^ i-  J  (1 

'^'  I»     dfl  la     dfi  IX         ^ 

-  7Q,  in  den  Fonneln  12)  ist  statt tvJ    zu  setzen: t= 2  Z 

'^'  '  II     dt*  11     dfi  IX 

•     83,  Zeile    3  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  i  lies :   —  sin  Q  cos  1 

-  88f      -        6  von  unten  statt  » vergleichende «  lies:  »veigleicbbare« 
-89,      -       15  von  oben  am  Schlüsse  statt  J [p]  lies:  ^ (Yp] 

-  89,      -        7  von  unten  statt  (y^±j£l£\  lies:  ^VÄ±^_VZ}J 

-99,      -      18  von  oben  statt  sin  i*"  lies:  sin  i'' 

-  100,      -      12  von  oben  statt  tvortesUt«  lies:   »vorstellt« 

-  100,  2.  Zeile  in  Formel  I'   statt  —  sin  Q  cos  ^  lies:  —  sin  ^0  ^^^  h 

-  105,  Zeile     4  von  oben  statt  6.8  lies:  6"8 

-106,  -      17  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  •  lies:  —  sin  Q  cos  % 

-106,  -        5  von  unten  statt  sin  Q  cos  «lies:  —  sin  Q  cos  t 

-  108,  -       13  von  oben  statt  sin  &  lies:  q  sin  & 

-  108,  in  Formel  IV)  ist  überall  statt  oi,  k;  zu  setzen 


i 


«7     1-^^.  «7 


-  108,  Zeile  2  von  unten  statt  H — -!-  lies:  —     , 

'  '    5760  576Q 

-  109,  in  Formel  V;  ist  in  den  ersten  Gliedern  statt/*  zu  setzen:    / 

-  III,  Zeile     9  von  oben  statt  2.308069  lies:  2.328069 

-III,       -       10  von  oben  statt  2.728784,  2.128385  lies:   2„728784,  2,1028385 
-III,      -      13  von  oben  statt  0.563293  lies:  9.563293 


(3)     

Seite  112,  in  der  y  Columne,  Zeile  2  ton  oben  statt  —  257,64  lies:  —  257.61 

-  112,  in  der  ^f  Golumne,  Zeile  4  von  oben  statt  +  10.78  lies:  +  10,87 

-  115,  Zeile  16,  17  u.  18  von  oben  in  den  Gleichungen  für  X2,    Y^,  Z^  erhalten 

die  Glieder  rechts  vom  =  das  negative  Vorzeichen. 

-  130,  Zeile     9  von  nnten  statt  (1^^):  l/jö^  lies  (t/?^)*}/^^ 

-  133,      -      15  von  oben  statt  «  —  1  [Q  +  Qo]  Hes:  ä'—  |  [Q  +  Qo' 

-  136,      -       12  von  unten  statt  9^7834120  lies:  9^7835120 
"     *37?      "      13  von  oben  statt  9.0525751  lies:  0.0525751 

•     1387      "        5  ^^'^  unten  statt  0.604  0513  und  sin  qp  sin  £  lies:  9.6040513  und 
«"sini 

lA  lA 

-  146,  Zeile  3  von  unten  im  3.  Gliede  links  vom  =  statt  —5-  lies: 


-     148,  in  den  Formeln  IX)  in  der  3.  Gleichung  statt      ,"    lies: 


dt     "^^-    rf<2 

-  151    ist  in  dem  Differenzschema  in  der  Mitte   der  Seite  überall  statt  «1,   tr  zu 

setzen. 

-  151    ist  in  Formel  i]  in  den  Gleichungen  für  B  und  (7,  statt  tti^  tc  zu  setzen, 

ausserdem  muss  die  Gleichung  für  D  Unten:  D^=^f"^  (a  —  ^  w] 

-  156,  Zeile  14  von  oben  statt  IFlies:    JV^ 

"     169,  in  Formeln  25'    ist  in  der  ersten  Gleichung  links   vom  =  statt  yp  zu 
setzen:  kyp 

'     170,  4.  Zeile  der  Formeln  II)  statt  r  lies:   (r) 

-  174,  Zeile  4  von  oben  statt  log2Äio^y^  lies:  log2(«e7A]  10^}/^ 

-  i74>       -      5  von  oben  statt  log2Ä|/^  lies:  log  2{tDk)y^^ 

-  177,       -   .  6  von  unten  statt  +—     lies: ^1 

180,  -      10.  von  unten  ist  für  y  in  der  Columne  ^J(ü  statt  —  0.08  zu  setzen: 
—  0.07 

181,  Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach  i  +  v 

-  206,       -        9  von  oben  statt  H — —  lies:  +  -*-^ 

^  '    2920  1920 

-  209,  -  4  von  oben  statt  Formel  lies:  Formeln 

-  234,  -  2  Venoben  statt  1871  lies:   1872 

-  234,  -  4  von  oben  statt  1872  lies:   1873 

-  234,  -  10  von  oben  statt /(«+ [t—IJtr)  lies  ^f{a+[i  —  \]w) 

-  234,  -  18  von  oben  statt  1871  lies:   1872 

-  234,  -  16  von  unten  statt /(ö+ [t  —  |]tö)  lies:  y(ö+[«  — i]«?) 

-  234,  -  8  von  unten  statt  1871  lies:   1872 

235,  -        8  von  unten  statt  3^«?=  lies:  log3Äfr  = 

-  240,  -  21  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  8.942582  lies:  8.942452 
240,  -  17  von  unten,  Colnmne  Febr.  24  statt  9n424579  lies:  9^424449 
240,  -  14  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.420233  Kes:  9.420103 
240,  -  13  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.983869  lies:  9.983874 


Seite 240,  Zeile    8  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  0^842260  lies:  0^842265 

-  240,,      -        7  von  unten  statt  8,1917077  lies:  8,1916947 

-  256,      -        2  von  oben  statt  »xlie  Folge«  lies:  »in  Folge« 

-  278,       -      10  von  oben  fehlen  die  Schlussworte,   »ersetzt  und  jF'  (— ^)   niit 

—  -F'  [J]  vertauscht,  was  für  die  folgende  Schlussfolgerung  erlaubt  ist : « 

-  283,  Zeile  17  von  unten  statt  -^  lies:  — 

-  293,  Formel  3)  im  Nenner  statt  '-.!fsL±l  ^/t  lies:   i  —  "?l±11/^ 

M»    r  1  ««  r  » 

-  303,  Zeile  10  von  unten  statt  nnd  lies:  und 

-  304,  -  4  von  unten  statt  ±  o"962  lies :  ±  o"965 

-  307,  -  12  von  unten  statt  Gleichung  i)  lies:  Gleichung  2] 
"  310,  -  10  von  oben  statt  das  lies:  dass 

-  310,  Formel  3)  soll  stehen  —  == 1 1 

-  326    fehlt  in  Gleichung  15)  links  vom  =  die  Schlussklammer) 

-  326,  Zeile  13  von  unten  statt  »vermindert«  lies:  »vermehrt« 

-  327    fehlt  in  17)  in  dem  Ausdrucke  für  2  S  die  Schlussklammer  } 

-  327,  Zeile  19  von  oben  statt  (pag.  326)  lies:   (pag.  325] 

"     328,       -        5  von  oben  in  der  Columne  Nr.  statt  i  lies:  2 

-  328,       -        1  von  unten  statt  [an]  —  lies:   [an]  = 

'     329,       -      19  von  oben  statt  anzusehen  lies:  anzusetzen 
'     332f       '      16  von  oben  statt  nan  lies:  man 

-  344,       -        6  des  Schemas  statt  y[ab]  lies:  — y[öi] 

-  345    sollen  die  Zahlen  im  Beispiele,  um  mit  dem  Schema  der  vorhergehenden 

Seite  in  Ueberein Stimmung  zu  sein,    in  folgender  Weise  versetzt  werden: 

+  0.07344     —  1.21719     4-  1.57095     +  1-26957     --  0-53990 
+  0.00090  0.00000     —  0.00003     —  0.00002  0.00000 

—  0.00252     +0.00283     +0.00021     +0.02155 

+  0.24796     — 0.09011     +0.82334 

—  0.04276     +  1. 28121 

+  1.52297 

-  348,  Zeile  15  von  unten  statt  —  -^^^  o  lies:  —  ^^^^  A 

3  von  oben  statt  )^^^  E^  lies:   ^-^;^  E:, 

353,  im  Titel  statt  §  3  lies:  §  5 

353,  Zeile  5  von  unten  statt  pag.  317  lies  pag.  316 

357,       -  u  von  oben  statt  [nn]  lies:    nn^i] 

357,       -  8  von  unten  statt  pag.  337  lies:  pag.  316  Gl.  7 

361,       -  19  von  oben  statt  Formel  23  (pag.  360)  lies:  Formel  22 j   (pag.  359) 

369,       -  14  von  oben  statt  [u]  lies:  u 

381.       -  8  von  oben  statt  +  43"9'  lies:  4-  43*57' 


-     350 


(5)     

Seite 33 1,  Zeile  13  von  oben  statt  —  i.o  lies:  —  3.0 

-  385,  Fonnel  4)  statt  —. — yx  ^ies:  —, — r^- 
•^   ■'  ^'  Bin  oQ  Bin  tOQ 

-  388,  Zeile     4  von  oben  statt  vorsetzen  lies:   voraussetzen 

-  390,       -      12  fehlen  die   Schlussworte:    wobei  zu  beachten  ist,    dass  sich   die 

Coordinaten  a  und  d  auf  dieselbe   Fundamentalebene  beziehen   müssen, 
auf  welche  die  Grössen  Q,  i  und  cu  bezogen  sind 

.     392,  Zeile  3   von  unten  statt:   '"' * '" ~ "'' i>  y  lies:  '?2Lip±!!!liip 

^^   '  *^  COS  1  (TT  —  Jfo)  CO«  i  (tt  —  no) 

-  402,  Formel  21)  muss  bei  dem  letzten  Summenzeichen  statt    y  stehen:     y 

-  402,  Zeile  8  von  unten  statt  ( —  i**  lies:   f —  il** 

-  405,       -  12  von  oben  statt  a  lies:  (a 

-  412,       -  7  und  6  von  unten  sind  die  Accente  bei  «  und  (a  zu  streichen. 

-  412,       -  6  von   unten   nach  w  =  33°56'26"   einzuschalten:     (Aequinoctium 

1860.0). 
'    415,  Zeile  6  von  unten  statt  »prwähnena  lies:  »zu  erwähnena. 

-  427,  in  Cj  statt  cos  dda  und  dö  lies:  cos  öba  und  ^ö 

-  430,  Zeile  12  von  unten  statt  (-t*^^)  lies:  (— j-f-) 

-  432,  Formel  16)  statt  -jr-r-  lies:  -^^ 

-  432,        -        16)  ist  in  -y—-  rechter  Hand  §>  mit  Xq  zu  vertauschen 

0  Xq 

"    435,  Zeile  8  von  unten  statt  »Neigung  des  Aequators«  lies:  »Neigung  in  Bezug 
auf  den  Aequator« 

-  436,  Formel  28,  2.  Zeile  statt  cos  A  cos  J.  Z  lies  :  cos  A  sin  J,  Z 

-  441,  Zeile     7  von  unten  in  C"  statt  52"30  lies:  52"20 

-  444,       -      II  von  oben  in  log  y4  statt  6.26202  lies:  6.26402 

-  444,       -      17  von  oben  ist  zu  setzen:  log  (•••}  8.14680 

log   a4    5.81405 

-  447,  -  4  von  unten  statt  z^  (dj6  :  öijo)  lies:  «o  (^«  •  ^'/o 
*  453i  -  21  von  unten  statt  +0.0049  lies:  -f- 0.00049 

-  453»  -  20  von  unten  statt  6.07276  lies:  0.07276 

-  454,  -        I  von  oben  statt  6,1 196000  lies:  6,1 19600^0 

-  454,  -  15  von  unten  sind  die  Worte   »und  addirt  dieselben a  zu  streichen. 

-  456,  -  17  von  oben  2,  Columne  statt  8^4514142  lies:  8„45i4i24 

-  456,  -  19  von  oben  2.  Columne  statt  6^7341285  lies:  9^7341285 

-  456,  -  17  von  unten  statt  %  lies:  (t) 

-  457,  -  6  von  oben  statt  r  :  p  lies:  p  :  r 
'  458,  "  2  von  unten  statt  dy  lies:  dij 

-  459,  -  4  von  oben,  Coefficient  von  hx  in^Jj  statt  +67.5  lies:   4-  67.6 

-  460,  -  7  von  oben  statt  Sjrsteme.  lies:  ,  Systeme 

-  461,  -  15  von  oben  in  (i)   statt  +4.2377345  lies:   +4.2375345 


-6)     

Seite 463,  Zeile  7  von  oben  statt  pag.  48  lies:  pag.  47 

-  465    ist  in  Fonnel  4)  statt  a  (1  —  cos^  +«  (i  —  cosi') 

zu  setzen :  a  (i  —  e  cos  E)  -{-  a  [\  —  e  cos  ^) 

-  468,  Zeile  17  von  oben  statt  — 0.25  und  0.25  lies:   —  0.24  und  +  0*24 

-  468,       -      18  von  oben  statt  Parabel  lies:  Ellipse 

-  470,       -      11   von  unten  statt  9.9999446  lies:  8.9999446 

-  471,       -        2  von  unten  statt  Zeieben  lies:  Zeicben 

-  480,       -        8  von  oben  statt  (I  pag.  146  §  12]  lies:   (I  pag.  146  §  11) 

-  483,  Fonnel  C]  erste  Zeile  statt  (-r-^)  lies:  (-y^l 

-  486,  Zeile     8  von  oben  statt  Ay  lies:  Jy 

"  4891  -  3  von  oben  statt  logif-f-öar  lies:  \ogM+Jx 

-  500,  -  7  von  oben  in  den  beiden  Nennern  statt  dy  lies:  by 

-  501,  -  5  von  oben  statt  znnäcbst  lies:  zunächst. 

-  508,  -  17  von  unten  statt  «2  -=  |.2  .j»  /i  _  ^/  cos  zf 

lies :  «2  _- 1.2  ^  y.'2  —  2rr'  cos  2/ 
"633,       -        3  von  unten  statt   ^  lies:   Q 
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VORREDE. 


Jjis  sind  nahe  zehn  Jahre  seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  verflossen  und  erst  jetzt  folgt  der  zweite  Band;  ich 
glaube  nicht,  dass  diese  Verzögerung  demselben  zum  Nachtheile  gereicht 
hat.  Vergleiche  ich  mit  dem  vorliegenden  Bande  meine  damals  gemachten 
Entwürfe,  so  findet  sich  fast  keine  Spur  der  ursprünglichen  Ausarbeitung 
erhalten;  während  diese  fast  einen  kompilatorischen  Charakter  zeigte, 
bringt  jener  mehrfach  Neues  und  Besseres.  Dieser  Umstand  bedingt  auch 
eine  gewisse  Ungleichförmigkeit  in  der  Bearbeitung  der  beiden  Bände; 
ich  würde  Vieles  an  meinem  ersten  Werke  zu  ändern  und  zu  verbessern 
haben,  um  dasselbe  dem  vorliegenden  anzupassen. 

Mit  diesem  zweiten  Bande  ist  das  von  mir  nach  dem  ursprüng- 
lichen Plane  fOr  das  vorliegende  Lehrbuch  in  Aussicht  genoraniene  Ma- 
terial erschöpft ;  allerdings  hätte  ich  gern  noch  einige  Kapitel  näher  aus- 
arbeiten und  einige  Zusätze  machen  wollen;  ich  zähle  zu  diesen  die 
Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Störungen  und  eine  eingehende  Be- 
handlung der  Methoden  zur  Bestimmung  der  speciellen  Störungen  für  die 
periodischen  Kometen,  doch  wäre  dadurch  der  ohnehin  über  Gebühr  her- 
angewachsene zweite  Band  nahe  um  die  halbe  Bogenzahl  stärker  gewor- 
den. Ich  musste  daher  auf  die  Aufnahme  dieser  Kapitel  verzichten; 
übrigens  wird  die  Bearbeitung  der  periodischen  Kometen  nach  den  hier 
zum  Vortrage  gebrachten  Methoden  ohne  Schwierigkeit  durchführbar  sein. 

Bei  der  Herstellung  des  vorliegenden  Werkes  war  ich  vielfach 
unterstützt    durch    die   werkthätige   Hilfe    einiger    jüngerer   Astronomen, 


IV 


die  mit  seltener  Ausdauer  und  mit  hervorragendem  Geschick  sich  an  der 
Ausführung  der  Beispiele,  der  Rechnung  der  beigegebenen  Tafeln  und 
insbesondere  bei  der  mühevollen  Korrektur  des  Druckes  betheiligten;  es 
sind  diess  die  Herren  Ferdinand  Anton  und  Robert  Schräm,  beide 
Observatoren  der  k.  k.  österr.  Gradmessung,  der  Assistent  an  demselben 
Institute  Herr  Franz  Kühnert  und  Herr  F.  K.  Ginzel.  Ich  kann  es 
nicht  unterlassen  den  Genannten  an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank 
auszusprechen. 

Keines  der  vielen  Zahlenbeispiele  des  vorliegenden  Werkes  ist 
unkontrolirt  geblieben ;  in  der  Regel  habe  ich  für  die  Beispiele  die  erste 
Rechnung  durchgeführt  und  einer  der  genannten  Herren  hat  dieselbe 
unabhängig  wiederholt;  hierbei  galt  als  Regel,  die  letzte  Stelle  der  Rech- 
nung entsprechend  den  angewandten  Hilfsmitteln  völlig  sicher  zu  stellen. 

Eine  besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  korrekte  Herstellung  des 
Satzes  verwandt;  es  wird  sich  dadurch  dieser  Band  gewiss  sehr  vortheil- 
haft  seinem  Vorgänger  gegenüber  auszeichnen;  trotzdem  sind  im  Texte 
und  in  den  Formeln  einige  Fehler  stehen  geblieben,  die  ich,  soweit  mir 
dieselben  bekannt  geworden  sind,  in  das  am  Schlüsse  aufgeführte  Feh- 
lerverzeichniss  aufgenommen  habe;  eine  Berichtigung  der  erheblicheren 
Fehler  wäre  vor  dem  Gebrauche  des  Werkes  jedenfalls  zu  empfehlen. 
Die  Zahlenangaben  der  Tafeln  werden  sich  wohl  durchwegs  korrekt  er- 
weisen innerhalb  der  im  Texte  näher  bezeichneten  Genauigkeitsgrenzen. 


Wien  im  November  1879. 


Der  Verfasser. 
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lieber  die  numerische  Differentiation  nnd  Integration. 


ff  1.    Allgemeine  Uebersicht  Ober  das  vorgelegte  Problem  und  aber  die  dabei 

auftretenden  Bezeichnungen. 

Häufig  tritt  bei  der  numerischen  Lösung  mechanischer  Probleme  der  Fall 
auf,  dass  man  zu  einer  Funktion,  von  der  eine  Reihe  numerischer  Werthe  durch 
vorausgehende  Operationen  ermittelt  ^^^rde,  die  numerischen  Werthe  der  Differential- 
quotienten und  der  Integrale  für  bestimmte  Grenzen  für  diese  Funktion  zu  be- 
stimmen hat. 

Ist  der  analytische  Ausdruck  dieser  Funktion  bekannt,  so  virird  es  sich  wohl- 
im  Allgemeinen  empfehlen,  vorerst  durch  analytische  Operationen  die  Formen  fiir 
die  Differentialquotienten  und  die  Integrale  herzustellen  und  die  so  erlangten  Aus- 
drücke der  numerischen  Operation  zu  unterziehen;  unter  Umständen  kann  aber 
dieses  Verfahren  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein  und  besonders  die 
analytische  Auswerthung  der  Integrale  stösst  bisweilen  auf  fast  unüberwindliche 
Schwierigkeiten.  In  diesen  Fällen  wird  aber  das  hier  zur  Auseinandersetzung  ge- 
langende ^'erfahren  der  numerischen  Differentiation  und  Integration  häufig  auf  sehr 
bequeme  Weise  zum  Ziele  führen ,  und  wird  in  jenen  Fällen ,  wo  der  analytische 
.\usdruck  der  Funktion  unbekannt  ist  und  dieselbe  nur  durch  eine  Reihe  von 
Werthen,  denen  diese  Function  genügt,  definirt  erscheint,  nahezu  der  einzige  Aus- 
weg sein,  um  das  verlangte  Problem  zu  lösen. 

Ohne  vorerst  auf  die  Methode  Rücksicht  zu  nehmen,  nach  der  die  nume- 
rischen Werthe  der  vorgelegten  Funktion  ermittelt  sind,  setze  ich  voraus,  dieselbe 
sei  durch  eine  Reihe  von  numerischen  Werthen  bestimmt,  die  zu  einem  durch  das 
Problem  bedingten  Argument,  welches  also  als  die  unabhängig  Variable  zu  be- 
trachten ist,  gehören.  Es  ist  klar,  dass  eine  Funktion  durch  eine  beschränkte  Zahl 
von  bestimmten  Werthen  niemals  völlig  genau  definirt  sein  kann;  je  mehr  Werthe 
im  Allgemeinen  aber  vorhanden  sind,  um  so  sicherer  wird  man  den  Gang  der 
Funktion  zu  beurtheilen  im  Stande  sein.  Fasst  man  diese  Betrachtungen  geome- 
metrisch  auf  und  stellt  sich  den  Gang  der  Funktion  durch  eine  (/urve  vor,  zu  der 
das  Argument   (die  Variable-    als  Abszisse,    der   Werth   der  Funktion   als   Ordinate 


erscheint,  so  ist  es  sofort  klar,  dass  der  Verlauf  der  ('urve  um  so  i^euauer  bekannt 
sein  wird,  je  mehr  Punkte  in  einem  gegebenen  Stücke  der  Curve  bestimmt  erschei- 
nen. Diese  allgemeinen  Hetrachtungen  über  die  Definition  einer  Funktion  durch 
eine  Reihe  von  Spezialwerthen  fuhren  sofort  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  vorgelegte 
Funktion  mindestens  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Grenzen  continuirlich 
sein  muss;  denn  im  Falle  einer  Discontinuität  lässt  sich  eine  Funktion  selbst  nicht 
annähernd  durch  eine  beschränkte  Zahl  spezieller  Werthe  daf stellen.  Es  kann  dem- 
nach in  der  Folge  nur  auf  solche  Funktionen  Rücksicht  genommen  werden,  die 
innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen  continuirlich  sind. 

Die  voTgelegten  numerischen  Werthe  der  Funktion  können  in  Kezug  auf  die 
unabhängig  Variable  ; Argument)  in  gleichen  Abständen  berechnet  sein  oder  nicht; 
da  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  Funktion  meist  in  dieser  Richtung 
keiner  Beschränkung  unter^vorfen  ist,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  empfehlen, 
um  die  möglichste  Einfachheit  in  die  Operationen  zu  bringen,  die  numerischen 
Werthe  in  der  That  äquidistant  in  Bezug  auf  das  Argument  zu  berechnen.  Es  soll 
in  der  Folge  stets  diese  beschränkende  Annahme  gemacht  werden,  da  sich  in  der 
That  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  speciellen  Fall  zurückführen  lässt,  indem  man 
eine  neue  Variable  als  neues  Argument  einführt,  so  dass  in  Bezug  auf  dieses  neue 
Argument  gleiche  Abstände  erreicht  werden;  allerdings  kann  diese  Operation  unter 
l^mständen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Das  Argument  sei  ausgedrückt  durch  a  -(-  [i  -f-  ^'J  «^>  wo  a  irgend  einen  con- 
stanten  Ausgangswerth  der  Variablen  vorstellt;  w  ist  der  gewählte  constante  Werth 
für  das  Intervall,  t  stelle  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  die  Null 
nicht  ausgenommen^  vor,  und  n  eine  beliebige  Grösse,  die  innerhalb  der  Grenzen 
—  I  und  -{-  1  eingeschlossen  ist.  Es  müssen,  den  gemachten  ^'oraussetzungen  nach, 
die  numerischen  Werthe  der  Funktion  für  eine  Reihe  äquidistanter  Punkte  des  Ar- 
guments bekannt  sein,  also  etwa  für a  —  2fr,  a  —  te,  a,  a  +  tc,  ci-f-  2tOj  ; 

die  numerischen   Werthe,    die   diesem   Argumente   entsprechen ,    seien   ausgedrückt 

durch   .»,.f[a  —  IW;,  f  [a  —  «?),  /  [a],  f  [a  +  wj^  /(a-(-2tt?) Man  kami 

demnach  das  Symbol  a  —  iw  als  Argument -Index  bezeichnen.  Setzt  man  diese 
numerischen  Werthe,  die  natürlich  sowohl  in  der  positiven  als  negativen  Richtung 
beliebig  weit  fortgesetzt  %vcrden  können,  vertical  unter  einander,  so  kann  man. 
indem  man  stets  den  vorausgehenden  Funktionswerth  V(m  dem  unmittelbar  folgenden 
abzieht,  Zahlenwerthe  erhalten,  die  den  ersten  DiiFerenzwerthen  der  vorgelegten  nu- 
merischen Werthreihe  entsprechen.  Die  so  gebildeten  ersten  Differenzen  seien  eben- 
falls in  eine  Verticalreihe  rechts  neben  die  erstere  angesetzt  gedacht ,  und  die  Dif- 
ferenzwerthe  zwischen  die  Ilorizontalreihen  der  erzeugenden  Werthe  gesetzt.  Für 
diese  Werthreihe  möge  als  Bezeichnung  eingt^führt  werden,  dass  der  Funktion  als 
Exponent-Index  I  angehängt  wird ;  dieser  Funktions-Index  weist  also  uneii'eideutig 
auf  die  Verticalreihe  hin.  l'm  die  Sudlung  der  Funktion  in  dieser  letzterem  genau 
zu  bestimmen,  soll  als  Argument-Index  das  arithmc^tische  Mittel  der  umschlies- 
sendeu  Argumeut-Iudex  benutzt  werden.     Es  wird  also  sein  z.   B. 


/»  (a  —  ^n)  =f  [a)  —f  \a  —  w] 

f^  a  +  Iwi  =/  [a  +  4  w)  — /  («  +  3  m?)  . 
Bildet  -man   nun   aus   diesen   ersten  DifFerenzwerthen  in  analoger  Weise  die  zweite 
Differenzreihe,  bezeichnet  dieselbe  mit  dem  Funktionsindex  II  und  bestimmt  in  ana- 
loger Weise  den  Argumentindex,  so  wird  sein  z.  B. 

/"  (a  —  7«?;  =ß  [a  —  y  w]  —ß  [a  —  V  «^^  • 
Man  wird  leicht  bemerken ,  dass  die  Argumentindex  der  zweiten .  wie  überhaupt 
aller  geraden.  Differenzwerthe  auf  derselben  Zeile  mit  dem  Argumentindex  der 
Funktion  identisch  werden;  ebenso  werden  die  Argumentindex  der  ungeraden  Dif- 
ferenzwerthe, die  zwischen  denselben  Horizontalreihen  eingetragen  sind,  identisch. 
Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  kann  beliebig  weit  fortgesetzt  gedacht  werden, 
und  man  erhält  so  eine  sichere  und  unzweideutige  Hezeichnungs weise  für  die  ersten 
und  höheren  Differenzwerthe;  der  Funktionsindex  gibt  also  die  Verticalreihe ,  der* 
Argumentindex  die  Horizontalreihe  an. 

Betrachtet  man  aber  die  Funktionsreihe  selbst  als  die  Differenzwerthe  einer 
links  voranstehenden  Verticalreihe ,  die  dadurch  bezeichnet  w^erden  soll,  dass  man 
den  Funktionsindex  I  vor  das  Funktionszeichen  setzt  und  in  consequenter  Weise 
die  Horizontalzeile  durch  den  Argumentindex  fixirt,  so  wird  die  Bildung  dieser 
ersten  Reihe  durch  successive  Summirung  der  Funktionswerthe  ohne  Schwierigkeiten 
vorgenommen  werden  können,  sobald  man  über  irgend  einen  Werth  in  dieser  ersten 
summirten  Reihe  eine  Annahme  macht.  Diese  Annahme  ist  vorerst  willkürlich  und 
es  wird  sich  in  der  That  in  der  Folge  herausstellen,  dass  diese  willkürliche  Anfangs- 
ronstante mit  der  sonst  bei  der  Integration  auftretenden  willkürlichen  C/onstanten 
in  innigem  Zusammenhange  steht.  Sei  der  willkürliche  Werth  für  ]f  [a  —  \w)  ge- 
geben, so  ist  offenbar 

•  * 

]f[a  4-  \y>)  =  ]f[a  +  \w]  +/(a  +  w)  u.  s.  w. 
und  ebenso 

y(a  — ftt?)  =  y[a  — i«?;  —f[a  —  w 

Consequenter  wäre  es  allerdings,  als  Funktionsindex  für  diese  erste  summirte  Reihe 

den  Index  — I  zu  wählen  und  denselben  an  diejenige  Stelle  zu  setzen,  wo  der  Index 

für  die  Bezeichnung  der  Differenzreihe  gesetzt  wurde,  doch  würde  man  durch  diese 

Abänderung    die    allgemeine    übliche    Bezeichnung    aufgeben    und    ausserdem    die 

Schreibweise  in  Etwas  erschweren. 

Ueht  man  in  der  Bildimg  der  summirten  Reihen  weiter  und  bildet  die  zweite 

Mimmirte  Reihe  in   analoger  Weise,   wobei   natürlich  wieder  eine  willkürliche  An- 

fangsconstante  auftritt,  so  kann  man  diese  Reihen  beliebig  weit  fortsetzen ;  ich  will 

mich  aber  beschränken   auf  die  Betrachtung  der  zweiten   summirten  Reihe,  da  die 

dritten  und  folgenden  Reihen  mit  drei-  und   mehrfachen   (eigentlich  iterirten'   Inte- 

{rralen  im  Zusammenhange  stehen  ,    für  deren  Entwicklung  vorerst  kein  Bedürfnis^ 

1» 


vorhanden  ist.  Mit  Rücksicht  anf  die  i^emachten  AuNeinandersetzungen  wird  sich 
also  fol^^endes  Differenz-  nnd  Snnunationsschema  ergeben,  in  welchem  bei  der  prak- 
tischen Anwendnng  statt  der  Symbole  bestimmte  mimcrische  Werthe  auftreten. 


I.  ^ummirte 
Argument  n^j|,^ 


w  —  tc     I "/  ^ci  —  IC, 


«4- fr    l"/(rt-hfr 


•2.  sumiiitrt« 
Reihe 


Fuuktiun»- 


I. 


wcrthi*      .  DtfFereuzeu 


l)ilfurvttzt*ii 


JJifTureuzi'U 


Ditt'vrviKt'U 


fa  —  itc 


P     :«  — JT; 


/'"(«-Jfr) 


W 


/  «  —  »r  '/"  (a — fc 


/ .«  +  »ff 


i  /'^  [n  —  iC\ 


P^  f«  +  T) 


Diflfereuxen 


P  [a-  \tc) 


Aus  der  Entstehung  dieser  Werthe  leitet  man  leicht  ab,  dass  für  die  Differenz  zweier 
Differenzwerthe  mit  einem  geraden  Funktionsindex  ^hier  und  in  <ler  Folge  ist  für 
die  nun  abzuleitenden  Relationen  der  Funktionsindex  der  summirtcn  Reihen  negativ 
zu  denken),  der  mit  2d  bezeichnet  werden  soll,  die  Relation  besteht 


»=•..— 1 


adH*  t 


(a  +  i„w]  —j[a  +  t,tt?)  =   ^  J[a  -|-  [t  -f  \]  w] 
für  die  ungeraden  Funktionswerthe 


1) 


.zd-x 


ad  — I 


#Ä|. 


7d 


i=«i.— I 


aif 


a  +  '>+i.  tt^y  —  /  (ö+ltr+J]u?)  =  2^   f[a^i^)  =  jL  f'\a-\'\%+\\w\       2\ 

•^  »=»,4*  I  •^  «— «,  •^ 

Ausserdem  wird  es  auch  in  der  Folge  nöthig  werden,  fUr  die  arithmetischen  Mittel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  Differenz-  oder  Summenwerthe  derselben 
Verticalreihe  eine  unz%veideutige  Rezeichnungsweise  einzuführen.  Es  soll  dies  da- 
durch geschehen,  dass  man  den  Funktionsindex  unverändert  belässt,  für  den  Ar- 
gumentindex aber  das  arithmetische  Mittel  der  Argumentindex  der  benutzten  Werthe 
ansetzt.     Es  wird  so  sein  z.  U. 


\ 


tc,    I 


Diese  Bezeichnungsweise  ist  offenbar  ebenso  unzweideutig  wie  die  frühere.  Man 
wird  als  sicheres  Merkmal,  ob  man  mit  wirklich  im  Schema  vorkommenden  Diffo- 
rrnzwerthen  oder  mit  arithmetischen  Mitteln  derselben  zu  thun  hat,  leicht  die  Regel 
ableiten,  dass  für  die  im  Schema  auftretenden  Differeiurwerthe  sich  gerade  Funk- 
tionsindex mit  ganzen  Argumentindex  und  ungerade  Funktionsindex  mit  gebro- 
chenen Argumentindex  verbinden,  dass  aber  das  Umgekehrte  für  die  arithmetischen 


Mittel  gilt:    nämlich   gerade   Funktionsindex  combiniren   sich  mit  gebrochenen  'Ar- 
omen tindex,  ungerade  mit  ganzen. 

Für  die  Differenz  zweier  in  derselben  Verticalreihe  stehenden  arithmetischen 
Mittel  werden  sich  ähnliche  Summenformeln  finden  lassen^  denn  es  ist  vorerst  nach 
der  Entstehung  des  arithmetischen  Mittels  und  unter  Benutzung  der  Relation  i) 

/  (« + [»» + \] «')  -/ (« + 1«; +iJ  «>, 

=  \   \j(a+[i„-\-\]w]-\-J'[a-\-i„w)    ^f—\{j\a-\-[i,-\-\]w)-\-J[a  +  i,w)  j 


=   i 


•  =  »-  .  .  «  =  «..— I 


Denkt  man  sich  diese  Summen  zerlegt  und  vereinigt  je  zwei  Glieder  der  verschie- 
denen Summenreihen  zu  einem  arithmetischen  Mittel  mit  Benützung  des  vor  der 
Klammer  stehenden  Factors  |,  so  findet  sich  leicht 


M  ,M  •=•--' 


und  ebenso  für  die  ungeraden  Fmiktionsindcx 


so — I  _aa — 1 


30—1  ^a — 1  ^^ 

Ja-^-inWi  —j(a  +  hWj  =  ^y^(a4-[»+J]M?)  . 


4J 


Die  Formeln  i)  2]  3)  und  4I  können  aber  unter  eine  gemeinsame  Form  gebracht 
werden.  Bezeichnet  man  mit  /  den  Funktionsindex ,  mit  &  eine  Zahl,  die  je  nach 
dem  Werth  des  Funktionsindex  ^  oder  o  zu  setzen  ist,  so  ist  . 


»=««— 1 


f\a  +  [in  +  k]  w)  -f\a  +  [t,  +  *]  vi]  =  S.  /'S  +  L*  +  *  +  W  «^)  3) 

wobei  natürlich  für  die  summirten  Werthe  /  negativ  anzunehmen  ist. 

In  der  Folge  wird  häufig  von  Combinationssummen  derselben  Klasse  Gebrauch 
gemacht  werden  und  es  stellt  sich  die  Nothwendigkeit  heraus,  für  dieselben  zweck- 
mässige Bezeichnungen  einzufuhren.  Die  Combinationen  sind  hicbei  ohne  Wieder- 
holung verstanden.     Die   zu   combinirenden  Elemente   seien   a,   /!:^,  y^  d ,    die 

Klasse  sei  £,  so  stellt  das  Symbol 

C^  {«,  /5f,  y,  6 } 

die  Summe  aller  Combinationen  der  Elemente  a,  ßy  y,  6 ohne  Wiederholung 

zur  Klasse  k  vor.     Es  wird  also  sein  z.  B. 

(7^  {  4,   16,  36  }  =  4  X  16  -h  4  X  36  +  16  X  36  =  784, 
weiter  wird   man  zu   beachten  haben*,    dass   für  die  Klasse  o  die  Definition   dieses 
Symbols  sei 

C«  {  a,  ^y,  y,  d  ....}=  I 
Die   Berechnung   der   (Jombinationssummen   erscheint    höchst  weitläufig   und 
fast  unausführbar,  wenn  die  Anzahl  der  Elemente  eine  beträchtliche  wird;  die  Herren 
Vnton   und   Schräm  ,    Observaturen   der    k.  k.    österreichischen    Gradmessung. 


die  ich  mit  der  Berechnuiifc  der  weiter  \mteii  nothwendigen  numerischen  Coeffi- 
cienten  betraut  habe,  haben  sich  aber  einen  Kechnungsmechanismus  zurecht 
gelegt,  der  die  Arbeit  ganz  ausserordentlich  erleichtert  und  so  kurz  ist,  dass 
alle  Combinationssummen ,  die  zwischen  9  Elementen .  die  durch  ganze  Zahlen  in 
dem  vorliegenden  speciellen  Falle  dargestellt  sind,  zu  allen  Klassen  bis  9  leicht 
innerhalb  einer  Stunde  erlangt  werden  können,  selbst  wenn  die  Elemente  beträcht- 
lich grosse  Zahlen  sind.  —  Die  bei  dem  vorliegenden  l*roblem  auftretenden  Elemente 
ftind  entweder  die  Quadrate  der  geraden  oder  der  ungeraden  Zahlen 

4,   16,  36,  64,   100,   144,   196,   256,  324 

1,  9,   25,  49,  81,   121,   169,  225,  289,  361    

Denkt  man  sich  alle  Elemente  in  eine  horizontale  Zeile  gesetzt,  darunter  in  der 
zweiten  Zeile  die  Einheit  und  multiplicirt  man  die  Elemente  mit  diesem.  Factor,  so 
erhält  man  die  dritte  Zeile,  die  nothwendig  wieder  die  Elemente  gibt;  hiebei  werden 
die  Producte  unter  die  Factoren  gesetzt,  nur  das  erste  wird  fortgelassen  und  als 
erster  Werth  in  die  4.  Zeile  und  zwar  in  die  Verticalreihe  des  2.  Elementes  gestellt. 
Die  übrigen  Werthe  in  der  4.  Zeile  werden  einfach  erhalten,  indem  man  je  zwei 
Werthe  der  voranstehenden  Verticalcolumnen  der  3,  und  4.  Zeile  addirt;  ist  diese 
Addition  durchgeführt,  so  bildet  man  wieder  die  Producte  aus  der  4.  Zeile  und  den 
oben  stehenden  Elementen  und  setzt  diese  Producte  in  die  5.  Zeile,  jedoch  das 
erste  abermals  als  ersten  Werth  in  die  6.  Zeile,  eine  Verticalreihe  nach  links  ein- 
rückend u.  8.  w..  Um  die  Heschrcibung  klar  zu  stellen,  setze  ich  hier  den  Beginn 
der  Rechnung  für  die  Summencombination  der  Elemente  2^,  4^ an. 
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•                196 
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16      36 
4      20 

64 
56 

120 
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1 

j         720 
1          64 
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!   3584 
784 

12000 
4368 

1 

31680 

16368 

,             71344 
48048 

50176 
2304 

436800 
5^480 

2356992 
489280 

9417408 
2846272 

( 

5248000 
«47456 

70456320 
5395456 

557869312 
75851776 

776945664 
14745600 

14866948096 
79169I264 

155171487744 
2123366400 

Verfolgt  man  die  Entstehung  dieser  Zahlen  analytisch^  so  erkennt  man  sofort,  dass, 
wenn  man  die  Verticaloolumnen  herabg^ht  und  die  je  zweite  Zahl  heraushebt,  diese 
so  herausgehobenen  Zahlen  nichts  anderes  sind  als  die  Suramen  der  Combinationen 

aller  Elemente  bis  zu  dem  gewählten  zur  Combination  o,    i,   2,   

Die  Zahlen,  welche  die  Herren  Anton  und  Schräm  gefunden  haben  und 
die  ich  wegen  der  wichtigen  Rolle,  die  dieselben  in  der  folgenden  Untersuchung 
spielen,  hier  anführe,  sind  die  folgenden : 


C^(22) 
C^'{22,  4^) 


I 

4 

I 

20 
64 


(y{2^, ,62}  =  I 

^{2',  ,6»}  =  56 

C'*{2» ,  6»}  =  784 

^'^{2* ,  6»}  =  2304 
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120 

4368 

52480 

14745  6 
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...,  1 

17»} 

.2 

•  •  • » 

/ 

17») 

.2 

•••?  ^ 

'7'} 

...,  1 

.7^ 

.2 
•  7  •• 

...,  1 

17^ 

i2 

•  ••7 

'7») 

,2 

•  •  •  •  ■ 

.7»} 

l2 

*  *  *  7 

'7M 

^=  I 


455 

77077 

, 

60925 

«5 

■ 

23067 

• 

3443 

38412 

78805 

21878  08947 

9 

I826I 

46822 

5 

1 
680 

17945 

2 

23434 

840 

16014 

89318 

55742 

80348 

0 

88616 

58206 

04 

49408 

3160^ 

000 

41088 

30350 

625 

I 
969 

t 

37597 

2 

75296  468 

83741 

58078 

51857 

32163 

82 

16995  83602 

6324 

26104 

27537 

55556 

14320 

09163  03962  5 

11874 

5197« 

33062  5 

§•  3.    Aufstellung  einiger  Relationen  zwischen  den  Combinatlonssummen  der 

Quadrate  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen. 

Hetrachtet  man  da»  Product 

P(a^,)  =  {n  +  {ft—ir  n  +  \d—2V (w  +  2) ;«+ i)  w '»  —  i!'«- 2) 

(n^[fl—2]](n—[d—i],  r 

«  • 

wo  n  eine  beliebige,  d  eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt,  iind  multiplicirt  je  zwei  sym- 
metrisch gegen  die  Mitte  gelegenen  Factoren  mit  einander,  so  erhält  man  zunächst 

/^(j-,)--w>^-iVy-2'^  ^»^-3'f' «'^—  e/— 2  2)>,2.    |rf— ,  2.     2 

Führt  man  die  angezeigten  Multiplicationen  wirklich  ans.   und  macht  von  der  oben 
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in  §  I  (pag.  5)  erläuterten  l^ezeichnimgsweise  für  die  Oorabuiationssummen  Gebrauch, 
so  kann  mau  offenbar  das  Product  durch  die  folgende  Summen foim  ausdrücken: 

-P(d-.)  =  2  i-lfl'P-^  cTl^  2-^,   {(1-2)^   (d-l)^}    . 

Führt  man  unter  dem  Combiiiationszeichen  statt  der  Quadrate  der  Zahlen  die  Qua- 
drate" der  geraden  Zahlen  für  die  Elemente  ein.  so  findet  sich  sofort 

P^d  d-p  d-p 

Kehrt  man  nun  zur  Gleichung  i ;  zuinick  und  führt  in  dieselbe  ein 

so  erhält  man  sogleich,  wenn  man  die  Multiplication  der  Summen  und  Differenzen 
ausfuhrt  für  das  obige  Product 

Transformirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Einführung  des  C/ombinationszeichens  in 
eine  Summenformel  und  reducirt  die  Elemente  auf  die  Quadrate  der  ungeraden 
Zahlen,   so  erhält  man 

p=I 

Durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  3)  und  6)  und  Einstellung  des  Werthes  n  aus 
4    in  letzter  Gleichung  resultirt  die  folgende  wichtige  Relation 

P=«  7) 

p=d  d—p  1  v^""'  d—p 

=  (n+d-i)  y;  [-1]      i^    C(i«,3^.-(2rf-3)M- 

Ehe  ich  auf  die  Ableitung  einiger  Folgerungen  übergehe,    die   man   aus   der 

Gleichung  "]]   erhalten   kann,    will   ich  vorerst  auf  einige  Kelationen  eingehen,  die 

»ich  aus  den  Ausdrücken  2)  und  5)  erhalten  lassen.     Bezeichnet   man  mit  P^j^  das 

mit  P{d-\)  analoge  Product,  welches  man  bekommt,  wenn   mau  bis   zu  dem  Gliede 

n^ — iP]   vorschreitet,  so  findet  sich 

P(i)  =  [n-'-cP]  P(a.xy  8) 

Führt  man  in  8j  die  Coinbinati«)nssnmmen  für  P  ein,  so  wird 

Ändert  man  linjcs  vom  Gleichheitszeichen  die  Grenzen  für  p  xn  o  und  (/  ab ,  so 
erhält  man  auch 
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Aus  der  Gleicliuiig  9}  findet  sich  durch  ähnliche  Schlussfolgerungen 

2' '-  •;  "i^",,  <?'n  «^  3' ...  (^e/-  .)M  = 

Betrachtet  man  ('omhinationen  aus  e  und  «  -f~  ^  Elementen,  so  enthalten  die  vor- 
stehenden Gleichungen  10)  und  n  die  Relationen,  die  zwischen  den  (/ombinations- 
summen  dieser  Elemente  bestehen  und  zwar  gilt  die  erste  Gleichung,  wenn  die 
Uuadrate  der  geraden  Zahlen,  die  zweite,  wenn  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen 
in  Betracht  kommen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  11]  mit  dm  und  integrirt.  wobei  acu  beachten 
ist,  dass  der  Werth  Null  für  die  Integrationsccmstante  durch  die  Specialisiruug 
m  =  o  resultirt,  so  findet  sich 

—     V-tlil^    I  m»i»+«  _  I ad- 1^2  m ay-i  \^  ^f^^ 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  Specialisirung  m  =:  \  ein,  so  erhält  man  nach 
einer  leichten  Umformung 

Schreibt  man  der  Kürze  halber  für  d  —  i  den  Buchstaben  6  im  zweiten  Gliede  links 
vom  Gleichheitszeichen  und  führt  überdies  in  demselben  für  p  die  Grenzen  o  und 
(d — i'   ein,  so  erhält  man  die  in  der  Folge  verwendete  Relation 

%"■:£',--  t'{"?',3«,....(^rf-i)»)+4da^^=;!|^   C{7«,3^ (^<J-«)M  = 

J»-0  ^s=0 


In  ähnlicher  Weise  könnten  weitere  Relationen  entwickelt  werden,  doch  begnüge 
ich  mich  'mit  den  hier  angeführten  Relationen  und  gehe  auf  einige  Gleichungen 
über,  die  sich  aus  7  ableiten  lassen  imd  die  für  die  folgenden  l'Utersuchungen  von 
Bedeutung  sind. 

Setzt  man  in  Gleichung  7;  den  Speoialwerth  »  =  |  ein  und  beachtet,    dass 
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rechts    vom    Gleichheitszeichen    fiir   p  =  i     der  auftretende,     unbestimmte    Factor 

ap — a 

/*  —  1)  =  o®  offenbar  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  muss,  so  findet  sich-  leicht 
die  bemerkenswerthe  Relation 

^  (-  I)''"'ct1^4^ ..-  (2rf-2)M  =  (-i)%rf-i)  i',3', (2rf-3)'  •  13) 

Setzt  man  aber  in  7)  it  =  o,  so  erhält  man 

^(-i)'~'cTi»,3',-(2<i-3)M  =  o,  '         14) 

welche  Formel  aber  dadurch  beschränkt  erscheint,  dass  die  Giltigkeit  derselben  für 
den  Fall  d=  i  besonders  untersucht  werden  muss.  Schreibt  man  jedoch  in  7)  für 
/>  =  TT  +  1  und  rf  =  5  +  1,  und  führt  nach  erfolgter  Umsetzung  für  tt  und  d  wieder 
p  =^  d  ein,  so  erhält  man  für  n  =  o,  den  Fall  (/  =  o  als  in  der  Folge  nicht  wichtig, 
ausschliessend 

^(-i)'~'c{'T»,3*--(2rf-i)»}  =  o-  ,  '5) 

Setzt  man  endlich  n  =  i ,  so  erhält  man  aus  7)  sofort 

S^=^  c'r^',  4', ....  (2rf-2)M  ^  Ä  2  (-  >)'~'<7t^  3', .-  (2d-3)^  }  , 
und  mit  Rücksicht  auf  14} 


^-^tÄ  ^T2».4^ (2rf-2)M=  ^(-ir'e{i%,...,(rf-i))  =0.     16) 

■ 

Die  Gleichung  7)  wird  aber  auch  eine  Reihe  von  Relationen  bieten,  die 
leicht  erhalten  werden  können,  wenn  man  auf  diese  Gleichung  wiederholt  die  Dif- 
ferentiation und  Integration  anwendet ,  wobei  noch  eine  vor  diesen  Operationen 
mit  einer  willkürlichen  Potenz  von  n  oder  m  ausgeführte  Multiplication  die  Rela- 
tionen vervielfältigt.  Ich  werde  nur  jene  Relationen  hier  ableiten,  von  denen  später 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Durch  Differentiation  erhält  man 

2  (— r-^i^SSF  0T2^,\  ....  (2rf-2)M  = 

4-  '2  (-o"' "^-'ÜLTr-  ctT«,  3«, ....  urf-3)'} .        .7) 

Diese  hier  ausgeführte  Differentiation  erleichtert  sich  ganz  ausserordentlich  und 
führt  sofort  zu  übersichtlichen  Resultaten,  wenn  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
in  7)    statt  »,    m  substituirt  und   die   Differentiation  rechts   nach  m   ausführt  und 

nachher,   da 

dm  =  dn, 

2» 
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wieder  n  statt  m  in  die  Formel  einführt.  Weitere  Relationen  durch  die  Differen- 
tiation abzuleiten,  scheint  für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nöthig.  Für  die  Ausfuh- 
runjj^  der  Integration  denke  ich  mir  vorerst  die  Gleichung  7;  beiderseits  mit  n  multi- 
plicirt  und  dann  linker  Hand  die  Integration  nach  /i,  rechter  Hand  nach  m  aus- 
geführt, was  gestattet  ist,  da  ja  dm  =  diu  Bezeichnet  man  die  auftretende 
Integrationsconstante  mit  J^  so  wird 

2  -r^i^i-  \T/.>.)  -«-  ^  77  +     ,     [t^t  +  i  (I^HtJ J  ^( •'' 3^  -  ■.2rf-3,.M+^- 

Der  Werth  der  Integrationsconstante  findet  sich  in  zweifacher  Weise,  wenn  man 
/j  =  o  setzt  und  auch  m  =  o 

r^'^yr- 1/--^7         I ^2      J_ **'-'/ 1 L_U#^/~5    2         /^_    2\ 

j^  /y  f-ij'^"^  C|2, 42,...  (2,/^  2)2} 

Die  Gleichsetzung  beider  Resultate  ergibt  nach  Ausführung  einiger  offenkundiger 
Reductionen 

Es    soll    die   Gleichung    7,    nochmals    in    abgeänderter    Form    voigenommeii 
w^erden.     Ersetzt  man  nämlich  rechter  Hand  die  ('ombinationssumme   der  Elemente 

1^,3'^ (2rf— 3;*-^  durch   1*^,32 [zd — i  /*,  indem  man  von    der  Relation  11)  des 

vorliegenden  Paragraphen  Gebrauch  macht  und  beachtet,    dass 

(m-hrf— |){w— c/-|-})  n  —  tl  ' 

ist,  so  findet  sich  sofort 


p=i 

=  ^  (-  « )~^Z'r)  C^T' ^  3^  ..></-  1  M  •  > Q) 

Multiplicirt  man  links  mit  rf/i,  rechts  mit  dm,  integrirt  und  bestimmt  die  Inte- 
grationsconstante in  zweifacher  Weise,  indem  man  einerseits  dieselbe  durch  n  =  o. 
andererseits  durch  m  =  o  ermittelt  und  setzt  die  beiden  Resultate  einander  gleich, 
so  findet  sich 

2;-fi„V.-  ^•''{^''4'<...  >rf-2)M  -rf^— ^  c'{2^4^...  >-'rf-2p}  = 

f=i       '  p=i         ^ 

p=^  ,__    ,i^p     d-p 
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Diese  Beispiele  mögen  genügen ,  um  zu  zeigen .  zu  welchen  zahlreichen  und  ver- 
schiedenartigen Resultaten  man  durch  das  vorstehende  Verfahren  gelangen  kann; 
ich  habe  dieselben  so  gewählt,  dass  die  gewonnenen  lielationen  später  Verwendung 
finden. 


§  3.    Darstellung  einer  Funktion  durch  ihre  Differenz  wer the. 

Lässt  man  in  irgend  einer  Funktion  von  a,  den  Werth  a  in  [a-{-nw)  über- 
gehen, so  wird  sich  stets,  sobald  die  Funktion  nicht  discontinuirlich  ist,  innerhalb 
der  gestellten  Grenzen  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  n  w  bewerk- 
stelligen lassen.  Um  die  Convergenz  dieser  Reihen  für  praktische  Zwecke  hin- 
reichend rasch  zu  gestalten,  wird  es  allerdings  nothweudig  sein,  nw  keinen  allzu- 
grossen  Werth  zu  ertheilen,  doch  lassen  sich  hierüber  keine  allgemeinen  Regeln 
feststellen  und  es  wird  dem  praktischen  Takte  des  Rechners  von  Fall  zu  Fall  über- 
lassen bleiben  müssen,  die  Wahl  entsprechend   dem  vorgesteckten  Ziele  zu  treffen. 

Die  eben  hingestellte  Behauptung  rechtfertigt  sich  sofort  durch  Benutzung 
des  Taylor 'sehen  Lehrsatzes  und  man  wird  bemerken,  dass  die  oben  aufgestellte 
Einschränkung  ebenfalls  für  den  letzteren  gilt.     Man  hat  also  nach  demselben 

f[a  +  HWj=/{a)  +nw-i^+—-  -f^  + 


da  1*2        da^ 


Denkt  man  sich  diese  Entwicklung  bis  (nw)"*'  durchgeführt  und  sei  dadiurch  die 
Reihe  so  weit  fortgesetzt,  dass  die  vorgeschriebene  üenauigkcitsgrenze  in  der  Ent- 
wicklung erreicht  wird,  so  kann  man  die  übrigen  Glieder,  die  mit  höheren  Potenzen 
von  nw  dls  m  multiplicirt  sind,  fortlassen,  ohne  der  Genauigkeit  etwas  zu  vergeben. 
Hiermit  aber  erscheint  die  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  der  m^*^  Ordnung  identiücirt.  Rechnet  man  nun 
mit   den   entwickelten   Coefficienten  eine  Reihe  in  Bezug   auf  das  Argument  äqui- 

distanter  Werthe,    indem  man  für  n  der  Reihe  nach  die  Werthe — 2,    —  i. 

o,  H-i,  +2,  ....  setzt ,  so  erhält  man  eine  Folge  von  Funktionswerthen ,  die 
der  in  §  I  auseinandergesetzten  Bezeichnungsweise  entsprechend,  mit  ....  f(a  —  zw], 
f'a  —  tf,  y(a),  f{a-^w].  fia-^-zw  ...  bezeichnet  werden  sollen.  Bildet  man  ent- 
oprechend  den  Vorschriften  des  §  i  die  ersten  und  höheren  DiiFerenzwerthe .  so 
«rhält  man  das  folf^ende  Schema 


f'a-  2  w)         •^'  >«  — 1»)       yn  („  _  ^  ^, 
/(a_  w)  f^  ■*"■  *  *^^      /"  («  -  if ) 

f'fl+ZVO)  /'(«  +  !«')         /Il(a  +  2K)) 


•       •      •      *       • 
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in  welchem  Schema  nothwenili^,  der  Voratissetsun^  nach«  die  m^'  Differenzen  con- 
8tani  sein  müssen.  Um  über  die  Hezeichnungsweise  des  Arfj^imentiudex  eine 
sichere  Regel  su  haben,  denke  man  sich  unter  m  eine  gerade  Zahl;  dies  schränkt 
die  Allgemeinheit  der  folgenden  Ableitung  nicht  ein,  weil,  wenn  die  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  ntc  für  ein  ungerades  m  schon  hinreichend  genau  wäre,  die 
Entwicklung  um  eine  Ordnung  weiter  geführt  werden  kann,  wodurch  nur  eine  Ge- 
nauigkeitszunahme erreicht  wird.  Ist  also  m  gerade,  so  wird  nothwendig  die  Re- 
lation für  die  [m — !)*«■  Differenzwerthe  bestehen: 


/(o4-|tc)  =/(a4-iw)  +/(a) 

/V+ftc)  =/V+i«0)    +  2/1«)    , 

oder  allgemein 

/"^  +  l»  4-  i  J  w)  =  /lö  +  i  «r)  -f  «/  1a)  . 
Wendet  man  sich  zu  den  im — 2]**'  Differenzwerthen,  so  wird  man  finden 

oder  allgemein 

/{^'+nv>)  =/S-\-  n/V+lw)  +  !^^^  /"a)  . 
Weiter  erhält  mau  für  die  im — 3)**"  Differenzwerthe  allgemein 


Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  bis  man  zur  Reihe  der  Funktionswerthe  selbst  ge- 
langty  so  findet  sich  der  allgemeine  Ausdruck  für  dieselben  leicht 


1) 


«  ,  ^'    \     l         ^'/       I     1      t     .     *•'"  —  «i   ^"r    V      1     (n+ l)»l(fl— I)    /.U',       ,     •      \     1    1 

/  ,a  +  nw,  =/,a)  4-  »/  {a+\w]  +  -775-  /  («)  +  — 'VirS -^  («  + J»!  +j 

welcher  Ausdruck  die  bekannte  Interpolatiohsformel  ist  und  die  vorgelegte  Fimktion 
der  Voraussetzung  nach  in  hinreichender  Annähening  darstellt. 

Die  Formel  i)  soll  nun  in  Etwas  abgeändert  geschrieben  werden,  um  später 
den  Ausgangspunkt  der  Funktion  beliebig  wählen  zu  können.  Ich  setze  nämlich 
statt  n  den  allgemeinereu  Ausdruck  i+n.  wo  t  eine  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

fia+[i+n]w^=f{a  +  iw]+n/(a  +  [i+{]w)+-^-^^  /[a  +  itc]  +  ....        2) 

führt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen 
nach  der  oben  (pag.  4)  festgesetzten  Schreibweise  ein  und  erinnert  sich,  dass  darnach  ist 
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so  erhält  man  nach  einer  unmittelbar  ersichtlichen  Reduction  aus  2]  den  Ausdruck: 

fia+[i+n]w)  =f(a  +  iw}  +n/(a  +  iw)  +^y\a  +  iw]+''-^^^^^^ 

Denkt  man  sich  die  in  den  Factoren  angezeigten  Multiplicationen  ausgeführt, 
jeden  Factor  nach  Potenzen  von  n  geordnet  und  die  in  §  i  [pag.  5]  angezeigte  Combina- 
tionsbezeichnung  angewendet,  so  erhält  man,  wenn  uian  überdies  den  Differenzindex 
durch  2  d  oder  2  d —  i  bezeichnet ,  je  nachdem  derselbe  gerade  oder  ungerade  ist, 
die  folgende  Gleichung,  durch  welche  die  obi^e  Reihe  in  einer  Summenform  ausge- 
drückt erscheint: 


+  2  l,.^l,H»rfi  ^^"'•^''  -•(2rf-2)=')/{«+»«') 


4) 


Für  d  ist  in  dieser  Gleichung  als  obere  Grenze  oo  gesetzt,  in  der  Anwendung  wird  aber 
d  nur  soweit  mitgenommen  zu  werden  brauchen,  so  weit*die  Differenzwerthe,  mul- 
tiplicirt  in  den  zugehörigen  meist  sehr  kleinen  Factor,  etwas  Merkliches  geben,  und 
man  wird  selten  bei  zweckmässiger  Wahl  der  Intervalle  w  über  </  =  4  hinauszugehen 
haben. 

Man  kann  der  Gleichung  4)  auch  eine  andere  Form  geben,  deren  Kenntniss 
für  die  folgenden  Entwicklungen  erwünscht  erscheint.  Führt  man  nämlich  in  der 
Gleichung  2)  statt  der  geraden  Differenzwerthe  die  arithmetischen  Mittel  derselben 
ein,  so  hat  man  nach  den  Festsetzungen  des  §  i  (pag.  4)  anzunehmen 

»etzt  man  überdies,  wie  dies  in  Gleichung  4)  geschehen,  statt  n  den  Werth  (m  -{-  |], 
so  findet  sich  ähnlich  wie  früher 

/a+',i  +  nWj=f(a+[i+\]io}  +  m/[a+[i  +  {]tc]  +  -^'i^Tlil^ /%+ [,•+!>;  + 


Durch  Einführung  der  Combinationsbezeichnung  erhält  man  dann 

/  a+\i  +  n]w)  =f(a  +  [i+\]tc+^ 


dsi 


SS^Sn^t^'3V-(2''-3)W+['+n«')+ 


^ 


+  % '::.Cm!  oV'.i^-i2d-i)^)f^+[i+{]«>) 


p=o 


5) 


Die  Gleichungen  4)  und  5)  bilden  die  Ghrundlagen  für  die  weiteren  Entwick- 
lungen und   sind   nichts  anderes,    als   die   Darstellung    einer   Funktion    durch    die 
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DifferenrH'erthe,  Die  hiefiir  ^wählte  noiie  Hezeichniin^weiB«  wird  aber  die  Ueber- 
mchtlichkeit  der  weiteren  Transformationen  erleichtern  und  die  Gesetzmässigkeit  der 
auftretenden  numerischen  Factoren  auffinden  lassen. 


)|  4.    Ermittlung  der  numerisehen  Differentialqaotienten  einer  Funktion. 

Wiewohl  die  Ausführung  der  numerischen  Differentiation  weniger  nöthig  er- 
scheint, weil  in  sehr  \aelen  Fällen,  wenn  die  immcrischen  Werthe  einer  Funktion  ge- 
geben sind,  auch  der  analytische  Ausdruck  derselben  bekannt  ist,  also  die  Differentiation 
auf  directen  Wege  ausgeführt  werden  kann,  so  tritt  doch  häufig  in  der  astronomischen 
Praxis  tz.  H.  bei  Ermittlung  der  speciellen  Störungen,  Ableitung  der  Differentialquo- 
tienten nach  Ephemeridenorten  der  Fall  ein,  dass  in  der  That  die  Funktion  nur  durch 
eine  Reihe  numerischer  Werthe  «lefinirt  erscheint  und  das  Verlangen  gestellt  wird,  den 
ersten  und  die  höheren  Differentialquotienten  für  dieselbe  numerisch  zu  bestimmen. 
Ich  werde  daher  die  hiefür  nöthigen  Formeln  hier  ableiten. 

Differentiirt  man  den  Ausdruck  4)  in  §  3    pag.  15;  ^mal  nach  dem  Argumente 

a  +  [1  +  n\  10-=  l  j 
wobei  der  Uuchstal)e  /  als  Abkürzung  eingeführt  wird,  so  ist 

dl  =  u>dn  1) 

und  man  hat 

Ijöst  man  hier  die  Summen  nach  d  und  p  auf,  ho  findet  sich 

"*"  i.a  ^dn^f^ 

.      /"i  :<i-h»tf  fd^u^         ^{ag;      ^"\i_ 

"l"  12.3  \  dfti  2^  du**  f  "^ 

"^         123.4  \dHf  2^     "       dnff'^ 

f^'a-^-itt  (d^n^         C»{22.4*i}     d9n^     ,    C«{a^.  4*}    d^ u  \      ' 

+  "    1  2.3.4  5  {~d^  **  '^^  **  dn^f'^ 

+  '  1.1.3.4.5-6  \dfiV  "2^*       dfi'»    ^  2*  j«v/^ 

+  "7.2.3.456.7  [di?r—  22  c/fi«   "^  2*  «/«v         ,         j6  cf,i»p" 

wobei  das  Gesetz  der  Fortschreitung  in  diesem  Ausdrucke  sofort  klar  ist;  ausser- 
dem wird  man  leicht  bemerken,  dass  alle  jene  Koeffizienten ,  wo  y  grösser  ist .  als 
der  Exponent  von  n.  verschwinden. 


.,^<?/^')._.',..^.-..     /j^ 


2) 
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Ein  ganz  analoger  Ausdruck  wird    sich    aus  Gleichung  5)    (pag.  15)   finden 

lassen.   Es  ist  ■   r  *  1     1  ■   r  •  ■   1    •      1         1 

damit  dl  =  wdfn 

und 


3) 


9d — 1 


^  dP    ~  ^  2^  ^i-^) (ad- 1)1 Ji^i«-  /(«+L'+5J«')  + 


Löst  man  die  Summenzeichen  auf,  so  hat  man 


+ 


i-2-3  (  rfm«  2«         rfm«*/"^ 

1.2.3.4  \  *''''''  ^' 


"^  1. 2.3-4  \  ^ 

•"  i.2»3'4-5         \  d 


22 


^l 


dm«  /  ^ 

.-,,j  ^dm«  22        dm«    "^  2«  df 

'(«  +  ■« -hil?/^}  /<^«w» 
i<2*3*4*5*6        ^dm« 


i2,  32}  d^fn^  C^{  12,32}  dgm  \ 

22        dm^    "^  2«  dm«  /  "^ 

(/'  { |2...s2}  d«m«         6^21 12...52}  d«m2  1  . 

"^         1.23.4.5.6        \dm«  22  dm«  "*"  2«  dm«'/"^ 

/Tnfg-|-;,-^j]M.)  /^m7  _  C»{|2...52}  dgfflS    ,     C2{ig,..52}  d9m^  _  C3{ia 

"•"       i.2.3-4*5*6-7      \  dnfi  ir-  dm^     ""  2*  dnrß  2 

-4-       


4) 


d«m3  _  C3{  12...52}  dßm  \ 
dm^  2«  dm«  /^ 


Auch  hier  werden  alle  jene  Glieder  für  gegebene  Werthe  von  q  verschwinden,  wo 
y  grösser  als  der  Exponent  von  m  ist. 

Im  Allgemeinen  wird  man  selten  Veranlassung  haben,  diese  Formeln  für  an- 
dere Fälle  als  y  =  I  und  y  =  2  anzuwenden.  Unter  der  speziellen  Voraussetzung : 
V  =  I,  hat  man  in  der  Gleichung  2)   (pag.  16)  die  folgenden  Factoren: 


V»  '     L     ^{22...82}  ,C3{22...82}    ,        ^C«{22...82}  „C»{22...82}    , 


9'   l 


2« 


2« 


22 


»»    l 


^•(»^.^„«ceu«}^,,,^ 


»2 


i 


5) 


0|>pMlier,  BahnbestiiniDuntfen.  II. 


3 
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iVi»«W=-,|4-»-— ^-^5— ^  -4»^  ^e     -'  +6«*— L_j_L-gn6       ^^^   -     ^-  -h  io„»   | 


5; 


Das  Rildungsgesetz   dief^er  Ausdrücke    ist,  offenkundig  und  man.  erhält  mit 
denselben 

dfil         I  m  V  vu 

/iv  VI  vni  A' 

(«  +  »>)  + JVi*^/    (ö-t-»V)4-A7(w)/    ffl  +  »trj  +  A'i8(«)/      (a+ w)  +  ....]       ö" 

Die  Tafel  I  enthält  die  Logarithmen  der  hier  entwickelten  Werthe  von  Nx^  [n]  nach 
dem  Argumente  n  und  schreitet  bis  Nx^^[n)  fort,  also  bis  zur  Berücksichtigung 
zehnter  Differenzen,  was  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  weit  über- 
schreitet. Die  äussersten  Argumente  sind  ±  0.25,  weil,  wie  dies  der  Anblick  der 
Formel  zeigt,  für  die  Fälle  n  ^  dz  ^  die  Rechnung  bequemer  und  kürzer  wird  nach 
der  Formel,  die  m  enthält.  Da  n  in  den  obigen  Ausdrücken  für  die  JV-Coeffi- 
cienten  durchaus  quadratisch  auftritt,  so  werden  dieselben  für  alle  positiven  und 
negativen  Werthe  die  gleichen.  Die  Tafel  ist  ystellig  von  Herrn  F.  K.  Ginzel 
berechnet  worden,  dem  practischen  Bedürfniss  entsprechend  aber  auf  6  Stellen  ab- 
gekürzt,  so  dass  der  Fehler  der  Tafel  nicht  häufig  eine  halbe  Einheit  der  6.  Stelle 
betragen  wird.  Die  Reihe  selbst  ist,  um  gleich  die  logarithmischen  Werthe  bequem 
tabuliren  zu  können,  in  zwei  Reihen  zerTällt;  in*  der  zweiten  erscheint  n  als  gemein- 
samer Factor  herausgehoben. 

In  analoger  Weise  wie  aus  2]  die  Gleichungen  5)  abgeleitet  wurden,    erhält 
man  aus  4)  (pag.  17)  die  Relationen 


\  V 


,,.,„,_  J-{_. ^;=-"!  +  .„.  .Il'l^-.'M  - ,^  'J!i^  +  .^} 


.„,.„..i{^..''ll!.^tJ  -,„.  ?'!•:.  '^a».  "l-'i^-.^  ""-"'-  +  ..-  ) 
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und  mit  denselben 

•*  -{ir  =/(«+[»+41«')  +  -«A»(»n)/™(o  +  l»+i)«')  +itfiMw)  /(<•+[•■+ iltt.)  +  .... 

-  o\ 

+  I»  [/(«  +  [•  + i]w)  +  MiHm)/    {a+[i+i]w)  +  Mi9{m)/^{a+li+i]ic)  +  ....  ] 

Die  logarithmischen  Jlf-Coefficienten,  die  wie  oben  für  positive  und  negative 
Werthe  identisch  werden,  finden  sich  in  Tafel  II,  nnd  zwar  mit  dem  Argumente 
m  zwischen  den  Grenzen  ip  0,25.  Durch  Benützung  der  Formeln  6)  und  8)  ist 
man.  daher  in  den  Stand  gesetzt,  jeden  geforderten  ersten  Differentialquotienten  zu 
bestimmen. 

Für  q  =  2  erhält  man  aus  Gleichung  2) 


+  3-4 


.} 


»3 


2« 


+  4-5 


"•} 


-i 45 n^  -5 


+  67 


n*  l 


Vw  «  ^|--»-3-   ^6    ■      ■i-4'5n^— ^ i— 6.7n* ^_ L  4.  g.^^s  | 


9) 


und  damit 


^^j^-  «/°(a  +  »tr)  -h  WW  /^(a  +  itr)  +  JVi6(/i)/^a  +  itc)  H-i\V(fi)/™|a-f.»«')  4-.... 

ffl  V  vu  IX  10) 

-f»l/    («  +  »«?)  + W(n)/  (a  +  iir) -f-iVVW/     (« -j- » tr)  +  W  W /    (ci-ft«;)  +  ...1 

Die  Logarithmen  der  in   diesen  Ausdrücken  auftretenden  Coefficienten  sind 
in  der  Tafel  DI  aufgenommen. 

Ganz  ahnlich  ist  in  Gleichung  4)  für  g  =  2 


ifj«  (wj 


7r{-^ 


jM 


+  1-4»»« 


/ 


Jfj^im) 


M- 


»•$ ^j h  4-5  W  > 


II) 


3» 


20 


M2T{m:  =  —  ^  +  23  — \4  —  4-5  »«-*  — '—^-  ^  *-  -f  671««  J 


Mt^  (m) 


-,■.{- 


daher  also  der  Ausdruck : 


1 1 


^,'P/;') 


.11 


.IV 


VI, 


dt^ 


/   (a  +  [«>llw)+-Mi*(''»i/   (a4-[»+liir/  4-iMi8(m)/"(a-h[t-hi]«?)  +  ••. 


,TIII 


4-  itf28im)/""(a+lt-f-i)fi?)+... 


12) 


dessen  logarithmische  Coefficienteu  sich  in  der  Tafel  IV  finden. 

Indem  so  ganz  allgemein  die  Berechnung  irgend  eines  Differentialquotienten 
möglich  ist;  wird  die  Betrachtung  der  speciellen  Fälle  n  und  m  gleich  Null,  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bieten;  es  soll  auf  die  letzteren  hier  näher  eingegangen 
werden,  weil  gerade  diese  speciellen  Fälle  in   der  Anwendung  häufig  hervortreten. 

Man  gelangt  sofort  zu  den  diesbezüglichen  Ausdrücken,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  2)  und  4)  (pag.  16.  17)  nach  Ausführung  der  angezeigten  Differentiation 
beziehungsweise  n  und  m  =  o  setzt.  Eine  ganz  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  dann 
alle  Differentialquotienten  verschwinden,  in  denen  der  Exponent  von  n  und  m  entweder 
kleiner  oder  grösser  als  q  ist,  und  nur  jene  Coefficienten  übrig  bleiben,  wo  der  Ex- 
ponent von  n  und  m  gleich  q  wird.  Man  erhält  also,  indem  man  in  dem  Ausdruck 
a-\'[i+n]w  =  l  den  Werth  «  =  o  einführt,  der  Reihe  nach  für  die  verschiedenen 
Differentialquotienten : 


w 


d{a-^iuf) 


2« (3)! 


»*(5) 


d{a^iw)^ 


»2(4)1 


2*  (6) 


-''        26(8)  t  -^      («  +  !«')+.... 


(5) 


.V    ^.    .  6^{2a...4'}    -VI,   ^.      ^  C^2-^...6g}      v,„, 


2<(6}! 


13« 


SO  dass  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  vor  Augen  liegt.    Da  diese  Coefficienten 
eine    erhöhte    Bedeutung    haben,     so    habe    ich    dieselben    vollständig    bis     zur 
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20.  Differenz    angesetzt  und   zu    diesem   Ende   die   obigen    Coefficienten    abkürzend 
geschrieben : 

-f-  N^^-^^ß-^^  [a  -h  iM^)  +   ....  13*) 

In  der  folgenden  Zusammenstelhmg  sind  die  mitgetheilten  Zahlen  im  Zähler 
und  Nenner  relative  Primzahlen. 


Zähler 


Nenner 


Z&hler 


Nenner 


AV  =  + 

I  : 

I 

Ai»  -  + 

I  ; 

I 

M3  -_ 

I  : 

6 

N^* 

I  : 

12 

A?  -  + 

I  : 

30 

A^2«  -  + 

1  ■ 

90 

AV  -- 

I  : 

140 

iVjS  — — 

!  ■ 

560 

A?  -  + 

I  : 

630 

Ar,«o  _  4- 

I  : 

3150 

AV'-- 

I 

2772 

ATjiJ  — 

I 

16632 

AV»-  + 

I 

12012 

iVi'<  -  + 

I  ; 

• 

84084 

A-,  •&  =  - 

I  : 

51480 

A^,'6  — 

I 

'                      4 

II 840 

AV'-  + 

I  : 

2 

18790 

jVi>8  _  + 

I  : 

19 

691 10 

A', «»  = 

I  : 

9 

23780 

JV,20  —  _ 

1  ' 

.  92 

37800 

A^j»  -  + 

1  : 

I 

Ai*  -  + 

1  ' 

1 

AT,»  -  - 

I  : 

4 

JVi«  — — 

I 

16 

AT/  -  + 

7  : 

120 

AT«»  -  + 

7  ' 

240 

AT,»  =  - 

41  ; 

3024 

jyi«o  =  _ 

41  : 

7560 

A^"  =  + 

479  : 

1 

51200 

N^^^  =  + 

479 

:         4 

53600 

AT,«» 

59: 

79200 

JVi"  — 

59 

:         2 

77200 

A^,'»  =  + 

2 

66681  : 

15135 

12000 

JV^'e  -  + 

2 

66681  ; 

60540  48000 

A^"  =  - 

63397  : 

15135 

12000 

N^i»  — 

63397  : 

68108 

04000 

AT,"  =  4- 

97 

78141  ; 

97  77287 

52000 

AT^M  _  ^_ 

97 

78141  : 

488  86437 

60000 

Ai»  =  + 

t 

I 

AT,«  =  + 

I  : 

I 

AV  =- 

I 

3 

W   =- 

I  : 

4 

a;»  =  + 

•3  ■■ 

144 

ATe'o  -  + 

13 

240 

Ak"  =  - 

139  : 

6048 

AT«« 

139 

12096 

iVs'»  -  + 

37  : 

6480 

ATe"  =  + 

37  • 

15120 

As'»  =  - 

4201  ' 

29 

93760 

A^«'«  =  - 

4201  ' 

79 

83360 

A'3"=-|- 

37 

392  »7 

I  08972 

86400 

AT,'^  -  + 

37 

39217  : 

3  26918 

59200 

A-j'»  =  - 

3 

64919 

43589 

14560 

AT,"  -  - 

3 

64919  : 

I  45297 

15200 

Zihler 

Nenner 

KAhler 

Nenner 

I  : 

I 

y.'  =  + 

I  : 

I 

N,*   -- 

5  : 

12 

JV^to  =  _ 

I  : 

3 

JV,"  -  + 

3»  : 

240 

N,»  -  + 

31  : 

360 

N,"  = 

3"  : 

8640 

iV,"  —  — 

3«i  : 

15120 

iV,'*-  + 

2473  : 

2  59200 

iv;'«  =  +  . 

2473  : 

5 

18400 

N^"  =  - 

4679  : 

19  00800 

iv;">  =  — . 

4679: 

42 

76800 

JVt"  =  +  58 

39219  : 

93405  3» 200 

iV^io  _  +  58 

39219  : 

2   335*3 

28000 

JVi»  =  + 

I  : 

I 

iV.o"»  -  + 

l   : 

I 

iVi'«  

1  : 

2 

JV.o«  -  - 

5  : 

12 

i^^9'»   + 

7  : 

40 

Mo"  -  + 

1  : 

8 

iVj»  =  — 

67  : 

1260 

JV.o'«   - 

67: 

2016 

iV,"  =  + 

2021  : 

1  34400 

iV,.'^  =  + 

2021  : 

2 

41920 

AV»  =  — 

21713  : 

53  22240 

iVi.2«  _  _ 

21713  : 

106 

44480 

M,"  -  + 

1 

I 

jv;,«»     + 

I  : 

I 

AT,,«»   _ 

7 ; 

12 

JV„"  =  - 

I  : 

2 

iV„<»  =  + 

41  ; 

180 

iV,,'«  =  + 

41  : 

240 

JVi,"  =  - 

757 ; 

10080 

JV,,'»  =  - 

757  ' 

15120 

A1,"'-  + 

5473  ■ 

2  41920 

Nt2^  -  + 

5473  ' 

4 

03200 

JV,,'»  -  + 

I  : 

I 

JVi4"  =  4- 

I  : 

1 

.V,,'»  -  - 

2 

3 

JVu'«  = 

7  • 

12 

iVu"  -  + 

23 

80 

Nu''  -  + 

161  : 

720 

Ma»  =  - 

619  ; 

6048 

Nu^       - 

619  : 

8640 

Ali'»  =  + 

I  : 

I 

iV„'«  =  4- 

I  : 

1 

iV.s"  =  - 

3  : 

4 

M,">  =  - 

2  : 

3 

a;*'»  -  + 

17  i 

48 

iV,.*«  =  + 

17  ' 

60 

N„"  -  + 

I  : 

1 

JV,»«»   + 

1  : 

I 

JV„'»  =  - 

5  : 

6 

iV.g»  =  - 

3  • 

4 

Stellt  man  in  den   Gleichungen   4)  pag.  17   statt  /  den   Werth  a  +  [f-H^ltr 
ein    indem  hiebci  91  =  0  vorausgesetzt  ist,  so  finden  sich  die  Differentialquotienten 
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p/>+[«+i]») + 


,         C*{l*...5«}    ,TI,      ,,.,,,     ,  C0{l>...7*}     ,vill,      ,    r-  ,    11     .     I 

•    +»      «<(6)!      -^    ("  +  [«+il«')-»^e^)T-  /     («  +  [«  +  il«'.  +.■• 
•^  rft+ifrw  =/  "'  +  t.  +  il«.)  -  »-S-^f^r'  /  {«+[.  +  4]«')  + 

+  »-j  -iijf[{-  f  ("+['+41"')— «-3   ,t(^),  '/  ('»+[«+i]»)+.. 


.d»/(a+li  +  l]ic)         .IV,     ,,.,,,    , 

'^/.J/h^^iV'-'^  {«-f-[t-h41u.)- 2.3.4 


C^fi^-.S^}   ^YI 


22  (6)  I 


/   (fl-|-[t  +  i)tr)  -f 


-f-a  3-4 


^{»^...72}     ^TIII 


*M8)1 


/™(«+[»-i-iiti^)  -  *'3-4^i'';;f^  /(«+[!+ 1]  IT)-!-.. 


140) 


In  ähnlicher  Weise  wie  früher  erhält  man  allgemein 

Die  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  ilf-Coefficienten  fol^n  hier,    wie  vor- 
her die  iV-Coefificienten,  im  Zähler  und  Nenner  als  relative  Primzahlen  mitgetheilt : 


!<,•-  + 

Zthler 

I 

Nenner 

• 

I 

Jtf,« 

i 

Uhler 

1  : 

Nenner 

1 

-Mi» 

I 

8 

Mi'' 



1  : 

24 

K*  -  + 

3  : 

128 

Jlf,* 

=  + 

3  : 

640 

M^* 

5 

1024 

Mi^ 



5 

7168 

Afo"  =  + 

35: 

32768 

3f,» 

—  + 

35  • 

2 

94912 

3410 

63: 

2 

62144 

JMi" 

;  

63: 

28 

83584 

>v»  -  + 

231 

41 

94304 

3f,>» 

—  + 

231  : 

545 

25952 

3Ü'«  =  - 

429 

:       335 

54432 

3/1» 



143 

1677 

72160 

JMi«»  =  + 

6435 

:     21474 

83648 

Mi" 

+ 

( 

^435  ' 

3  65072 

22016 

^.'^ 

12155 

I  71798  69184 

Mi*^ 



12155 

:   32  64175 

14496 

1«.»-  + 

46189  ' 

27  48779  06944 

3fj»  -  + 

Z&hler 

I 

Nenner 

I 

Mi*   =  — 

5 

24 

J»f,«  =  + 

• 

259 

5760 

3/,« 

3229 

3  22560 

Jf,"  -  + 

I 

17469 

51 

6  09600 

Jf," 

71 

56487 

I 

3624 

9  34400 

Jtf,"  =  + 

24308  98831 

1983 

7904 

4  86400 

J!#j>« 

609 

97921 

211 

6043 

I  45216 

3/,"»  -  + 

14 1-4330  03757 

20  72029 

4477 

9  55072 

JfjM  — 

2558  72967 

81661 

I 

5747  A 

2380 

3245 

8  54720 

24 


Zahler 


Nenner 


=  4- 


=  + 


=  + 


=  + 


=  + 


1 

1 

I 

8 

37  : 

1920 

3229 

9  67680 

10679 

172  03200 

5  50499  •. 

43416  44800 

24308  98831 

:       9918 

95224  32000 

35  88113  : 

70 

53477  15072 

74438  42303 

6  90676  48259  85024 

Mi* 

Mi« 
Mi^ 

3*4«» 

Mi*" 
Mi*> 


=  + 


=  + 


=  + 


=  + 


=  + 


3f5» 

M.» 


=  + 


=  + 


=  + 


=  4- 


Jf.'»  = 


Mt" 

Mt" 

34^  = 


=  + 


=  + 


=  + 


=  + 


7 

47 
17281 

IQ    97021 

12    06053 

2    46157     17239 

42  65404  47313 

7992  351 15  02753 


3 

209 

28067 

2  30443 

«53  »3957 
24  99387  65093 

7  07268  85883 


24 
640 

9  67680 

4644  86400 

11678  51520 

9918  95224  32000 

7  14164  56151  04000 

5550  07887  80236  80000 


I 

I 

5 

24 

47 

1152 

1571  : 

1  93536 

I  53617 

928  97280 

12  06053 

35035  54560 

14479  83367 

1983 

79044  86400 

2  24494  97227 

I  42832 

91230  20800 

1 

8 

1920 

9  67680 

309  65760 

81749  60640 

53562  3421 I  32800 

61214  10527  23200 


25 


Zfthler 


Nenner 


M{'   -  + 

.  I 

I 

ilf;»  — 

« 

7 

24 

M^»  -  + 

133 

1920 

M^»  —  — 

2159 

I  38240 

M,^^  -  + 

2  30443 

663  55200 

M-,"  —  - 

9  00821 

\ 

11678  51520 

ilf,!»  —  + 

I  31546  71847 

:       7651 

76315  90400 
I 

iMs*  -  + 

• 

I 

Ifg'»  -  - 

II 

24 

3/^'*  -  + 

871 

5760 

M^»  — 

8521 

1  9353Ö 

iMi'«  -  +  . 

55  99613 

4644  86400 

Jlf,«^  =  - 

3910  80857 

:         12 

26244  09600 

31  Ö1002  58731 

:      3Ö258 

81579  52000 

I 

M.y>   -  + 

I 

, 

JMi" 

3 

8 

iMi"  =  4- 

67 

640 

- 

3f,'*   - 

8521 

3  22560 

J»f«'-  -  + 

3  29389 

516  09600 

iw;««  -  ~ 

205  83203 

:          I 

36249  34400 
Zähler 

Zähler 

Nenner 

Nenner 

3/„."'  —  +        I 

I 

3f„i»   + 

I  : 

1 

3/,««    -        13 

:           24 

J»f„t^  =  - 

LI  : 

24 

•Vi»»   +       77 

384 

^1,»^-  + 

847  : 

5760 

J/,„<"  —  —     4097 

64512 

3f„i-  =  - 

2651  : 

64512 

-Win'"  — +    3  74  »23 

309  65760 

^n«"-  + 

3  32387  : 

309  65760 

-W,«-««  —  —  34 «  3962 1  : 

66178  25280 

I  : 

ifi2"—+                   I  : 

I 

3fn'^  =  + 

I 

3f,2"  -  -        5 

8 

M,,^^       - 

13  • 

24 

Jlii«   +      493  : 

1920 

M,,^-'       + 

377  ' 

1920 

^„IH 85177: 

9  67680 

3fu>«  =  - 

58279  : 

9  67680 

Jf„w=+   6  04841  : 

221  18400 

I  : 

itu»-+                  I  : 

I 

i(fl5"  =  + 

I 

Jf,^i« ,7 

:          24 

itfl:." 

5  • 

8 

Jf„«-  =  +      1843  : 

5760 

M,,^^*  =  + 

97  • 

384 

Jf,4»  =  —     16333  ; 

I  38240 

UppAli^r,  tfahnb^Mtiminangen    II. 


Zfthler 

AtXß 

Nenner 

ZAhler 

Nenner 

3f,«««.=  + 

I  : 

I 

M„»  -  + 

I  : 

1 

3f,6'*  =  - 

19: 

24 

ilf„'»      - 

«7  •• 

24 

itfi«»»  -  + 

749: 

1920 

3f,»'*  =  + 

I  : 

I 

üf,,»  =  -f- 

1  : 

i 

üf,,««  -  - 

7  : 

8 

• 

Schliesslich  muss  noch  hemerkt  werden,  dass  die  bisherigen  Entwicklungen 
sofort  auch  die  Möglichkeit  an  die  Hand  geben,  eine  Funktion  nach  steigenden 
Potenzen  von  n  oder  m  zu  entwickeln.  Am  bequemsten  werden  die  Formeln,  wenn 
man  von  einem  Argumcntwerthe  oder  dem  Mittel  derselben  ausgeht,  denn  es  ist 
nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze: 

und  analog: 

rt(a-f-li4-.i]ir) 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  der  letztem  Formel  »Uitt  f[a+[i-\-\]u))  geschrieben 
wtirde  F{a'\'\i'\-\]v7),  danach  der  Idee  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  offenbar  unter 
dieser  Funktion  der  Werth  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Mittel  der  Argumente 
zu  verstehen  ist;  denn  durch  die  liezeichnung  mittels  des  Huchstabens /*  könnte 
eine  Verwechslung  mit  dem  arithmetischen  Mittel  zweier  Funktionswerthe  eintreten ; 
in  der  unten  folgenden  Formel  17)  ist  auf  diesen  Umstand  Rücksicht  genommen 
und  in  der  That  unter /*(«  + [f+ 11  v)  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktions- 
w^erthe  zu  verstehen. 

Man  findet  leicht,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  früher  gewählten  Bezeichnungen 
pag  21  (13/i)   und  pag.  23  (14&;)  die  folgenden  Relationen  bestehen: 


ö) 


und : 


w 


f[a  +  [i+i  +  fn]u,)  =  /  /(a  +  [.•  +  i)  w)  +  JWo«  /"(a  +  («•  +  1]  »)  + 


+  Jlfa*/'{a  +  [i+{]w)  +  ....    } 


4"  m 


{/(« 


+  [•■+ 1]  W)    +  üfl»/     (O  -h  [»•+  4  ]  IC)    + 


+  ^/\a+[i+i]w)  +  Mt*/\a  +  [i+i]w)  + 


} 


.VI 


+  JMi«/    {a+[i +  i]to)  +  ... 


+  j^A/'i»  +  [»■  +  4)  w)  +  -Mi»/^«  +  [•  +  4]  w)  + 


-VII 


^iTaV    (a+[»  +  i]«>)  +  ., 


} 


17) 


I 


wobei  die  hier  auftretenden  N  und  Jlf-Coefficienten  der  oben  angeführten  Zusammen- 
stelhmg  zu  entnehmen  sind  und  wie  schon  bemerkt,  unter y(a+ l*  +  l]*^)  in  der 
That  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktionswerthe  zu  verstehen  ist. 

Es  sollen  nun  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  durch  ausfuhrliche  Bei- 
spiele erläutert  werden. 

Ich  benütze  hiefiir  die  Störungen,  die  der  Planet  @  Erato  in  der  X-Coordi- 
nate  erfahrt,  die  mit  ^  bezeichnet  werden  sollen  und  in  Einheiten  der  7.  Decimale 
zu  verstehen  sind.  Die  angeführten  Zahlen  können  leicht  aus  den  später  bei  der 
Störungsrechnung  gegebenen  ausführlichen  Beispielen  hergeholt  werden.  Man  hat 
so,  wenn  man  die  Differenzwerthe  bildet : 


I 

1871  April  26  +130810.18 
Juni  5  + 186549.80 
Juli  IS  4-  »33397.1« 
Aug.  14  +  73057.64 
Octob.3  +  8119.85 
Nov.  II  —  58031.81 
Dec.  12  — 111501.23 

1872  Jan.  31  -—  178339-^6 
Min  u  —225100.54 


/ 


/' 


.11 


.111 


/" 


/ 


jri 


/ 


.VII 


/'" 


—  8882.24 
53152.62  +1695.32 

—  7186.92  +89335 
60339.54  ^     +2588.67  , 

—  459«. »5  .    ^     +  795.70 
64937.79  „,  +3384.37  , 

—  1213.88  +  511.77 
66151.67  +3896.14 

+  268s.  26            +  52.98 

63469.4»  ,  ..    „  +3949.12 

Ao   •  -^     6631.38  -  503.75 

56838.03  +3445.37 

.  .  ^p  + 10076.75 

46761.28 


97.65 

»83.93 
458.79 
556.73 


186.28 

+  11.42 

174.86  +65.50 

+  76.92 
97.94 


Um  vorerst  die  Formel  13)  (pag.  20}  durch  ein  Beispiel  zu  belegen,  soll  der  erste 
und  zweite  Differentialquotient  von  ^  für  187 1  Oc tober  3  ermittelt  werden.  Da  hier 
das  Argument  für  ^  die  Zeit  ist,  so  ist  es  klar,  dass  diese  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  verstanden  sind,  und  um  sofort  in  den  obigen  Formeln  w  der  Ein- 
heit gleich  setzen  zu  können,  soll  für  die  Zeiteinheit  in  den  hier  folgenden  Bei- 
spielen  stets   das  gewählte  Intervall   von  40  Tagen  angenommen  werden;   es  wird 

daher,  wenn  man  die  Differentialquotienten  auf  den  mittlem  SSonnentag  als  Einheit 

4» 
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beziehen  will,   der  erhaltene  erbte,  zweite,   dritte Differentialquotient  beziehun^^s- 

weise  durch  40,  40*-',  40* zu  dividiren  sein. 

Für  den  ersten  Differentialquotienten  stellt  sich  also  die  Rechnung  wie  folgt : 

/'   a+iw)  =  —  65544.73 

JVJ ^/^"  [a  -f-  •  tc)  =  —  606. 7 1 

Ni^f(a  +  iw)  =—  12.38 

N^ff^"[a+iw^  =  —  0.32 

lo^-   ,        =  —  66164.14 

dt  -r       T 

Für  den  z;\eiten  Differentialquotienten  winl: 

fia  +  itc]  =  —  1213.88 

y2*f*^{a  +  itc)  =—  42.65 

iVj  V"  («+»«?)  =  —  1 .94 

jVj**/^'"  (a  +  ito)  =  —  o.  1 2 


lo^'-j-T  —  1258.59 

Zur  Erläuterung  der  Formel  14;  (pag.  23)  wählen  wir  als  Datum  1871  Sept.  13.  also 
ein  Zeitmoment,  welches  in  die  Mitte  eines  Intervalls  fällt;  man  erhält,  indem 
man  wieder  als  Zeiteinheit  40  Tage  ansetzt,  flir  den  ersten  Differentialquotienten: 

/'(«+[•+ JJw?;  =  —  64937.79       ^ 

3lt»/"(a+[»+iJir)  =  —       141.02 

M,^f{a+[i+\]w]  =-  1.33 

^iV"  («+  l*  +  iJ  »0,  =  —  0.01 

10' --y^  65080.15 

Für  den  zweiten  Differentialquotienteii  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

/"  'ö+[t  +  l]w^)  =  —  2906.06 

^WiV   [a+[i+{]w)  =—     136.19 

^^2«/"   («  +  } + 1>^;  =  —         8.12 

Jlf2 **/*'"  ;ö  +  L*+iJ<^)  =  —         0.66  ...(die  8.  Differenz  constant  vorausgesetzt , . 

Um  ein  Heispiel  für  die  Anwendung  der  Formel  6,  (p«K-  '8;  zu  erhalten,  soll  der 
erste  Differentialquotient  der  oben  hingeschriebenen  f  Funktionen  entwickelt  werden 
für  das  Datum  187 1  Sept.  23.  Es  ist  also,  indem  man  von  October  3  als  nächst- 
liegenden Werth  ausgeht,  n  =  —  0.25  anzunehmen;  man  gelangt  hiermit  bis  air  die 
Grenze  der  y  Tafeln  'Tafel  I)  und  man  sieht,  dass  mit  derselben  Berechtigung  als  Aus- 
gangspunkt das  arithmetische  Mittel  zweier  Argumente,  nämlich  Sept.  13  hätte  ge- 
wählt werden  können ;  in  der  That  wird  in  der  Folge  von  dieser  Wahl  Gebrauch  ge- 
macht werden.  Die  Rechnimg  stellt  sich  wie  folgt,  indem  die  8.  Differenz  als  ccmstant 
angenommen  und  überall,  wo  die  Bildung  der  arithmetischen  Mittel  auf  eine  halbe 
Einheit  der  2.  Decimale  führte,  dieselbe  fortgelassen  wurde  : 
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^ 3  5  7 

log/'^tf  +  tM?)  3.561131     2„569737     1. 64513 

log  iV;<*  (^0.25)  9nU'672     8.409656     7n73o^9 

rf 4  6  8 

log  f^{a  +  iw]  2.709075     2^24269       1.816 

log  ^Y,^[— 0.25)  8^862827     7' 9734g       7fti73 

/';«  +  tw?)  =  —  65544.73  f"[a  +  iw)  =—  1213.88 

.V,^;— o.25)/"''a  +  «*<?)  =—       492.95  iV,M— o.25)/'^(a  +  tto)    =  —  37.32 

A?(-o.25)/-(a  +  »ir)  =—           9.54  ,Yj«(_o.25)/-»(a  +  ti(;)    =-  1.65 

.Vj  •  (— o.25l/"'(a  +  ttt?)  =  —          0.24  iV,^  (— 0.25)/^'"/«  +  *«?)  =  —  o.io 


äSj^         =    66047.46  Sg  =     —       1252.95 

nSg  =+       313-24  logÄ'^    =      3n097933 

io7~t      =—65734.22  ^ogn    =      9n397940 

Es  ist  hiebei  klar,  dass  die  hier  und  in  den  folgenden  Beispielen  logarithmisch 
ausgeführte  Multiplikation  von  Sg  mit  n  nur  der  Allgemeinheit  halber  durchgeführt 
ist,  während  in  dem  speciellcn  hier  vorliegenden  Falle  natürlich  die  directe  Division 
\on  Sg  durch  4  kürzer  wäre. 

Zur  Erläuterung  der  Formel  10)  (pag.  19)  soll  der  zweite  Differentialquotient 
der  ^-Funktion  für  das  Datum  187 1  Sept.  23,  October  3  als  Ausgangspunkt  ge- 
nommen, berechnet  werden.     Man  erhält  mit  l^enutzung  der  Tafel  III : 

d 4  6  8 

log  y  ^ :  a  4- *  M?)      2.709075         2^24269         1.816 
log  iVi**!— 0.25)         8^716699        7- 78287         6^961 

rf 5  7 

log/^(a  +  tw?)         2^569737         1. 64513 

log  iVj''  (—0.25)         9n379457         8.73952 


fa  +  itcj  =—  1213.88  /'"{a  +  iw)  =+  3640-25 

AV;— 0.251 /'^;a4-*«^*i   =—       26.65  iV2\— o.25)/\'a  +  tw)   =+       88.96 

,Vj«— o.25)/^'(a-f-ty'  =—          1.06  iVjM— o.25)/^"(a4-*w?)  =+         2.42 

->'?(— 0.25 /^"'[a+t«^;   =—         0.06  Sg      =+  3731.63 

Su    =—1241.65  ^og  Sg       =      3-571898 

/*  Sg    =  —   '932.9«  1^>?  ^*        =       9«397940 

Will  man  nun  dieselben  Differentialquotienten  beziehungsweise  nach  8"  und 
12  pag.  19,  20  rechnen,  so  wird  man  für  den  ersten  Differentialquotienten  haben,  in- 
dem man  beachtet,  dass  der  Ausgangspunkt  Sept.  13.  also  m  =  +  ^  anzunehmen  ist 
mit  Hilfe  der  Tafel  H: 
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^ ••                        3                     5  7 

log/^'ö+l^  +  lJM?^         3-5^947^         ^,»45321  1.0577 

log  3/1^(4- 025) 8^^017729         6.97498  6p» 1 1 03 

d 4                     6  8 

log/'ta+lt+i]«?)         2.815398         2,^25665  1.8162 

log  Jtfj^  (4-0.25)               9^296482         8.62283  7n9665 

/»   (a  +  itH-ljM^J    =—64937.79                           /"  'ö+[»  +  ljWy    =—1906.06 

ATi* (+0.15; /M«i  + 1*4-1]»)    «=—        0.17         Ar,«(-|-o.i5. /^'  (ii-f  i»+lj»;     «—       7.5« 
Jf,'(+o.i5)/>"(a+[i  +  liii;)     «                    o          jir,«(+o.i5) /»"  («  +  li  +  l]w)     =-        o.6i 


'S«    •*  —  64973.3»  S^     =  —  3043.63 

m  gj    «=—       760.91  log  S^        =      3ii4>339^ 

-     d|  ^  log  m         s      9. 397940 

IqI  .  .^        « —  65734-22  "^ 

Für  den  zweiten  Differentialqiiotientcn  für  dasselbe  Uatum  hat  man  zu  rechnen 
nach  12)  ipag.  20)  unter  Zuziehung  der  Tafel  IV  : 

d 4  6  8 

iog/'';a+[»+ij<^;     2.815398     2,^25665     1.8162 

log  ^a^* (4-0.25)       9^248178    8.55646    7n89o8 

d 5  7  • 

log/**  [a  +  [i+\]  to]         2n4532i  1.0577 

log3f2<'(4-o.25)  9n059"2  8.2338 


fu  (a-i-  .|>  1]  IC]       =  —1906.06  /"i   a  +  [i4-  iJ  *n      =  +  33«4.37 

Ar,<(+o.i5;/>Ma  +  [i>i].f,       =—     115.76  .V^l-ho.i5i /v    (ci+ [,'4.  «l,r,  ^    ;=  +       3»-53 

JV(+o.25)/«   (a4[t4-il«')       «—        6.50  .V,'(+o.i5)/irn(a+fi  +  iJ,rl      = -|-        0.10 


^y* (+0.15) yv»i(a 4-114- -j] IC)      «—       0.51  5^  «4.  3417.10 

-5«  —    —     30*8.83  log     Sg         «    •         3.533658 

III     Sg  «=    4-  854.28  log     Ifl  S=  9- 397940 

7         ^^ 

'^      r/T*        ""-  "^^-^ 

Vergleicht  man  die  nach  den  beiden  Formclsystemen  erhaltenen  Resultate,  so  wird 
man  die  befriedigeiiste  Ucbereinstimmung  finden. 

SchlicHslich  sollen  die  Formeln  16)  und  17)  pag.  26,  27)  an  dem  gewählten 
Beispiele  erläutert  werden;  indem  man  187 1  Octob.  3  als  Ausgangs])unkt  annimmt 
und  sich  überall  auf  die  zweite  Decimale  beschränkt,  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt : 

d  esl  2  345678 

/•'ftf4-i»f,         B=  —  65544  73  —  1113.88  4"  3640.i5  4"S".77  — 371.36— 174.864-44.174-65.50 
y/i'¥d)jy-i'k-d)  a^itc    s= —      606.71 —     41.654-      91.844-   19.14—   14.71—    16.37 
K/A-^d)f{A'^d)'a'\'i%c  ^—        11.38—        1.94+        2.584-     1.91 

.\V*-H«)/(A4^»'rt4.ttt7    =—  0.31—         0.11 

—  66164. 14'  1258.59  -♦-  3735-674-  542.81— 386.08— 191.13 4- 44.17  4.65.50 
pivitor    ....  I  1  6  14  ISO         710         5040     40310 
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Dividirt  man  durch  die  entsprechenden  als  Divisoren  angesetzten  Factoriellen,  so  wird, 
wenn  man  auch  hier  nicht  über  die  2,  Decimale  hinausgeht,  indem  man  bei  solchen 
Entwicklungen  /  selten  die  Einheit  überschreiten  lässt: 

5  =  -f-  8119.85  —  66164.14/ 


629.29/^ 

+ 

622.61  i^ 

+ 

22»(>2t^ 

— 

3.22/^ 

0.27^ 

4- 

O.Ol  V 

für  t  gilt  als  Einheit  40  Tage ; 
/  =  o  für  1871  Oct.  3. 


Als  Probe  kann  man  den  Werth  §  für  Aug.  24  (/  =  —  i)  und  Novbr.  12   (t  =  -f-  i) 
berechnen;  man  erhält 

Aug.  24  =  +  73057-^5 
Nov.  12  =  —  58031.83, 

was  mit  den  zu  Grunde  gelegten  Werthen  hinreichend  nahe  «stimmt. 

Nimmt   man    aber   als   Ausgangspunkt    1871  Septbr.   13,    so    hat  man   nach 
Formel  17)  (pag.  27)  zu  rechnen: 


/•*  l'iH-  [•-!- 11  »r      +40S88.74  —64937.79 


Jf^v+rf|/(«+rf){a  +;t + J»  +     363.16 

3/^M-rf|/(6+rf>(fl-f:f-f  i]fr  -I-         0.88 
.Vyi+rf|/J8+rfl(fl-h[f +i]iu)  -h         0.07 


141  .OS 
«33 

O.Ol 


»  3  4 

2906.064-  3384.37  +  653.73 
136.19+     35-49+    5*67 
8.11+       0.11+     4.81 
-      0.66 


5  678. 

283, 93  — 180.57  +  11.4» +65.50 
1.38—  14.56 


DiTiior 


Es  ist  also  ^  = 


+  40968.17 
I 


65080.15  —  3051.03+  3410.08 +711. 21 
I  1  6  24 


186.31  —105.13  -|- 11.42 +65.50 
110  710  5040     40310 


-+   40968.27    —    65080.15/ 

—  1525.51/'^ 
+  570.01  (^ 
+-  29.63  t* 

—  2.39  t^ 

—  0.28  /« 


für  t  gilt  als  Einheit  40  Tage ; 
/  =  o  für  1871  Sept.  13 


Rechnet  man  als   Probe  die   Werthe   der   Funktion  für  Aug.  24    (/  =  —  0.5)  und 
October  3   (/  =  +-  0*5)  so  findet  sich  in  guter  Uel>ereinstimmung 

Aug.  24  =  +-  73057.64 

Octob.  3  =  +     8119.84  . 
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§.  5.    Erniittlung  der  numerischen  Inte^n^le  einer  Funktion. 

A.  Einfache  Integrale. 

Integrirt  man  die  Gleichnn^  4)     pa|^.  15/.  nachdem  man  links  mit 

c// ==  rf  (a -|- [f -f- w  tr  . 
rechts  mit  dem  gleichwerthigen 

wdn 
multiplicirt  hat.   so  findet  »ich  sogleich 

tri*'         ^        ^     \      •  J.     ^        .     f    ^^   ^^  2^{<i-p\  [2(1—1,1  2p        '  '    1^   '       I 

^T  Vt       f — I  "■'^«3/'+«  ''~^'  "* 

^  ^^  ^Ä^  2«(<'— lOlar/ !  2«-|-i        *     '*»  '  -  f^  \    T^      /  T^    n    . 

wobei  unter  7^'  die  (ntegrationsconstaute  zu  verstehen  ist.  Es  ist  klar,  dass  hei 
dem  vorliegenden  Probleme  die  Integration  zwiftchen  bestimmten  Grenzen  nur  eint* 
praktische  liedeutung  hat.  dass  demnach,  wenn  man  sich  auf  die  einfache  Inte- 
gration beschränkt,  die  Integrationsconstante  aus  dem  Resultate  herausfällt;  geht 
man  aber  auf  die  doppelten  und  mehrfachen  ^eigentlich  iterirten^  Integrale  über,  so 
wird  mau  die  Bestimmung  von  /„^  nicht  umgehen  können.  Zu  ihrer  Bestimmung 
kann   man  leicht  die  Kedinginig  heranziehen,  dass  für  n  =  o 

/«'  =  i  ff(a  +  \i+nW  dl ,  2, 

d.  h,  die  Integrationsconstante  /„*  erhält  stets  den  Werth  des  Integrales,  den  das- 
selbe für  die  Grenze  a-i-tw  annimmt,  eine  Hedingimg.  die  weiter  unten  eine  Be- 
stimmung der  ('Onstante  ermöglichen  wird. 

Behandelt    man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichung  5)  ,pag.  1 5)  und  beachtet 
dass 

f/l  =  d  Jö-j-[t-f-;4.  w)  4-  ^  (^'+  [t-h  i  +'wi?r   =wdm  . 
so  wird 


^m^  ^mä    2'<''-p)  2  J — I   !  2W         '        ^  '       ^  J     i  ^  i    >    t"  ai      .     T^ 

Für  die  Auswerthung  der  Integrationsccmstante   hat   man.    ähnlich   wie   früher,   für 
m  —  ij  die  Bedingung 

^         /iO+Il  +  JlK 
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Es  sollen  vorerst  die  einfachen  bestimmten  Integrale^  die  sich  aus  den  obigen 
Relationen  (i)  und  (3)  (pag.  32)  ergeben,  vorgenommen  werden.  Man  wird  zuerst  zu 
beachten  haben,  dass  man  sowohl  für  n  als  auch  für  m  ohne  Nachtheil  für  die  Ge- 
nauigkeit der  Rechnung  die  Grenzen  —  i  und  + 1  nicht  überschreiten  darf,  denn 
sonst  würde  jeder  Fehler  in  dem  üifferenzwerthe  vergrössert  auf  das  Resultat  über- 
gehen. Nimmt  man  aber  für  n  und  m  als  Grenzen  —  |  und  -f-  \ ,  was  offenbar 
möglich  ist,  so  wird  dadurch  die  Genauigkeit  der  numerischen  Rechnung  wesentlich 
gefördert  erscheinen. 

Die  obigen  Formeln  wird  man  im  Allgemeinen  nur  anzuwenden  haben,  sobald 
für  n  und  m  willkürliche  Angaben  vorliegen,  dieselben  werden  sich  aber  wesentlich 
vereinfachen,  wenn  man,  wie  dies  meistens  in  der  Anwendung  gestattet  ist,  nur 
von  speciellen  Werthen  für  n  und  m  Gebrauch  macht.  Setzt  man  die  Grenzen  —  \ 
und  -t"i  ein,  so  findet  sich  sofort  aus   i)  und  3)   (pag.  32): 


^Jf{a+[i  +  ri]w]dl=:f{a+[i-{-\]w)  + 


+  2t  2/  —' — ^^ä^^äJ^JiJ+il  —  /(«  +  [» 4-  n  «')    .         6) 

Man  wird. aber  in  der  Anwendung  meist  gezwungen  sein,  die  Integration  auf  viel 
weitere  Grenzen  auszudehnen,  als  dies  oben  geschehen  ist,  und  zu  diesem  Ende 
wird  man  für  i  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  eintreten  lassen  und  sich  erinnern, 
dass  für  die  vorgelegte  continuirliche  Funktion  ist: 

Jf{i)di  =f/{i)di  -\-Jf(i)di  +  ....    +Jf{i]di  , 

a—^w  a—iip  a+^tv  a+l»— il» 


//(/)  dl  =Jf[l)  dl  +Jf[l)  dl  +  ....     +  //(/)  dl    . 


Wenn  man  von  diesen  Relationen  in  5)  und  6)  Gebrauch  macht  und  beaphtet,  dass 
durch  diese  Zerlegung  die  Factoren  der  Differenzwerthe  nicht  abgeändert  werden 
und  dass  nur  die  Differenzwerthe  selbst  verschieden  sind ,  je  nach  der  Wahl  der 
Urenze,  so  erhält  man  Summen  von  Differenz  werthen  derselben  Ordnung  mit  einem 
gemeinsammen  Factor  multiplicirt.  Erinnert  man  sich  aber  der  Relation  5)  (pag.  5], 
wo  allgemein  nachgewiesen  wurde,  dass: 


.=..-1    ^^^ 


Oppolzer,  B»knb«sttinmniig«B.  U. 
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so  findet  sich  sofort  statt  der  Rolationen  5)  wud  6*    (pag-  33)  • 

a—  i 

«=1        JISI 

und 


i  ff  [a +[*  +  »]«)  dl  =  'f(a  +  iu>)  + 


a 


<i=i    |.=o  *      '     V   /  T-    ; 


2»<'(2</,  !    (2»-|-   1) 


8) 


Die  Hestimmuiig  der  einfachen  Integrale  erscheint  demnach  mit  Hilfe  der  ersten 
summirten  Reihe  ausgeführt;  die  erste  summirte  Reihe  wird  man  aher  ohne 
Schwierigkeiten  bilden  können,  sobald  nur  ein  Werth  in  derselben,  etwa  ]f[a — \tr]j 
gegeben  ist,  wobei  man  wegen  der  Formel  8)  sich  zu  erinnern  haben  wird,  dass  ist 

'/{a-iu>}  =  'f{a)-if{a). 

Die  Wahl  für  diesen  Anfangswerth  in  der  ersten  summirten  Reihe  ist  völlig  will- 
kürlich, wie  man  dies  auch  sofort  bei  Betrachtung  der  Formeln  7)  und  8)  sieht, 
denn  durch  die  nachträglich  noth wendige  Subtraction  von  ^/{a — ^w)  oder  [f  (a)  ver- 
schwindet der  angenommene  Werth  der  Anfangsconstante  im  Integrationsresultate. 
Es  möchte  auf  den  ersten  Anblick  am  bequemsten  erscheinen,  derselben  den  Werth 
=:t)  zu  ertheilen,  und  in  der  That  wird  diese  Wahl,  häufig  genug  angewendet 
werden  dürfen.  Doch  in  der  Anwendung,  die  bei  den  astronomischen  Rechnungen 
von  dieser  Methode  gemacht  wird,  wird  es  meist  bequem  sein,  diese  willkürliche 
Anfangsconstante  so  zu  wählen,  dass  das  Integral  für  eine  bestimmte  untere  ürenze, 
etwa  für  das  Argument  oder  das  Mittel  zweier  Nachbarargumente,  verschwindet ; 
für  den  ersten  Fall  wird  man  haben: 


p 
und  für  den  zweiten  Fall: 


J  %      I  ^iml     ^iml  l»d    i(i   \  (2«-|-i)  ^     .  1       /  ^i 


«/=!        |l_0  ' 

womit  also  an  die  Anfangsconstante  die  oben  gestellten  Bedingungen  geknüpft  sind. 
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Bezeichnet  man  die  Coefficienten,  mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 
sind,  in  der  Formel  7)  mit  P,  in  der  Formel  8)  (pag.  34)  mit  Q  und  ertheilt  diesen 
Buchstaben  2  Index,  wo  der  obere  den  Hinweis  auf  den  Differenzwerth,  der  untere  den 
Hinweis  auf  die  Anzahl  der  Integrationen  enthält,  also  in  dem  vorliegenden  Falle 
durchaus  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist,  so  wird  man  die  folgenden  Formeln  für 
die  Combinationen  der  verschiedenen  Grenzen  haben: 

Grenzen:  a  —  \w  und  a-f-[t4-i]«' 

Grenzen :  a  und  a-^iw 

»/(a— i»)  =— fc{^/(o)  +  Q,i/' (a)  +  Qi»/«"  (a)  +  Qi»/v  (a)  +  ...  } 

ff(l) dl=w{'/(a+  iw)  +Ö, '/«(«+<«;)  +  Q, 3/"' («-+-«•«>)  +  Qi^/^fa-f-«"«»)  +  .. . }  J5') 


Grenzen :  a  —  \w  und  a-\-iu) 
«7/(0— iw)  =  — tr{P,i/'fo— |t«)+Pi=»/"'(«-i«'i  +-Pt*/'(«— i«')  +  •••} 
ff(l) dl=.ic{'/(a  +  iw)  +  Qi^/'{a  +  iw)  +  Q,»/'"(a+  iw)  +  Qi^f^a  +  iw)  + ...}  C\) 

Grenzen :  a  und  <i  +  [«  +  i  ]  w? 
«7/(a— i«?)  =— tt;{i/(a)+  Q,i/'(a)  +  äiy'"(a)-t-  Qt^/M«)  +  .  .  } 

a 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Q  und  P  hat  keine  Schwierigkeit ,  wenn 
man  die  eben  hingeschriebenen  Formeln  mit  7)  und  8)  (pag.  34)  vergleicht;  es  wird 
sein: 

d- 


^        '       ^  ^  22rf(2rf)!    (2^1 -hl) 


Die  numerischen  Werthe  dieser  (/oefficienten  sind  in  der  hinten  angehängten  Tafel  V 
aufgenommen,  in  einer  Ausdehnung,  die  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  An- 
wendung übertrifft,  indem  bis  zum  20.  Differenzwerthe  vorgeschritten  wurde.  Ausser- 
dem sind  die  Logarithmen  der  Coefficienten  2ostellig  angesetzt,  wobei  die  Un- 
sicherheit   der    letzten   Stelle    eine    Einheit  betragen   kann.     Die    diesbezüglichen 

5» 
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Rechnungen  sind  mit  grosser  Sorgfalt  unter  Benützung  sahlreicher  Controllen  durch 
die  Herren  Anton  und  Schräm  durchgeführt  worden. 

Um  die  eminenten  Vortheile  dieser  Methode  anschaulich  zu  machen,  will  ich 
dieselbe  zur  Berechnung  der  Gammafunction: 

t 

c-«  dt 


/< 


anwenden.     Man  gelangt  durch  eine  sehr  einfache  Rechnung  zur  numerischen  Tafel 
dieses  bestimmten  Integrales,  während  die  Anwendung  der  Reihen  zur  Auswerthung 
dieses  Integrales  ein  sehr  beschwerliches  Verfahren  ist;    in   der  That  verdient  die 
eben  auseinander  gesetzte  Methode  zur  Auswerthung  niunerischer  bestimmter  Inte- 
grale viel  häufiger  angewendet  zu  werden,  als  dies  sonst  geschieht,  besonders  wenn 
es  sich  um  die  Anlegung  einer  Integraltafel  handelt.     Ich   werde   die  Rechnung  so 
anlegen,    dass   nur  Fehler  von   wenigen   Einheiten  in   der    lo.  Decimale    auftreten 
können,  eine  Genauigkeit,    die   durch  Anwendung  der   sonst  üblichen  Reihen  nur 
mit  einem   ungeheuren   Aufwände  von  Arbeit  erlangt    werden   könnte;    ausserdem 
habe  ich  das  Intervall  (t/?  =  o.i)  verhältnissmässig  sehr  gross  gewählt,  um  zu  zeigen, 
wie  bald  der  Einfluss   der  höheren  Differenzwerthe  verschwindend  klein  wird.     Bei 
der  symmetrischen  Form  der  Funktion  ist  es  klar,  dass  die  Anfangsconstante  gleich 
o  gesetzt  werden  kann,  wenn  man   die  Funktionen  für  die  Argumente  0.05.  0.15, 
0.25  ....  berechnet.     Um  nicht  nachträglich  bei   der   Bildung    des    Integrals   mit  tc 
multipliciren   zu   müssen,    habe  ich   diese  Multiplication  sofort  bei  der  Berechnung 
der  Differentialquotienten,  die  in  der  mit  tce^^^  =f  überschriebenen  Columne  an- 
gesetzt sind,  ausgeführt  und    das    folgende    Zahlensystem    erhalten,    wobei  jedoch 
wegen  des  Formates  die  8.  und  9.  Differenzwerthe  fortgelassen  werden  mussten,  die 
übrigens   für  die  Integration  keinen   wesentlichen   Beitrag  mehr   leisten   und   leicht 
von  Fall    zu  Fall,   wenn  zur  U^bung  ein  Beispiel  ausgerechnet  wird,  nachgetragen 
werden  können. 

Mit  Hilfe  dieser  Summations-  und  Differenztafel  ist  es  ein  Leichtes,  den 
Werth  des  .Integrales  für  eine  obere  Grenze,  die  zwischen  oder  auf  ein  Argument 
fällt,  anzugeben,  indem  die  untere  Grenze  der  gewählten  Bestimmung  der  Anfangs- 
constante nach  nothwendig  =  o  anzunehmen  ist;  so  erhält  man  z.  B.  für  ^  =  0.50 
nach  der  Formel  At)   (pag.  35)  : 

'f      {a-\-[i+{]w]  =  +  0.461  6059  810 

/*i'/'    (o+K+i]«')  =  -  3238  249-8 

P^3/'»  (o +  [.•-!- JJw)  =  —  II  375-6 

-Pj*/"    ;a  +  [«  +  il«')  =  -                        "8-3 
-PiV"  («+[»-|-4]«c)  =  ;^ 2J_ 

<=o.5 


fe~''dt     =  -f-  0.461   2810  064 


für  /  =  0.75  nach  der  Fonnel  C.)   (pag.  35I  : 


0  iJS  S«»  »9» 
o.toi  04 J4  SS* 
o.6i»  0117  J77 
o-:^  57S4  »7» 
0.7+7  ijo»  777 
'■■7»o  J14B   7i» 

0    «06    9R17    OSO 

5  tn  941B  407 
g.144  1049  6°0 

0,80  ]iOo  170 

o.«S   5691  71» 

0.171   9401  9S5 

0.176  6171  607 

0  179  B«oj  36J 


a  Hl  I 


iS    17» 


o.ll]  6076  . 
0.II4  5904  60g 
o.Blj  11J4  ji. 
9.U;  6i]o  17a 
0  ll{  (7oa  7JJ 
0  It«  0102   41* 

0  n«  10»«  011 

o  »6   161]    58T 
0  116   1910   171 
0,116  2076   S4J 
0.186  1167  719 
0  116  iit6  797 
0  tl6  114a  66  j 
0.116  2156  015 
0  U6  ia6i   los' 
0  »6  »66  I 
9  116  1167 
0  116  ai68  ; 
0  M6  ti6B  I 
0.116  1269  : 
0.116  »169  1 
9.  »6  2169  : 
9.116  1169  : 
3  116  1269  : 
0,116  226,  »51] 

9    IIb    1269    1 

0  IM  J169  1 


7   I09 


07J    8968   4gg 

06s   i4o6   1J4 

056   9782  825 

04B  iSJfi  «95 

040  S5S4  SOS 

013  »039  94S 

.016  6468  198 

.  96i>   187" 

i  1611   191 

;  1150  670 

3.009  0491  442 

e.oo6  S7IO  »71 

J,oo4  6770  6»( 

S.003  26JO  756 

1  2314  91s 

I  49s8 

3.000  6]a9  716 

3.000  3995  846 

3  2472  563 

3  1499  &8S 
D.ooo  0891  594 

o  oSig  57S 
a.ooo  0296  786 
a.ooo  o)66 

3  0049 

3  002;  86g 

3  0013  370 

3  0006  771 

3    0003     164" 


l.DOO    0000    014 


■7  77'7  yV>  _ 
■8  3S62 

-8  S61J  419 

-8  4»4S  930 

-7  9981  390  _ 

-7  3SU  s6o 
■6  Si7l 

5  68j6  91t 

-4  7990  1 

-3  »4»  S»3  ^ 

-1  |6S9  128 

■2  47B1  169 

-I  8919  651 

-I  4139  866  ^ 

-I  ojis  «4' 

-  7356  7B0 

-  5119  940 

-  349«  479 

-  1J33  870 

-  >S»3  »83 

972  878 

-  37»  0"9 

74  974  , 


6  S97 

1  409  , 


S844  *39 

»377  499 
426]  (40 
6467  830 
794»  9" 3 
8714  7J6 
8866  717 
8519  671 
7811  »9S 
687g  OS9 
5841  51 
4799  78s 
J814  025 
1959  061 

161 ■  461 


■98^ 


810  587 

SS"  40s 

164  7« 7 
136  07; 
"49  »30 
9»  173 
SS  64: 
32  836 
18  948 


*  3i4_ 

+  1781  044 

+  3438  694 

4-2204  190 

+  147S 

;+  771  823 

iSi  98« 

J47  046 

—  70!  376 

—  933  »3S 
.J6  s4' 

—  1041  733 
975  760 

—  864  964 

-  73»  »" 

-  S9S  379  \ 

-  466  S52 

-  3S4  c 

-  260  182 

—  iBs  61 
»8  7>S 
86  84» ' 
S7  057 
36  53" 


-  71  290 

-  344  350 

-  55»  653 

-  68i  7S 

-  729  10 

-  619  84a 


499  o» 
361  33. 

103  30s 

S  19t 

65  973 


47  4S6 
+  »5  947 
+  81  418' 
+  120  81s 
+  117  697 
+136  470 


'  555 


98  1 

+  71  I 


l(o  796 

i]6  841 
i»8  517 


4  099 


i.»  iy 

93  840 
74  1*4 
S6  90J 
4'  873 
»9  78  s 


3  692 


13  888 
B  is6"^ 
,  —   4  79'  . 


20  s»6_ 
>3  7»S_ 

8  9t8 

5  63» 

3  46s 


—  8  315 

—  IS  697  _ 

—  iB  990  ^ 

—  19  »76 

—  17  661  _^ 
'S  030  , 

—  II  08B 
4 

^  —  9  »59  , 


■  38  871 

-  64  7S7 

-  79  »OS 

-  Bl  642 

-  71  403 

-  S7  471 

■  37  397 


-  14  9"S 
'  »1  44» 

-  26  948 

-  »6  34» 


7  18^ 

i  »93 


-ri4  47'' 

+15  884 

+  14  448 

+ 

437 

— 

»19 

— 1 

93» 

-2. 

3  074 

-, 

109 

~l 

68« 

- 

S»7 

— 

506 

+ 

606 

+ 

466 

+  S  028 

+  5  434 

+ 

012 

+  .<..,! 

+ 

007 

+ 

901 

+ 

016 

+ 

3" 

- 

371 

— 

464 

- 

471 

_ 

339 

— 

»64 

— 

•57 

— 

■6a 

— 

53 

— 

7» 

- 

37 

- 

"4 

8 

38 


y      [a  +  itc]  =  4-  0.629  5325  964.5 

Öl'/'   ;«+««p)  =  +  7077  889.9 

QiV"  («  +  »«')  =  +  48  313-9 

Qi*/"   («4-»«',  =  +  532-8 

äiV"  («+»■«')  =+  5-8 

Q,»/'»  (a  +  iw)  =  +  o.i 


I e^^^dt  =  4-     0.630  2452  707 


Will  man  aber  für  die  untere  Grenze  nicht  o  haben,  sondern  ebenfalls  einen  Werth, 
der  entweder  mit  einem  Argumentwerthe  oder  dem  Mittelwerthe  übereinkommt,  so 
wird  man  einfach  nach  A,)  oder  />,)  einerseits,  imd  Ä,)  oder  C,)  (pag.  35)  andrer- 
seits, den  Werth  des  Integrales  für  diese  Grenze  berechnen  und  von  der  oberen 
Grenze  in  Abzug  bringen ;  es  wird  also  sofort  mit  Benützung  der  Zahlen  der  obigen 

Beis}3iele:  ^'=*'-^5 

/  e^^^di  =  4-  0.168  9642  643  . 

^=0.50 

Wendet  man  altemirend  die  Formeln  Ai)  und  Ci)  an,  indem  man  von  Inter- 
vall zu  Intervall  fortschreitet,  so  gelangt  man  zu  der  im  Anhange  als  Tafel  X 
enthaltenen  Integral tafel,  die  ich  deshalb  in  extenso  mittheile,  da  dieses  Integral 
in  so  vielen  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle  spielt  und  eine  Tafel  für  dasselbe 
in  der  hier  gegebenen  Genauigkeit  meines  Wissens  nicht  besteht.  Indem  so  durch 
die  Formeln  Ai)  Ct)  die  Werthe  des  Integrals  von  0.05  zu  0.05  des  Argumentes 
erhalten  waren,  wurden  die  zwischenliegenden  Werthe  für  das  Intervall  o.oi  durch 
einfache  Interpolation  abgeleitet. 

Schliesslich  kann  in  diesem  Falle  die  Richtigkeit  der  Rechnung  leicht  geprüft 
werden,  denn  das  vorgelegte   Integral  zwischen  den  Grenzen  o  und  00  nimmt  den 

Werth  J—-  an;  der  numerische  Werth  desselben  ändert  sich  aber  nicht  mehr  von 
der  Grenze  4.6  ab  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze.     Es  ist  also 


e^^^dt  =  0.886  2269  254  , 


während  andererseits  bis  auf  die  1 1 .  Decimale  richtig  ist 

^—  =  0.886  2269  254.-5  , 

so  dass  der  durch  die  numerische  Integration  erhaltene  Werth  auf  eine  halbe  Ein- 
heit der  letzten  mitgenommenen  Stelle  stimmt,  was  eine  bessere  Uebereinstimmnng 
ist,  als  im  Allgemeinen  erw^artet  werden  kann;  doch  würde  eine  Abweichung  von 
4  Einheiten  bei  sorgfältiger  Rechnung  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben, 
denn  bezeichnet  man  die  Anzahl  sämmtlicher  Werthe  mit  tr  und  beachtet,  dass 
durchschnittlich  die  Unsicherheit  der  letzten  Stelle  des  angesetzten  Funktionswerthes 
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etwa  0.25  Einheiteu  beträgt ,  so  ist  der  durchschnittlich  zu    erwartende   Fehler  bei 
der  Anwendung  der  einfachen  Integration: 

Vw 

also  im  vorgelegten  Falle,  wo  ir  =  46  anzunehmen  ist ; 

u  =  1.7  .. 

Man  wird  demnach  behaupten  dürfen,  dass  selbst  am  Ende  in  der  angeführ- 
ten Integraltafel  die  eingesetzten  Werthe  selten  um  2  oder  mehr  Einheiten  falsch  sein 
werden;  ein  Fehler  von  4  Einheiten  hat  aber  kaum  mehr  eine  beträchtliche  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich. 

Es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  den  oben  angenommenen 
bestimmten  speciellen  Grenzen  abzugehen,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  hiebei  die 
Herstellung  einer  Integral tafel  selbst  nicht  beabsichtigt  ist.  Man  wird  ähnlich,  wie 
dies  bei  der  Differentiation  hervorgehoben  wurde,  stets  jene  Form  anwenden,  die  es 
ermöglicht,  dass  man  n  oder  m  kleiner  als  db  \  anzunehmen  im  Stande  ist,  um 
die  möglichste  Convergenz  in  die  Formel  zu  bringen,  wobei  also  von  den  Formeln  i) 
und  3)  (pag.  32)  Gebrauch  zu  machen  wäre.  Die  Rechnung  würde  aber  recht  beschwer- 
lieh  werden  und  es  wäre  viel  einfacher,  in  der  Nähe  der  Grenzen  durch  altemirende 
Anwendung  der  Gleichimg  -4,)  und  d)  (pag.  35)  sich  kleine  Integraltafeln  herzustellen, 
nach  denen  man  den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  nach 
den  Regeln  der  Interpolation  ermittelt.  Es  wird  sich  aber  wieder  ein  Ausweg  finden 
lassen,  der  in  bequemerer  Weise  das  Ziel  erreichen  lässt.  Es  sei  die  vorgesteckte 
Grenze  so  gelegen,  ^^^^  ^^®  Grösse  n  vortheilhaft  wird  («  <  ifc  |) ;  es  liegt  also  das 
geforderte  Argument  näher  an  einem  berechneten  Argumentwerthe  als  an  dem  Mittel 
der  letztem.  Man  wird  dem  entsprechend  das  Integral  nach  Formel  (7,)  bis  zum 
Argumentwerthe  bestimmen  und  dann  die  erforderliche  Correction  hinzufügen.  Es 
wird  also  sein: 

wo  Ji  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist  und  nach  Einsetzimg  der  Grenzen 
verschwindet;  ich  will  auf  dieselbe  daher  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen.  Multi- 
plicirt  man  die  Gleichung  i6j  (pag 26)  links  mit  dl,  rechts  mit  wJn,  was  nach  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  gemachten  Auseinandersetzung  erlaubt  ist,  so  ergibt 
sich,  wenn  man  integrirt : 


AW  .  VI 


•+•     "^|/" (''-!-«>)  -H^2V'(fl-i-»w)-h  A'a^/'ltf-h»«')-!- 


.«•»•3  t 


•} 


fl*        I      JIl  V  *       vif  I 


-f 


] 
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wobei  die  Inte^p^tionsconstantc  gleich  fortgelassen  ist.  Setzt  man  in  dieses  Inte- 
gral die  Grenzen  n  und  o,  und  führt  den  so  erhaltenen  Werth  in  die  Gleichung 
12)   (pag.  39]  ein,  so  erhält  man  leicht: 


Jf[l)dl- 


w 


•  •/       ^      '         t  J^»       '     1-2       '      '     I-2-J.4      •*      V    i*2*3>4-5- 

~T"     •    •   •   • 


•31 


1 

•  •    •  •       I 


ein  Ausdruck,  dessen  Coefficienten  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden  können ;  doch 
um  die  Iiogarithmen  derselben  tabuliren  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  in  den 
C/oefficienten  der  geraden  Differenzwerthe  «^  als  gemeinsamen  Factor  herauszuheben 
und  zu  schreiben : 

+  Qx''[n)r  [a  +  iw]  4-  . .  .  .  +  «3  JQ,i  (/,)/"  [a  +  iw)  +  Q,<  (w)/"'  [a  +  iw) 


+  Q,^[n)f-^[a  +  itc).+ j] 


£«) 


wo  also  Q\^[n).  Qx'^'n),  Qx^(n    die  folgende  Bedeutung  haben  werden: 

• 


I 

1 

3"» 
I 


fi 


« 


71 


14) 
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Diese  Coefficienten  sind  von  Herrn  F.  K.  Ginzel  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  4  die 
JV-  und  3f-(>oefficienten  berechnet  worden  und  als  Tafel  VI.  im  Anhange  aufge- 
nommen.    Der   constante  Coefficient  Q\'^(n)  hat  hiebei   keine  Auftiahme  gefunden. 

Zu  der  Gleichung  Ei)  wäre  zu  erwähnen,  dass  die  Integrationsconstante  fortge- 
lassen werden  konnte,  weil  vorausgesetzt  wird,  dass  eine  bestimmte  Annahme  für  die 
untere  Integrationsgreuze  gemacht  ist.  Gewöhnlich  wird  aber  die  untere  Grenze  be- 
stimmten Hedingungen  zu  genügen  haben,  die  bereits  durch  die  Annahme  über  [f  [a — \w  , 
der  willkürlichen  Anfangsconstante,  erfüllt  sind;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so 
müsste  man  nach  derselben  Formel  JB,)  den  Ausdruck  für  die  untere  Grenze  be- 
rechnen und  von  dem  obigen  in  Abzug  bringen. 

Der  Fall,  dass  die  vorgelegte  Grenze  näher  dem  Mittel  zweier  Argumente 
liegt,  erledigt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  der  vorige,  man  wird  hiebei  m<^±:|  zu 
wählen  haben.     Es  wird  zunächst  sein 

Jfl^i=^\lf{^+[i  +  ^]^j  +Pi'ß{a+[i+{\w)  +P,3/i"(a+[t  +  ilt^)+  ....} 

dl  +  J;  15) 

die  durch  J  angezeigte  Integrationsconstante  beachte  ich  nicht  weiter,  weil  dieselbe 
durch  die  Einfühnmg  der  untern  Grenze,  über  die  aber  vorerst  gar  nichts  festge- 
setzt ist,  verschwindet. 

Multiplicirt  man  die  GL  17)  (pag.  27)  links  mit  dl,  rechts  mit  lodm,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  und  integrirt,  so  erhält  man 

-f  JJfo4/V-f  fi  +  Jltt,)   -h  ....     I 
-h  3f,5/ (ö 4- [i-hi]w)  -h  ....      I 

+  M2^/'  {a-\-[i-^l]tc)  -h  ....  I 

1 

•     ••«..  ...al 

Setzt  man  hier  die  Grenzen  m  und  o  ein  und  substituirt  in  die  obige  Gleichung  15). 

so  Hndet  sich 

< 

+/'  '«+[»•+41«';  i^i'  +  ri-j 
+/" :«+ f«+]i «')  j  fn  M,:^  +  '^- 1 

+  /"'(«+(»•+ 11  «'S     (p,3  +  »'*A/,3  4.^'*j  ,6' 

Oppolzpf.  BahnbeMtimmung«!!.  II.  v 
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+  1 

I         ••••  ••••■ 

In  diesem  Ausdrucke  kann  m  theilweise  als  Factor  herausgehoben  werden  und  man  erhält : 

Jf  1  ril  =  w^f  ia  +  [f +i]ir)  +  P, ' (m)/«  [a  +  \t+\]w]  +  P, ^{m)/'"  (ö  +  1 1+ J 1  tr  + 

+  '«  {/(fl+  It+ih^;  +  Pj'^W/"  >  +  (t+ilir)  +Pi*  (m)/-  (fl+  [i+Jlt/?)  +....}  ] 
wo  die  Coeflficienten  P,^  (m),  Pi^  [tn]    folgenden  Ausdrücken  gleichkommen: 


P,«.m)=P,i-f-^L 


I 


\ 


>7) 


LKe  Logarithmeh  dieser  (yoefficienten  findet  man  in  Tafel  A'II. 

Trägt  man  nun  die  für  die  willkürlichen  Grenzen  geltenden  Formeln  zusam- 
men, so  erhält  man  die  Werthe  der  Integrale  für  die  oberen  Grenzen^  je  nachdem 
man  von  den  Formeln  £,)  oder  P,l  Gebrauch  macht: 


''  +  |l-fM|lf 


m<±i 


«+l«+l+*l»f 


G. 


Die  öi-('oeflficioiitpn  findet!  sich  iu  Tafel  ^'I. 
»     P^-  »  "  II       »        II      \  ij. 

Für  die  untere  (iren/.e  erhält  man  daher,  wenn  man  an  dieselbe  die  liedinfpin^ 
knüpft,  dattsdas  Intei^l  für  dieselbe  versehwindet.  zur  Itereehnniif^  der  .\nfan)^conütante 


F, 
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+  »»{l/"  (a)  +  Qi*  N/'"  (a)  +  Q.«  ;«)/"  (aj  +  . . .)] 

m±<|,  Jf[t)dl  =  o 

u,'f,a—\w)  =  _«,[p,i(m)/(a-|tt;)+P,3(OT)/'"  {a-\w)+P^^[m)f'  {a^{w]-\- .... 

+  m\^(a-\w]  -J-  P,2(m)/"{a— i«7)  4-PiM»»)/"'  («—4«')  +  .-j] 
Die  Q|-Coeßicienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 

l>  P^-  Tb  »  »  »  I)  VII. 


Ä,) 


Für  die  Anwendung  der  vorstehenden  Formeln  soll  abermals  das  Heispiel  der 
weiter  unten  folgenden  Stöningsrechnung  für  den  Planeten  Erato  entlehnt  werden. 
Aus  der  Summationstafel  für  die  X-Coordinate  findet  sich  : 


iMti  30 — 281174.16 


+13320.20 


—  1205.10 


/'«     /" 


r    r'   f"  f 


▼III 


4-187.76  — 40.87 

—  7345.00  .  —1570.89         •'      4-418.56  ,  —138.17  .        „+62.25 

JuU    9—288519.16  -I-11749.3*  —  786.54  ,    ^^        -h  49.59         ^        -f*i.38 

,00  o    4-4404.31    ,  oo-"*357.43  „        +468.15  -116.79    .  -1-3»."* 

AuR  18— 284114.85  -h  939«. 88        ^       „    —  3«8.39   .  —67.20  +53-SO   . 

-I-13796.19   ,     ,     ,        -2675.82  .-1-400.95  —63.29  -h  1.60 

^«pt.x7 — 270318.66  -h  6716.06  4-     82.56  — 130.49  -h55.»o 

.,  -I-20512.25  —2593.26  -I-270.46  —     8.19  —19.46 

>ov.  6 — 249806.41  4-4122.80  4-  353.02  —138.68  4-35.64 

ii_    ^  4-24635.05  —2240.24  4-13". 78  4-  «7.45    ,  —24.09 

l)tfc.  16— 225171.36  4-1882.56  4-484.80  —111.23  4-11.55 

4-26517.61  —1755.44,  4-  ao.55  4-39.00  —13.97 

•Wan.  25— 198653.75    ,    ^,  4-     1*7.1»  4-505.35  CO  ""72.23  ,—  »4»  , 

+26644.73  —1250.09  —  51.68  4-  36.58  —  7.16 

Man  6—172009.02  ,  —  1122.97  ,        +  453.67  —  35.65  —  9.58 

.  ^  „       .+»55*1.76  -^  796.4»   ,      ^.        —  87.33  o  c    +  »7.00  —  0.54 

.\pr.  15— 146487. »6  —  1919.39  ^+  366.34  ^-     8.65  —10.12 

4-23602.37    •  —  430.08  —  95.98  4-  16.88  4-  1,34 


Mai  25 — 122884.89 


»349.47 


8.23 


-•^    •  +  »70.36       I"  '    + 

.  ,.                  .           4-21252.90                     —  159.7»   .  o     ,    —  87.75   ,      ^        + 

Juli     4 — 101631.99                       —  2509.19  4-  182.61                   4-  16.33 

4-18743.71                       +  »a.89  —  71.42                   4- 

Aug.13 —  82888.28                   —  2486.30  4-  111.19               4-  18.87 

4-16257.41                       +  134.08  —  5». 55                   — 

Nfpl.22  —  66630.87                       —  2352.22  4-  58.64                   +  17.43 

V                              .    +13905.19                        +  I9».7»  —  35.1»                   — 

Nov.   i^527»5.68                       —2159.50  ^       4-  23.52                   4-   13.51 


—  8.78 
8.10  ^  4-  3.22 

—  5.56 

».54  ,+  1.58 

—  3.98   , 

1.44  „  +  1.50 

—  2.48 

3.92  4-  1.87 

—  o.6i 


—  30.13 

—  30.52 

—21.06 

—  4.63 
+10.12 
+  6.81 
+  6.62 
+  1.88 
+  1.88 

—  1.64 

—  0.08 
+  0.37 


Zu  dieser  Summatiunstafel  ist  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass  für  dieselbe  als 
Zeiteinheit  40  Tage  gewählt  sind.  —  Wir  wollen  vorerst  durch  Anwendung  der  For- 
mel Atj  vp.  33)  eine  Integraltafel  für  die  einfachen  Integrale  zwischen  den  Gren- 
zen 1872  Oct.   17  bis  1873  Mai  5  herstellen.     Man  erhält  so: 


y  («+ [•+!)«', 

PtV"V«+(»  +  il'<^) 
P^\r    '«  +  [•+ 41  «'i 

/',V^":«4-[i  +  il«? 


1872  Oct.  17»  1872N0V.  26,     1873  Jan.  5,    1873  Feh.  14,  1873  Mz.  26,     1873  Mai  5 
4-  20512.2504-  »4635.0504-  26517.610+  26644.7304-  25521.7604-  23602.370 

—  108.052—        93.343—        73.143—        5». 087—        33.184—        17.920 

—  0.798 —  0.389 —         0.061+  0.1534-  0.2584-         0.283 

—  0.003+  0.0104-  0.0154-  0.0144-  0.0104-  0.006 


+ 


0.001  4- 


o.ooi  4- 


O.OOI 


0.000 


0.000 


0.000 


4-  20403.40  4-  24541.33  4-  26444.42  4-  26592.81  4-  25488.84  4-  23584.74 

6* 
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Bestimmt  man  nach  Formel  Bn  (]).  35,  den  Werth  des  einfachen  Integrales 
zwischen  den  Grenzen  1872  Sept.  27  bis  1873  Mai  25,  so  wird  man  haben: 

i872Sept.27,    i872Novb.6,  i872Dec.i6,    1873  Jan.25,     1873  Mz.6,    i873Aprili5,    i873Mai2s 
7(**-f-"^'+  17154.220  ^-  22573.650 -H  25576.330 -|-  26581.170 -j-  26083.245 -f-  24562.065-+-  22427.63^ 
^1*/'    f«-|-»«<»)-h      219.545 -h      201.396-1-       166.487-i-       125.230-f        85.271 -f        51. 104 -h        24.575 

Ql''*/"' (fl-f-iiTj  -<-  5.I29-I-  3.073+  1.164 —  0.238 —  1.062 —  1.400 —  1.403 

Q\^/^    'a-|-»M?)-h  0.113 —  0.030 —  0.105 —  0,119 —  o.ioo —  0.069 —  0.039 

Qi^J^^^'tt-i-itc] —  0.006 —  0.015 —  0.013 —  0.007 —  0.003  0.000 -|-  0.002 

-h  17379.00  -|-  22778.07  -h  25743.86  -|-  26706.04  4-  26167.35  -|-  24611.70  -h  22450.77 

Stellt  man  die  beiderseitigen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man  eine  voll- 
ständige  Tafel  für  das  vorgelegte  einfache  Integral  innerhalb  der  gestellten  Grenzen ; 
ich  setze  dieselbe  hier  an,  nebst  ihren  Differenzwerthen ,  um  nachträglich  die  aus 
der  Formeln  G,)  (pag.  42)  resultirenden  Werthe  einer  strengen  Pr\ifung  unterziehen  zu 
können. 

40  JJ  y,  yn  flu  y,v  jw  yv. 

1872  Septb.     27  4-17379-00 

Octb.       17  +20403.40  _  649.77    .    o    . 

Novb.       6  +..778.07  l'^l'-'l   _  6„.4.   -[''t  -+  -3. 

.        ,  +1763.26  ^         +50.68  ^  -4-24 

n  \      1  l^'^'^il  +---53  -  ^'°"  +58.76  +  «"^  -3.8.  +°-^^ 

Decb.      16+25743.86  ;;    _   501.Q7     /^  +4.27  +0.60 

Ol  .     ii  +   700.56  "^       ^'    +63.03         ^     '    — 3-21 

1873  Jan.  5+26444.42    ,     '       ;;      —438.04    ^/        +1.06  +0.68 

,    .     .       +  261.62        ^^    ^^  +64.09  —2.53 

25  +26706.04  _  374.85  .  ^\  —  1.47  +0.56 

L^  u  i    ^        o    —    iU-23  ^'       ^  +62.62  ^'  —1.97 

Febr.        14  +26592.81  ^    _   3, ,.,3  _   3.44  ^     +0.65 

'»f.  ^     .     ^    z  —   425'4o  -f-59.  lö  — 1.32 

Mara         6+26167.35         11^  —253.05    ,             —4.76          o     +0-47 

00  o     —   678.51  ^^    ^  +54-42         ^  '     —0.85    ^    ^' 

26  +25488.84           '     '  _    ,98.63     ,  "  J,  -  56.       ^    '   +0.46 

4     •!  ,      ^  —  o77-^4  +40.01  — 0.39 

April        15  +24611.70             IT  —    149.82     .        ,    —6.00 

...                 .0          —1026.96  ^^  +42.81 

Mai           5  +23584.74                ^  _   107.01 

—  '^  33-97 
25+22450.77  ^-^^^ 

Es  soll  nun  zur  Erläuterung  der  Formeln  Gti  (p*42)  die  directe  Berechnung  des  Integral- 
werthes  für  1873  Jänner  15  vorgenommen  werden,  wobei  beide  Formeln  verwendet 
werden  sollen.  Die  Rechnung  nach  der  ersten  stellt  sich,  wenn  man  «  =: — 0.2s 
setzt,  wie  folgt: 

rf  I  3  5  7 

f^   [a  +  iw,  —1502.765  —15-565  +37-790  —10.565 

log/^(a  +  ifr  3»i7689i  I„i92i5  1-5774  in023Q 

logg,**'     0.25  _      8„7i6699  8.00997  _      7w333^  6.6760 

rf  468 

log /^(a  +  iic  1^8587  0^3838  0.8331 

logQ,**;  — 0.25,  8„i26i  72469  6„45i2 
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'/(a  +  iw)  =+  26581.170  W{a  +  iw)  =+  84.22 

nf(a-\-tw)  = —         31.780  Qi^/'^  (o  +  tM?)  =^  +     0.97 

Qi^{n]ß{a  +  iw)  =+         78.269  Q,V^'(a  +  ««')  =^              o 

Q!M»)/"'(«H-««^)  =  —        0.159  ^9  =  +  ^5-19 

öl  *  («)/''  (« H- » tt?)  =  —         0.082  •           . 

Q,'  («l/'"  («  +  tt£7)    =  —  0.005 


ß 


S^  =+  26627.413 

1873  Jan.  15 

ff{l)dl     =H-  26626.08 

Benutzt  man   aber   die  zweite   der   Formeln  Gi)   (pag.  42),  so  hat  man  m  = +0.25 
anzunehmen  und  erhält: 

rf  1357 

log/'fö+L^  +  i]«')  3ii244386         1.3128         15911         »«US^ 

log  P,''(-i-o.25)  8.862827         7»6ii8         6.7039         5n896o 

d  2                   468 

f^{a+[i+^]w)  +  495- 075  —  9»-730     +  4.565     +  8.465 

^ogf'^{a+[i+\]w)  2.69467         in9625         0.6594        0.9276 

log  P/ (+0.25)  9n059i2         8.3284         7n6458         6.9851 

/(ö  +  [«  +  i]tt')  =+  26517.610                    /(ö+[«4-i]t^)  =  +    1004.840 

^i'(»^)/'  (ö+[«+iltr)  =—  128.001    Pi^H/"  («H-[*+i»  =  —      56.727 

P,»  m)/"^{a+[i+-^]w   =—  0.084      Px'[m)f-  (a+[i+\]w)  =  —          1.954 

^V{»»}/^  (<»+[«+J|w?^  =+  0.020     P,ß(m)/^'(a-f.[i4-J]w)  =  —          0.020 

Pl  '  W/"" («  +  [i  +  i  I  tg;   =  +  O.OOI         Pi  ^  (m)/""  rt  +  [t  +1]  W)    ^    +              0.008 

iS„  =  +  26389.546                                         Ä'^  =  +      646.147 

mSg=-{'  ^ 236.537 

1873  Jan.  15 

dl              =  +  26626.08 


ßii) 


Man  könnte  zur  Kenntnis»  des  eben  ermittelten  Werthes  auch  gelangen,  indem  man 
die  obige  Integraltafel  benützt  und  man  findet  durch  Interpolation  aus  derselben 
einen  Werth  des  Integrales,  der  völlig  mit  dem  obigen  Resultate  stimmt. 

Hätte  man  die  Aufgabe,  das  einfache   Integral   für   das  Datum  1873  Jan.   21 
zu  ermitteln,    so  wird  man  hiezu  nur  die  erste  Formel  von  Cr,)     pag.  42)  benütze 
können.     Da  n  =  — o.io  ist,  findet  sich: 

d  1357 

f^'a  +  itc]  —  1502.765         —  15-565         +  37- 790         —   10.565 

log/'^fa  +  ^y  3fti7689i             ini92i5               1-5774               »i|0239 

\og  Qi^[—o.\o)  8^893947             8.15983               7tt476o               6.8147 


d  468 

log/'(ö+»tt?)  1^8587  0^3838  0.8331 

\^ygQx*^\'-o.\o  8^1401  7- 2643  6^4701 
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'/(a  +  «V)   =  +  26581.170  J/"  (a  +  iw)  =  +  84.22 

nf{a  +  tw)  =  —         12.712  Q\^{n)f'''  (a  +  iw)  =  -f-     1.00 

Qi>  (/*)/'   ;a-f  »tr;  =  +       ii7-7i7  Sg  =  +  8"5"22 

Qi'*(»jy"*(a  +  ««r)  =  —  0.224 

Qi^i^]/''  [a  +  iw]  =  —  0.113 

Qi' («)/^"(a  +  «fr)  =  —  0.007 

Su  =  +  26685.831 
/t^-S^  =  —  0.085 

1873  Jan.  31 
Jfl)dl  =    +    26685.75 

welchen  Werth  die  Interpolation  in  der  obigen  lAtef^raltafcl  bestätigt. 

Für  1873  Jan.  9  müsste  die  zweite  der  Formeln  Gi)  (pag   42)  angewendet  wer- 
den;  es  ist  m  =  +0.10  und  die  Rechnung  wird: 

d  1357 

^^gf^(a  +  [i+\]^)         3i|244386         1.3128         1.591«  inU52 

log  P,^{4-o.io)  8.669007         7»499i         6.6044         5„8o20 

-^ 1 ■ — I— ■ -     -        , ,  ■        _  —    ■■ 

d  2468 

f^ia+ii-hWu?)      +  495075  —  91-730     +  4- 565     •+-  8- 465 
^ogf^[a+[i+l]w)  2.694671         i„9625         0.6594         0.9276 

log  Pi^'f^ 0.10)  9^091080  8.3634  7n6820  7.0218 

'/(«-f  [i  +  i)»)  =4-  »6517.610                               /[a^[i+i]ic)  =-|-  1004. «40 

fl»>«;/'    {«-«-[i+ilir:  =—         81.9"  PiM'«)/"  («-f  l»-f  i)tr)  =—  61.059 

P,^ (»!)/»"  («1 4- [i-fi] fr,  =—          0.065  P8*(w)/'^(a4-l»-|-i)«')  =—  2. 118 

Pl*:mj/v    (tt-f[i4-l]#r)  =4-           0.016                -  Pi«(m)/v»  fa-f  [i  +  ilu;)  =—  o.oz2 

P,7>,/^n(a4-|i-h}ler)  = -f           o.ooi  p^H{,n)ß^i^a-h\i'\- i]tn  =4-  0.009 

Ä„  =4-  16435.641                                                              ^j»  =  -h  941.650 

w5,  =4-       94.156 

1873  Jan.  9 

j/(l)tU        «4-     »6519.80 
Die  Inteqiolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt  dieses  Resultat. 

Die  oben  angeführten  licispiele  mögen  genügen  und  zeigen,  wie  die  einfachen 
Integrale  mit  Hilfe  der  öi-  und  P| -Tafeln  [Tafel  VI,  VII)  durch  eine  sehr  ein- 
fache Kechnung  erhalten  werden. 

In  den  bisherigen  Heispielen  wurde  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  für  die 
untere  ürenze  des  Integrales  bereits  eine  Hestimmiuig  getroffen  ist.  Um  aber  auch 
für  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  ein  angemessenes  Heispiel  zu  haben,  wähle 
ich  die  Störungen  in  der  mittlem  siderischen  Bewegung  (Zeiteinheit  40  Tage,  der 
Erato  zur  Zeit  der  Jupiteniähe  im  Jahre  1873  —  74.  Es  eignet  sich  nämlich  ein 
Beispiel  aus  der  Variation  der  ConstÄUten  viel  besser,  weil  die  Störungen  in  den 
(*oonlinaten  selbst  abhängig  sind  von  der  Wahl  der  Osculationsepoche  in  Folge  der 
indirecten  Glieder;   durch    die  Wahl   dieses   Beispiels  jedoch   bleiben  die  Stönings- 


47     

werthe  unabhängig  von   dieser  Epoche.      Aus   der  Störungstafel  entlehne   ich    die 
folgenden  Werthe: 

"^"dW  ff  ff  f  f         f 

1873  Aug.  13  —    8"384i  -f-  0.6164  —  0.0671  -H  0.0039 

-+-  0'9*3S  -+-  o»o493  —  0.04*8  -|-  0.0232 

Sept.  22  —   7.4606  -|-  0.6657  —  0.1099  -j-  0.0271 

-f-  1.5892  —  0.0606  —  0.0157  -|-  0.0199 

Nov.    1  —   5.8714  -|-  0.6051  —  0.1256  -H  0.0470 

-|-  2.1943  —  0.1862  -[■  0.0313  —  0.0036 

Dec.  II  —   3.6771     .        ^        4-  0.4189  —    0.943  -h  0.0434 

-|-  2.6132  —  0.2805  -|-  0.0747  —  0.0386 

1874  Jan.    20  —    1.0639  -[■  0.1384  —  0.0196  -|-  0.0048 

-|-  2.7516  —  0.3001  -|-  0.0795  —  0.0390 

M&rz    I  -h    1.6877  —  0.1617  -|-  0.0599  —  0.0342 

-h  2.5899  —  0.2402  -h  0.0453  —  0.0072 

Apnl  10  -+-    4.2776  —  0.4019  -+-  0.1052  —  0.0414 

-f-  2.1800  —  0.1350  -[■  0.0039  ■+■  0.0068 

Mai    20  4*    6.4656  —  0.5369  -|-  0.T091  —  0.0346 

Es  soll  nun  für  die  erste  summirte  Reihe  nach  der  Formel  A^  die  Anfangscon- 
stante  so  bestimmt  ^yerden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1873  Üec.  31 
verschwindet,  man  hat  daher  den  Werth,  der  für  Jan.  20  angesetzt  ist,  als  f  (o)  an- 
zusehen und  es  kommt  der  Werth  ^f[a — ^w)  zwischen  die  Zeilen,  die  zu  1873 
Dec.   II  und  1874  Jan.  20  gehören.     Man  findet  nach  Ai]   (pag.  35): 

-  -^r   [a-\w]     =  -  o:'io88,8 
+  -^/^"(ö-4t^)       =-  8,3 


]f{a  —  \v)]      =  —  o'.'i097 

Will  man  aber,  dass  das  einfache  Integral  für  1874  Jan.  20  verschwindet,  so  gibt 
die  Formel  Bij  (pag.  35)  für  den  Anfangs  werth  der  ersten  summirten  Reihe,  der 
zwischen  die  Zeilen  1873  Dez.    11  und  1874  Jan.   20  zu  setzen  ist: 

l—f     («)      =  +  o''53i975 

H rr-f  («)     =  +  0-2235,3 


12 


11 


•/'"(«)   =  +  '  44,3 


720 

+  -6S^/M«)        =+  2,4 

.'f{a+{w)      =  +  o'.'76o2 

Set«  man  diese  Anfangswerthe  in  die  erste  summirte  Reihe  ein  und  bildet  das 
Summationsschema  und  nachher  die  einfachen  Integrale  für  dieselben  Grenzen,  so 
wird  man  sich  überzeugen  können,  dass  das  gebildete  Integral  je  nach  der  ge- 
M*tztf*n  Kedingung  für  die  gewählte  Epoche  verschwindet. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  Hi)  (p.  43)  soll  die  Anfangsconstante 
-^  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1874  Jan.  10  ver- 
'^ch windet:    der   für  [f  a  —  \w;  nach  //,)   berechnete    Werth   ist  natürlich  zwischen 
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die  Zeilen  1873  Dez.  11  und  1874  Jan.  20  zu  setzen,  innerhalb  welcher  Grenzen 
das  eben  gewählte  Datum  fällt.  A'ermöge  der  Wahl  dieser  Urenze  wird  man  mit 
gleichem  Vortheil  sowohl  die  erste  als  die  zweite  Formel  anwenden  können;  ge- 
braucht man  die  erste,  so  hat  man  n  =  —  0.25  und  die  Rechnung  stellt  sich  mit 
Hilfe  der  Tafel  VI  wie  folgt: 


d  I 

f^[a)  +  2.68240 

l««/*!«)  0.428524 

log  Q,^  (0.25)  8^716699 


3 
—  o.  29030 

91146285 

8.00997 


-h  0.07710 
8.8871 

7^3338 


—  0.03880 
8„5888 
6.  6760 


log  f^  [a] 
log  Q,*'  :o.25) 


4 
8„2923 

8„i26i 


6 
7.6812 
7.2469 


{n  +  {)f   (a)  =-o';2659.7 

CiiM^)/'  («)  =  -  0.1397,1 

ö,3(w)/'"(o)  =  —  0.0029,7 

Qi*W/''  W  =  —  0.0001,7 

Qi'  W/^"W  =  —  0.0000,2 


i/"  {0;    =  -h  o'.'o23o,7 

ö,yiv  /^j     ^  ^    0.0002,6 

Q,«/'' (a)    =  -I-  0.0000,1 

Sg  =  —  0.0233,4 


*y,,  =  —  0.4088,4 

n^Sg  =  —  0.0003,6 


]f(a  —  \w)  =  +  o'.'4092 
Wendet  man  dagegen  die  zweite  Formel  an,  so  wird  man  zu  setzen  haben  »1=^+0.25 
und  erhält  mit  Benützung  der  Tafel  VII: 

rf  1357 

H/*!«— i«')         0.417173  9fi44793  8-8733  8^5866 

log  Pi**  (0.25)  8.862827  7„6ii8o  6.7039  51*8960 


(l 

2 

1 

4 

6 

f{a-{w]  + 

0.  27865 

—  0, 

05695       +  0.02410 

Ior/I«— i«') 

9.  44506 

8«7555 

8.3820 

log  P,''(o.25) 

9^05912 

8. 

.3284 

7n6458 

P,  •(!»)/■    (a-itr; 

—  -f  o:'i 

1905.5 

/    (ö  — itr; 

—   2. 3705. u 

P,9  1  >»)/"'  (0—4  tp) 

^  •+-  o.öoi  1,5 

iV'm)/"  ;«-|ir) 

--  —  0.0319.3 

P,^{m)f^  [a-\fc] 

+  0.0000,4 

IY[m)r^{a^\wi 

—    O.OOI2.  l 

p.'W/""«-!«') 

=  +  0. 1 

0,0 

I9>7r4 

Sa 

—   O.OOOI.l 

Su 

=  —  2.4037.5 

mSg    =  —  0.6009.4 
]f{a  —  \w)     =  +  0:4092 


in  völliger  ITebereinstimmung  mit  <lem  obigen  Werthe.  Man  kann  sich  auch  duffh 
Einsetzung  dieser  Anfangsconstaiite  in  die  erste  summirte  Reihe  und  Kildung  des 
Integrales  für  die  Grenze  1874  Jan.  20  leicht  überzeugen,  dass  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  richtig  ausgeführt  worden  ist. 
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B)  Doppelte  Integrale. 

Integrirt  man  die  Gleichungen  i)  und  3)  des  vorliegenden  Paragraphen  (pag.  32) 
nochmals,  so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  für  J^^  uud  J^^  die  durch 
die  Gleichungen  2]  und  4)  (pag.  32)  definirten  Werthe  einzusetzen  hat;  es  ist  aber  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8}  und  7)  (pag.  34)  anzunehmen : 


/m« = 'fifl+[i+\]  «>y+2: 2- 


Es  wird  also  aus  i)  und  3],  nachdem  man  links  mit  dl,  rechts  beziehungsweise  mit 
wdn  und  wdm  multiplicirt  hat,  durch  nochmalige  Integration  erhalten: 


+ 


+ 


d^l    prsi 


»■«*-i»)  {zd—i) !  zp  {2p'\-i] 
d—p 


^fia  +  ito] 


"xfr  '-^  (-  i)''-'n'P+'  C{»*,  4«,  ...  (»d-»)*}  /,•* 


d:=l     p=I 


Z^d^-p}{%d\  {zp-\'l)  l»p-|-2) 


f{a  +  iw)    " 


d-i 


rfssi     p=0  "^ 

+  /,» 


18) 


und 


^,fffi^dP=m'f{a  +  [i+\]w)  +  !lV(a+[»  +  i]«»)  + 


d=aD  p=d 


d^x    p=i 


,     V  NT  (-»)'^-^m»P+»  C{i^32,  ...  (irf-3)^}     »^'      . 


d — p 


^^  ^(__.,)rf-P^,p+,  q[i2,  3«,  ....  (arf-i)2J     ^"^ 


<i=i  p=o 


23(rf-|»  [^d) !  {apH- 1)  (2/>  +  a) 


]«?j 


/(«+[•+!]  «^) 


''^'^(-i)''-''  W4^  ...  (»d-i)M  /.flr-- 


(1=1  p=i 


»»^(»rf)!  (2p+I) 


/(a  +  [«  +  |]«') 


19) 


Die  Werthe  der  auftretenden  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  leicht  aus: 

nnd  würden  gebraucht  werden,  wenn  man  auf  dreifache  Integrale  übergeht,  die 
ich  jedoch  hier  nicht  mehr  zur  Untersuchung  aufgenommen  habe,  da  dieselben  in 
der  praktischen  Anwendung  wohl  kaum  je  gebraucht  werden.     Man  kann  demnach 

Oppolzer.  Ilii]inbesttinronng«n    U.  7 
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diese  Integrationsconstanten  vorerst  ganz   ausser  Acht  lassen,    da  der  später  noth- 
wendige  Uebergang  auf  bestimmte  Integrale  dieselben  verschwinden  macht. 

Geht  man  sofort  auf  bestimmte  Grenzen  über,  so  empfiehlt  es  sich,  für 
n  die  Grenzen  — ^  imd  +i)  anzunehmen;  unter  dieser  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Gleichung  i8]  in  : 

«i+U-llw  ^  20) 

+  22 i^tii:dyiTiJ+T) /(«+»«') 

Wendet  man  auf  diesen  Ausdnick  die  Kednctionsfonwel  20.  'pag.  12)  an,  indem  ftir 
das  letzte  GKed  gesetzt  wird: 


zod 


SO  erhält  man  sogleich: 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  21)  und  7)  (pag.  34)  so  findet  sich,  dass  die  nume- 
rischen Werthc,  mit  denen  die  Differenzwerthe  in  den  beiderseitigen  Formeln  multi- 
plicirt  sind,  identisch  sind  bis  auf  den  Factor  (i — zd).  Die  zu  gleichen  d  gehörigen 
Factoten  werden  daher  aus  den  für  21)  erhaltenen  Wertheti  gefunden,  wenn  man 
dieselben  einfach  mit  dem  Factor  (t—2tl)  multiplizirt.  Die  Rechnung  dieser  Cocf- 
ficienien  wird  mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sehr  einfach,  doch  erwähne  ich  gleich 
hier,  dass  die  unten  fnitgetheilten  Coefiicienten  zur  Cuntrole  auch  nach  der  obigen 
Formel  20)  berechnet  wurden. 

Ehe  ich  an  die  weitere  Transformation  von  21]  gehe,  trill  ich  die  Gleichung  19' 
ähnlichen  Reductionen  unterziehen  und  die  Entwicklungen  für  dieselbe  auf  denselben 
Standpunkt  bringen.  Setzt  man  in  Gl.  19)  (pag.  49)  die  Grenzen  — \  und  +|  fiir 
m  ein,  so  findet  sich  sofort : 

•V  d=t    f»ssi 

d=i   p=i 

Zur  Zusammenziehung  dieses  Ausdruckes  wende  ich  die  Gleichunjf  18)  pag.  12' 
an.    Ersetzt  tniiti  das  letzte  Glied  nach  derselben,  so  rfesultitt  sofort: 


51 


•+[•■+•1«' 


22) 

womit  leicht  die  Coefficienten  für  die  Doppelintejfrale  berechnet  werden  können. 
Es  zei^  sich  nach  diesen  Formeln  kein  so  einfacher  Zusammenhang  zwischen  den 
("oefficienten  der  einfachen  und  Doppelinte^rale  und  doch  besteht  ein  solcher ,  der 
sehr  zweckmässig  zur  Controle  der  numerischen  Entwicklungen  benützt  werden  kann. 
Gebraucht  man  nämlich  die  Gleichung  12]  (pag.  10),  und  beachtet,  dass  in  derselben 

d={d — ,i)  geschrieben  ist,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten  von /{ö  +  [f  4-^1«^) 
sofort : 

p=d  d-l»  p:sd  d—f 

—  ■        -      ■  ....  —  (_,)rf-J»(2rf_,)    e{l«,3-»,...  (2//— 1)2} 


Ä-     ^  '  \     Z     j      2a'«J(2(r)!  (2|>-f-l) 

Die  rechts  stehenden  Coefficienten  sind  aber  völlig  identisch  mit  jenen,  welche  bei  den 
einfachen  Integralen  gefunden  ^iiirden;   bezeichnet  man  demnach  einen  C^oefficienten 

der  vorgelegten   Reihe  mit  ^^{7  so  besteht  die  Relation  für  ein  bestimmtes  d: 


i^:|=(.rf-,)jr|;j  +  (ti)jff.>:,, 


welche   Gleichung  zweckmässig  zur  Controle  benützt  werden  kann  und  auch   be- 
nützt wurde. 

Beachtet  man,  ähnlich  wie  bei  dem  einfachen  Integrale,  dass  ist: 

JJfil)dP=   Jf/(l)dP+    fj/{l]dP  + +fff/)dP 

«I— iff  n—iw  «ff  4»  i+|i— il«* 

fffii)  dn  =  fjf[i)  dP  +  fff[ii  dfi^ +///(''  ^ 

*    fl  *    a  a-¥w  a+|i— i|ir 

und  erinnert  sich  der  Relation  5)   (pag.  5),  so  kann  man  aus  21)  und  22J  ableiten: 

«+I»+4W  d=»  pszd  d—p 

23; 


24) 


_  n/fai  -  V  V  {-.)--i'-*i^^^ii-^t^'i^^*'i- 3^  /,'^r 

/  W  ^   ^        ^         ^  2«rf    (2C/;  !   (2 »4-  I)  {20  —  1)        J  '"' 

dist    pv=x 

Die  Ausmittlung  der  Doppelintegrale  in  Bezug  auf  die  gewählten  Grenzen  erscheint 
Komit  bestimmt,  sobald  die  2^  summirte  Reihe  gebildet  ist.  Um  aber  diese  zu  er- 
halten,  muss  eine  Anfangseonstante  zur  Bildung   der   ersten   und'  eine  weitere  An- 


•7  ♦ 
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fan^sconstante  zur  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  angenommen  sein,  so  dass 
in  der  That,  wie  es  die  allgemeine  Forderung  eines  Doppelintegrales  mit  sich  bringt, 
zwei  willkürliche  Constanten  in  dem  Probleme  auftreten,  deren  Bestimmung  aber  nur 
durch  anderweitige  Bedingungen  des  Problems  vorgenommen  werden  kann.  Diese 
Bestimmung  wird  gewöhnlich  dadurch  geleistet  werden  können,  dass  das  vorgelegte 
Doppelintegral  die  Eigenschaft  haben  muss,  für  einen  bestimmten  Aigumentwerth 
einen  gewissen  Werth  zu  ergeben,  und  dass  das  zugehörige  einfache  Integral  eben- 
falls einer  solchen  Bedingung  genügen  muss.  Bei  den  astronomischen  Rechnungen 
in  der  Störungstheorie  wird  es  sich  wohl  meistens  empfehlen,  der  Bedingung  zu 
genügen,  dass  sowohl  das  einfache  als  auch  das  doppelte  Integral  für  die  untere  Grenze 
verschwindet.     Diese  Annahme  soll  nun  weiter  verfolgt  werden. 

Nimmt  man  die  Formel  23)  (pag.51)  vor,  so  wird  zunächst  die  Bedingung,  dass 
das  Doppelintegral  für  die  Grenze  [a — \to)  verschwindet,  ausgedrückt  sein  durch: 

dass  aber  das  einfache  Integral  für  dieselbe  Grenze  verschmndet,    nach  Formel  7) 
pag.  34    des  vorliegenden  Paragraphen: 

/^«-l«,,  =  _  V  V  <=üi-^|i^*;f ; ••••<*''-*)*>  /t-i«.         26; 

a^i    pssx 

Genügen  die  Anfangsconstanten  der  summirten  Reihe  diesen  Bedingungen,  so  ist 
die  gestellte  Forderung  erfüllt.  In  der  That  gibt  die  Formel  26)  unmittelbar  jenen 
Werth  an,  den  man  an  der  betreiFenden  Stelle  in  das  Summationsschcma  einzu- 
tragen hat,  um  die  erste  summirte  Reihe  bilden  zu  können.  Die  Formel  25}  da- 
gegen entspricht  nur  einem  arithmetischen  Mittel  zweier  Werthe,  nämlich  von 
"/{a — ir)  und  ^f[a) ;  da  aber  ^f[a — \w)  durch  26)  gegeben  ist,  so  kann  man  ohne 
Schwierigkeit  berechnen : 

oder     '\f[a—w)    =  "f{a—\tc)  —  \[f[a—\tc]    ] 

welche  beiden  Formeln  nach  Belieben  gewählt  werden  können.  Wenn  sich  auch 
gegen  diese  Art  der  Bestimmung  der  Anfangsconstante  nichts  einwenden  lässt,  so 
zieht  man  es,  soweit  mir  der  Gebrauch  bekannt  ist,  vor,  eine  unmittelbare  Bestim- 
mung der  Anfangsconstante  "f(a — w)  oder  "fä)  zu  erlangen.  Schreibt  man  in  den 
Formeln  25).  26)  : 


9d — 7  9d — 9 

9d—t  «I— •  9ä — a 

und  beachtet,  dass  je  nachdem  die  erste  oder  zweite  der  Formeln  27)  verwendet 
wird,  der  letztere  Werth  mit  plus  oder  minus  \  multiplicirt  werden  muss.  so  findet 
sich,  wenn  man  in  27)  die  Werthe  aus  25)  und  26)  einsetzt: 
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d—i 


28) 


ad — 9  ad — a 


Man  kann  also  die  Anfangsconstanten  "f{ä)  und  "/(a  —  w)  ohne  Schwierigkeit  nach 
28)  ermitteln.  Zur  Controle  kann  man  nach  26)  berechnen  lf(a  —  Jir),  wobei  die 
Belation  bestehen  muss: 

/(o-itc)  ='y'(o)  —  "/{a—v>] 
Hiennit  erscheint  die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  für  die  Grenze  — \  er- 
ledigt und  es  soll  nun  die  analoge  Bestimmung  für  die  Grenze  o  vorgenommen  wer- 
deUy  d.  h.   die  Constanten  sind  so  zu  bestimmen,    dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  diese  Grenze  verschwindet. 

Die  Bedingung,    dass  das   einfache  Iptegral   für  die  Grenze  o  verschwindet, 
ist  nach  Formel  10)   (pag.  34)^  ausgedrückt  durch: 

'/{a-^w]  =  -  J   if{a)  +  ^^  ,«.  (arf; !  (,p  +T) ^^/^   }  '  ^9' 

«  d=i  p=o  ' 

dieselbe  Bedingung  für  das  Doppelintegral  ergibt  aus  24)   (pag.  51): 

Da  die  beiden  hierdurch  bestimmten  Werthe  im  Summationsschema  auftreten,  so 
können  dieselben  ohne  weitere  Transformation  zur  Bildung  der  ersten  und  zweiten 
Hummirten  Reihe  verwendet  werden  und  es  ist  die  gestellte  Aufgabe  hiermit  erledigt. 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten,  mit  denen  die  DifFerenzwerthe  verbunden 
sind  in  der  Formel  23 j  (pag.  51)  mit  P,  in  der  Formel  24)  (pag.  51)  mit  Q,  und  er- 
theilt  diesen  Buchstaben,  wie  dies  bei  den  einfachen  Integralen  (nach  pag.  35)  geschehen 
ist,  zwei  Index,  wo  der  obere  auf  den  DifTerenzwerth,  der  untere  auf  die  Ordnung 
der  Integration  hinweist ,  welch  letzterer  Index  also  in  diesem  Fall  gleich  2  ist .  so 
wird  man  die  folgenden  4  Formelsysteme  für  dieCombinationen  der  eben  abgehandelten 
Grenzen  haben: 

Grenzen:  a — \w  und  a 4- [•+!]«' 
^e^"/!a)=to^P^*/{a-^e]+P^^2f"(a—u>)+/"ä\+P^^[3f^a-to)  +  2f"{a]]+...) 
uß'/(a-\ia)  =—tt>^P^tf'{a-{u>)  +  7^,  3/".  (a_|„)  4-  p,5/v(a_4«,)  + ) 

JJ/l)  dH  =  uß  {"/{a  4-  [i+i]v>)  +  Pj«/{a  +  [»  +  41«')  +  P,»/"  («+[»+41«')  +  ....) 

-*'  Grenzen:«  und  a+i«, 

»»■/fal  =  -  w»  {  Q,«/;»  -H  02»/"  (a)  +  Q2*/"  («^  +■•••} 

«,1  /;o _  Jtr)  =  -  «Tä  {  J/(a)       +  Q,  •/•  (a)  +  Q,  V"'  [a]  +  Q,  */»  (a)  +  . . .  } 

•+''  B„) 

lff{tdi*  =  V)^{''/{a+iu>)  -\-  QiOf'a+ifc)  +  Q,y"(a-Hw)  -f-  Qj*/"'  (o+tw)  +  ••••  } 
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Grenzen:  a — \tc  und  a-f-»«" 
tc*  '/  a  —  ^w)  =  -  «,»{  P,i/<(«_itc)  +  P,»/"'(a— ^«,)  +  p.i/vfa—l«,^  4-  •  ••  } 

n+iff  ^") 

ff/(l)dP  =  tc^"f{a+ife]  +  Qi'/ia+iw)  +  Qi^f'[a+tw)  + } 

Grenzen :  a  und  o  H-  [1  +  \]  ic 
«,1  '/(o)  =  —  ir-^  {  Qj»/(a)  H-  Ol»/"  (a-  +  Q,</"  («)  +  ....  } 

w'  y(«-4«')  =  —  »M     l/"(o)  +  Qi'/-  (a)  +  Qi »/'"(«)  4-  . . . .  } 


Du, 


n 

Die  numerischen  Werthe  der  hier  auftretenden  P-  und  Q-(/oefficienten  sind,  wie 
früher  die  liei  der  einfachen  Integration  vorkommenden  Werthe,  in  der  hinten  an- 
geführten Tafel  V  aufgenommen;  in  derselben  ist,  indem  ich  die  mit  dem  Index  i 
unten  versehenen  Buchstaben  (vergl.  pag.  35)  noch  einmal  anführe,  gesetzt  worden : 


p=i 


<"  »»i(2d)!  (2fl-f  I) 


«n 


(2<i— 2)«  } 


\td--^\   _  '^  f-i)rf-/2f2il— I)  Ci7«,  3^    ■■  M-3)^} 


31) 


])ie  bisher  entwickelten  Formeln  sind  an  specielle  Grenzen  gebunden.  Es 
kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  denselben  abzugehen,  wiewohl  dies 
selten  genug  der  Fall  sein  wird ;  ich  setze  wie  bei  den  einfachen  Integralen  voraus, 
dass  nur  ein  specieller  Werth  nöthig  ist ,  und  hierbei  die  Herstellung  einer  vollstän- 
digen Integraltafel  nicht  beabsichtigt  wird. 

Um  wieder  eine  möglichst  rasche  ("onvergenz  herzustellen,  wird  man  n  und  m 
stets  kleiner  als  \  annehmen  müssen  und  die  Benützung  der  Formeln  18)  und  iq- 
(pag.  43)  wird  sofort  das  gewünschte  Ziel  erreichen  lassen.  Die  Anwendung  dieser 
Formeln  iiird  jedoch  sehr  beschwerlich  sein  und  man  würde  jedenfalls ,  wenn  sich 
nicht  andere  Hilfsmittel  beschaffen  Hessen,  wesentlich  an  Zeit  ersparen,  wenn  man  in 
der  Nähe  der  geforderten  Grenze  durch  altemirende  Anwendung  der  Gleichungen 
Af^  und  Bii]  (pag.  53 1  sich  kleine  Integraltafeln  herstellen  würde,  nach  denen  man 
den  Werth  des  Integrales  fiir  die  obere  und  untere  Grenze  mit  Hilfe  der  Inter- 
polation ermitteln  könnte.  Hierbei  wäre  nur  zu  beachten,  dass  die  Berücksich- 
tigung der  Bedingungen  für  das  einfache  Integral  noch  einer  besonderen  Aufmerk- 
saiokeit  bedarf.  Es  wird  sich  aber  die  vorgelegte  Aufgabe  durch  Transformation  und 
Herstellung  von  allgemeinen  Ililfstafeln  in  bequemerer  Weise  lösen  lassen. 

Es  soll  zunächst  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen  gedacht  sein .    dass  die 
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Wahl  von  n  vortheilhaft  ist,  also  diese  Grenze  näher  an  einen  Argument^vertÜ  zu 
liegen  kommt  als  \w,  Integrirt  man  die  Gleichung  £„]  bis  zum  Argumentwerthe 
und  legt  die  wegen  n  nöthige  Correction  hinzu,  so  erhält  man: 

jjf(ll  Ä»  =  ,0»  {  "/(o  +  ito)  +  Qj"/ («  +  »■«')  +  Qi^f"  (a  +  .»)  + )  + 

«+|«+«1»  j2) 

+  fß  (^  <^'  + -Ti  , 

wo  /}  ein^  willkürliche  Integrationsconstante  ist,  die  nach  Einsetzung  der  unteren 
Grenze  verschwindet  und  vorerst  ausser  Acht  gelassen  werden  kann.     Multiplicirt  man 

die  Gleichung  i6)  (pag.  26)  links  mit  — 2,  rechts  mit  dn^  und  integrirt  zwekbal,  so  er- 
hält man: 

+  -T^  i/"  ;«-»-^) + ^^*f"  («+*■«') +••••>  33) 

+ 

+   H  «/j  -}-  t^     j 

wo  /|  und  J2  die  durch  die  Doppelintegration  auftretenden  Constanten  sind.  J^  zu 
bestimmen,  ist  nicht  nöthig,  da  es  nach  Einsetzen  der  Grenzen  wegfällt;  /|  aber 
muss  berücksichtigt  werden.  Es  ist  aber  offenbar,  wenn  man  das  Resultat  der  ersten 
Integration  ins  Auge  fasst  (pag.  32) : 

a+itc 

/j  5=  jf(a+[t  +  n]w]  dl 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Formel  Bi)   (pag.  35] : 

/,  =  «/(o  +  tir)  +  Q,'/'(a-f  »<o)  4.  Öl»/»' («  +  »«?)  +  Qi^f^{a  +  iw)  +  .... 
Setzt  man  in  33)  die  Grenzen  n  und  o,  sowie  J^  ein,  so  findet  sich: 

+  n*f"{a  +  iw)  \    ;p-  I 

+  »/■"  (a  + 1 tc)  {  Q,3  +     ^    JV13  +  ^  [ 

4- 
Führt  mail  diesen  Werth  in  32]  ein  und  beachtet,  dass  J2  durch  die  Einföhnmg  der 
Grenzen  verschwindet,  so  erhält  öian  das  Doppelin t^gral  für  die  Grenze  'd+  ['  +  ^J*^;  • 


56 


a+\4-Ht\» 


+/   [a+iw)   {  0,0+?!  j 

+f"  {a+iw)    I  Q,"  +  J  Nr*  +  S  iV/  +  "/,    j 
+  1 

+  »»n  [  '/[a+iu,]  +p  (a+ivD)   j  Q,'  +  j^    j 

+ •     ] 

Das  vorstehende  Doppelintegral  lässt  sich  daher  leicht  in  die  folgende  Form  bringen  : 

}] 

34a) 


{ 


+  »<  '/(«4-Mf)  4-  QiM»)/'  (a+»ir)  +  Qj»(«)/'"(«+«W^)  +  Q»5(«)/^  (a+w)  +  ... 
wo  die  hier  auftretenden  Coefficienten  die  nachstehende  Bedeutung  haben: 


Q,'(«)  =  Qi'  +  n 


4 


n« 


•   •    • 

Ol'  («)  = 

■  • 

0»»  (»)  - 

Q.' 

+r*.' 

+ 

5! 

Qt'  W  = 

Qi» 

+  „JV,' 

+ 

N< 

S! 

jy,* 

+ 

7! 

•  •  • 

• 

•   • 

35) 


Diese  Coefficienten  finden  sich  in  der  Tafel  VIII.  Zu  der  Formel  34)  wäre  nur  zu 
bemerken,  dass  die  Integrationsconstante  fortgelassen  wurde,  weil  die  Annahme  ge- 
macht ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Integrationsgrenxe  gelten«  die 
bereits  durch  die  Einfuhnmg  der  ersten  Summationsconstanten  *]f(a)  und  ]f{a — |ir 
erfüllt  sind.  Es  gibt  somit  die  Formel  34)  den  vollständigen  Werth  des  Doppel- 
integrales unter  den  eben  angeführten  Voraussetsungeu. 
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Durch  die  bisherigen  Erörterungen  ist  für  die  Fälle  vorgesorgt,  wo  das  Inte- 
gral für  die  speciellen  Grenzen  a  oder  a  —  \tD  verschwindet;  es  soll  jetzt  die  Be- 
stimmung der  Anfangsconstanten  7  "/('^)  ^^^  !f(^ — i^)?  vorgenommen  werden, 
wenn  der  Bedingung  genügt  werden  soll,  dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  eine  willkürliche  untere  Grenze  verschwindet,  wobei  vorerst  nur  die 
Beschränkung  statt  hat,  dass  die  Wahl  von  n<^  möglich  ist;  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  ]f{a — \u))  für  diese  Bedingung  bietet  die  Formel  Hi]  (pag.  43). 
Denkt  man  sich  für  "/[ä]  vorerst  Null  geschrieben,  so  gibt  die  Gleichung  34a),  auf 
die  betreffende  Anfangsconstante  angewendet,  einen  Werth  für  das  Doppelintegtal, 
der  von  Null  verschieden  ist.  Derselbe,  mit  umgekehrten  Zeichen  angewandt,  gibt 
aber  den  Werth  dieser  Constante;  man  hat  also: 

w«  «/(a)  =  -  «^  llW{n)f{a)  +  Qj«  (n)/"  (a)  +  Q,«/'^  W  +  •  •  •  •  }  , . 

H-  n  {  ^f{a)  +  Ojt  (n)/i  [a]  +  Qj3  („)yiii  (a)  +  . . . .  }]  ^^  ^ 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Ist  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen,  dass  sie  dem  Mittel  zweier  Argumente 
näher  ist,  so  hat  man  m^^  und  ähnlich  wie  vorher: 

JJfil]dP  =  w^  jy(a+[t>iH  +  P2V'l«+[«>iW  +  Ay'M^  +  [«+JM 

+  ///(/)  dP  36) 

wobei  die  Integrationsconstante  fortgelassen  ist.     Multiplicirt  mau  die  Gleichung  17) 

»  ja 

pag.   27)    links    mit   -^  ,  rechts  mit  rfm^  und  integrirt  zweimal,  so  erhält  man: 

~/p-{/)rf/»=  [  -^  //   (fl  +  [»  +  lltr)  +  JfoV"  («  +  [t-hlM  +  3feVMfl-h[t-hilw)  +  ....  I 

+  -^  //»  (fl  +  [t-hl»  +  -afi»/t.r(fl -!-[,• -1-1]«,)  4.  J|f,5/r  {a  +  li+{]w)  -h  ....   > 
i-a-3    {  / 

+  -^//n(a^  [1  +  1)10)  -H  3f2VMfl+[»-f-i]»)  +  Jtf//^'  (0+  [•H-1]«')  -h  ....  )- 

-^-....  ....1  3#y 

-H  m(/),  +  (/), 

Es  wird  wieder  die  Bestimmung  der  Integrationsconstante  [Jji  noth wendig  werden; 
man  wird  dafür  mit  Rücksicht  auf  Gl.  4)   (pag.  32)  und  Ai)   (pag.  35)  finden: 

7),  =/(a+[.-+^H  + /"i '/■(«+ [«+iH  +-PiV"' («+[«■+ iH  + 

Setrt  «aa  diesen  Werth,  sowie  die  Grensen  «n  und  o  in  37)  ein,  so  erhält  man  statt  36) : 
ij[//(/)«ö»-"/(a+[»-»-iH  -Hlf  (a+[.+4H  {m} 
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+ 

mit  Hilfe  welches  Ausdnickes  sich  der  Werth  des  Doppelintegrales  36)  auf  folgende 
Gestalt  hringen  lässt : 

JJf  [l)  rfP  -  tr»  I  '/(«+>•+  iltc)  +  Pi«  {m}f(a  +  [1  +  H w)  +  P,»  (m)/«  (a  +  (i  +  i]tc) 


luutcuu 

rii    v^uc-iiiuitriii 

«-II  *  j- 1 

//•;,    j.  2"  ^y/»;     J.  y  -//»y 

)  ■■  2  •"•<  

le  Ausdrücke  definirt  sind: 

P/  'm 

/v  +  ^'I 

Pt'  1»») 

-A'+:* 

A/«^+ 

4! 

Pi*  'm) 

= p^' + 1 

3V  + 

4!    ^2     +    6! 

A'  (»») 

=  /V+^^ 

39I 

P,»  » 

_P.3  +  -; 

3/,='  + 

5! 

^2*  » 

=p.*+?; 

3/,*  + 

Die  in  der  Formel  38)  auftretenden  ('oefficienten  sind  wie  die  vorhergehenden  von 
Herrn  F.  K.  Ginzel  berechnet  und  in  der  Tafel  IX  aufn^enommen,  es  bietet  daher 
keine  Schwierigkeit,  mit  dennelben  das  Doppelin te^^l  für  eine  willkürliche  Grenze 
zu  berechnen.  Die  Inte^ationsconstanten  sind  wieder  wie  früher  fortj^elassen.  weil 
die  Annahme  gemacht  ist,  dass  bestimmte  Kedingungen  für  die  untere  Grenze 
gelten,  die  bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstanten  ^]f[a]  und 
y(a — \w)  erfüllt  sind;  es  gibt  demnach  die  Formel  38)  den  vollständigen  Werth 
des  Doppelintegrales. 

Soll  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze  verschwinden,  für  die 
»ii<;drj  gewählt  werden  kann,  was  in  Verbindung  mit  der  Formel  34b;  die  Mög- 
lichkeit an  die  Hand  gibt,  die  I^ge  der  unteni  Grenze  ganz  willkürlich  annehmen 
zu  dürfen,  so  erhält  man  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  früher  die  Relation : 


+  m  \'f'a-\w  +  P2Hm)f'[a^\w   +  Pi'>/"\tf-K  + |]    40; 


\G„) 


59     

Hierbei  hat  man  sich  zu  erinnern,  dass  ist: 

Die  für  die  Doppelintegrale  gestellte  Aufgabe  erscheint  hiermit  erledigt  und  es 
erübrigt  nur  noch,  die  Formeln  zusammenzutragen  und  durch  Beispiele  zu  erläutern. 

Man  hat  für  den  Werth  des  Doppelintegrales  für  die  willkürliche  obere 
Grenze  die  Formeln: 

l]f\l,dP  =  to»['y(a4-wi  +  Qj«(«)/(a+;io)  +  Qi»(«)/"  (a+twj+QiM«!/"'  (a+.w)+. ... 

+  njy(a  +  »«')  +  Qi»  ('»)/(«  +  »«')  +  QiHn]f"{a  +  iu>)  +  ....   j] 

jj/(/j  eip =»»[■/(«+ [t+i]«))  +  An»»)/ («-i-[»+i]w)  +  AM»»;/"  («+L»+i]«')  + 

+  A»  W/'"  («  +  [»■  +  {]  w)  4- ....  j  ] 

Für  die  untern  Grenzen  wird  man  haben,  wenn  an  diese  die  Bedingung 
(geknüpft  ist,    dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  dieselben  verschwindet: 

a+Hit  a+n» 

n<±\,  jf[l]dl=  J'f/il)  dP  =  o 

+  «» ji/"(«)  +  QiM«)/"(a)  +  Qi«(/»)/^'(«}  +  I] 

^"/[oi  =—«'*[  Ol»  (»)/(a)  +  CkHn)f"(a)  +  Öi^wj/'M«)  + 


m<±i,  Jf{l)dl=jff{lidP  =  o 

vi'f{a—{u>)=—w^\Pi^im\f(a—\w]  +Pi^m)f"'{a—\w)+Pi\mlfa—{w  +.... 

4-  m  |/(a-4w)  +  P,»(m)/"(«-i«')  +  P,  <  (m)/-^  («— i«)  +  ....   j] 


•fi"„) 


+ "» |y(o-i«'/  +  A'  w/'(«-H  +  p,' iOT;/"' (a-iw;  + ....  jj 

"/  «.  =  "/{a-Wl  +  \  '/(«-H 

Die  Qt-Coef£cienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 
»     Pj  »  »  »      »      »      VII, 

»       Q2  »  >  RHU         VIII, 

»  Pj  »  »  »  B  »  IX. 

8» 
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Nehmen  wir  zur  Erläuterung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln 
das  auf  pag.  43  angeführte  Erato-Keispiel  vor,  in  dem  bereits  die  zweite  sum- 
mirte  Reihe  gebildet  ist.  Wir  wollen  zuerst  durch  die  Anwendung  der  Formel  Au, 
(p^K*  53)  ^^^^  Integraltafel  für  das  Doppelintegral  zwischen  den  Grenzen  1872  Oct.  17 
bis  1873  Mai  5  herstellen.  Kei  diesem  und  den  folgenden  Beispielen  ist  wie  oben 
die  Zeiteinheit  40  Tage  gewählt,  so  dass  w  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist.    Man  erhält : 

i8720ct.  17,    1872N0V.  26,     1873  Jan.  5,    i873Feb.  14,     1873MS.  26,      i873Mai5 
"/(«+U-I-11«')    —160062.535  —137488.885  —211912.555  —185331.385  —159248.140  —134686.075 
Pfff      (o-H»-|-ll«<^)   —       225.810  —       125.112  —        41.868  4-        10.747  -f-        63.381  -|-        88.93s 


p^tfu    (a+(i+l]ir) 

4- 

1.918  4- 

3-709  -H 

4.383  -h 

4.146  4- 

3.630  4- 

1.819 

ftV"'   (ö-h[i+41tr] 

+ 

0.155  -h 

0.137  4- 

0.174  + 

0.101  4- 

0.041 

0 

A*/^'  (a+[t+llir) 

+ 

0.019  4- 

0.010  4- 

0.001  — 

0.003  — 

0.004  — 

0.004 

/y/""(fl+ii+ii«') 

+ 

0.001 

0  — 

O.OOI    — 

0.001 

0 

0 

— 160186.14    —137610.04    — 211949.86    —185306.29    —159181.09     — 134594.31 

Bestimmt  man  nach  der  Formel  .&„)   (pag.  53)  den  Werth  des  Doppelintegrales  zwi- 
schen den  Grenzen  1872  Sept.  27  bis  1873  Mai  25,  so  wird  sich  ergeben: 

i87s8ept.  27,   1872N0V.  6,   1871D6C.  16,    1873  Jan.  25,    1873MS.6,   1873  Apr.  15,     i873Mai25 
"/  (ö4-«w)  — 270318.660  —249806.410  — 225171.360  — 198653.750  — 172009.020  —  146487160  —122884.890 
Q|0/    (a4-i»)  4-      559.671 4-      343.567  4-      156.880  4-        10.591  —        93.581  —      159.941  —      «95.789 
QlV"  ^<*+**<^) —  0.344 —  l'47i —  1.020 —  1.105 —  1.890 —  1.526 —  1.126 

Qj*/*^(fl+w)  —        0.067  —        0.071  —        0.057  —         0.037  —        0.018  —        0.004  4-        0.004 

Qff^^[a-{-iw)  —         0.004  —  0.003  —  0.001  o  4-  0.001  4"  o.ooi  4*  0.001 

—  169759.40   —149464.39   125016.56   —198645.30   172104.51   146648.73   123081.80 

Man  ist  nun  in  der  Lage,  durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Werthe  die  unten 
folgende  Integraltafel  herzustellen,  aus  der  man  den  Werth  des  Integrales  für  eine  be- 
liebige, innerhalb  der  Ausdehnung  der  Tafel  gelegene  Grenze  durch  Interpolation 
bestimmen  kann.  Den  Werth  des  Integrales  fiir  eine  solche  beliebige  Grenze  auf  dem 
eben  gezeigten  Wege  zu  erlangen,  wäre  indess  sehr  umständlich  imd  es  wird  deshalb 
die  Formel  Gu)  zu  diesem  Zwecke  dtirch  passende  Beispiele  später  erläutert  werden. 

?  /*  /"  /'"  /'^  f       f 

1872  Sept.  27  —  260750.40 

+  0471.26 

Oct.    17  —  260286.14        ^J''        4-  1348.49 

+10821.75    '  /— 315.89 

Nov.     6  —  240464.30  +  1032.60  4-22.42 

.               .            +11854.35    ,  —293.47    ,           ^+3-14 

»          I»      26  —  237610.04                        +  73913         .           +27-56    ,           —2.15 

_                                       +12593.48  — 265.91                   +2.99 

»      Dec.    16-225016.56    ,        _        +  473-22                .+30-55    ,          — «-59 

+  13066.70  ^^  — 235.36                  +1.40 

1873  Jan.      5  —  211949.86    ,               ^  +  237.86                   +31-95              — 1.62 

+  13304.56  —203.41                  — 0.22 

»         »       25  —  198645.30                       +  34-45         ^    ^Q  +31.73            Q— 0-96 

_,                                      +i3339.o>  — 171.68                   — 1.18 

«    Febr.    14—185306.29                       —  13723                    +30-55              — 0-94 

+13201.78  ^     ^  — 141.13    .      «        — 2.12 

»    März      6  —  172104.51                        —  278.36                    +28.43          ^    ^0.50 

+  12923.42  ^  — 112.70             ^    — 2.62 

»  n  26    —    159181.09  —       39106  +25.81  o.— 024 

+  12532.36  —    86.89  —2.86 

»    Apnl     15  —  146648.73  —     477-95  .  +22.95 

^,  .  +12054.41  ,,     fl     —    63.94 

„    Mai         5  —  134594-32    ,  —     541  89 

Q    Q    +11512.52 

9  9  25     123081.80 
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Wfihlt  man  als  obere  Grenze  (or  den  Integral werth  1873  Jan.  15,  so  können 
hierfür  sowohl  die  erste  als  auch  die  zweite  Formel  Gu)  (pag.  59)  mit  gleichem  Vortheil 
zur  Anwendung  gebracht  werden.  Man  findet  mit  Hilfe  der  ersten,  indem  man 
Ä=s  —  0.25  setzt: 


log  Q,-  (n) 


o 
2. 104214 
9.059121 


2.70359 
7^60248 


4 
1^8587 

6.6984 


6 
0^384 


d 

»og  02^  in) 


—  1502.765 

3»» 76891 
8^862827 


3  5 

»5.565  +  37-790 

ifii92i5  1.5774 

8.13271  7»450i 


—  10.565 
1^024 
6.789 


"/{a  +  iw)  —  198653.750 
Ö2«(ii)/    [a  +  iw]  +  14.566 

Q7^(n)/"{a  +  iw)  —  2.023 

Ol*  («)/"''  (ö  +  •«')  —  0.004 


Sg     I9864I.2II 

nSf^  —      6672.631 

1873  Jan.  ,5 
JJfi^)'^^=—   205313-84 


'/{a+iw)  +  26581.170 

Ö2M«)/'  (a-4-«w)  4-  109.577 

Q2M»)/'"  (a  +  »to)  —  0.211 

Qj*(ii)/^  (a  +  *«ö)  —  0.011 

Q2''(n)f''"(a  +  iw)  —  o.ooi 


Si,  +  26690.524 


Für  die  Anwendung  der  zweiten  Formel  G»)    (pag.  59)    ergibt  sich,    indem   man 
»•  =  -}-  0.25  setzt: 

d  0246 

/^{a+[i+\]w)     +  1004.840  +  495.075  —  9».  730  +  4.565 
log/**  («+[♦+!]«')  3.002097         2.69467       in9625i       0.6594 

log-P2''W  8^017729  7.70848         711O7825         6.4385 


d     ' 

log/*  (a  +  [i +  *]«>) 
log  P,"  (m) 

I 
3^244386 
8.716699 

3 
1.3128 

7ii5254 

5 
1.5911 

6.6274 

7 
«»1452 
5n8236 

"fio  +  [i+i]«>)   —  211912.555 
Pi'Mf   {a  +  [i+^]w)  —  »0.467 

•Pj*W/"(«-»-(»+i]w)    +  2.530 

^j*N/^(« +  [»+*]«')   +  o.iio 

Pi*  W/"  («  +  (»' + 1]  to)    +  o.oo» 

Äp     —   21 1920.381 

m  S^  +      6606.532 

,1873  Ju.  IS 

(/Jrf/i         =—205313.85 


/(«+[«+ i]«»)  =  +  26517.610 
A'W/'  («+[»+!]«';        —       9' 429 

P,»  H/"'(« + [»-I- 1] »)       —       0.06g 
^2*  W/^  («+[»+ 4]  «'l      +       0.017 

■Pj'  (»»)/"•  («+  [«' + 4]  tr)         +  o.ooi 

Su  +    26426.130 


M 
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Die  auf  beide  Arten  erhaltenen  Werthe  des  Doppelintegrales  stimmen  somit  vollständig 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung ;  die  Interpolation  aus  der  obigen  Integral- 
tafel bestätigt  ebenfalls  das  gefundene  Resultat. 

Soll  das  Doppelintegiral  für  das  Datum  1873  Jan.  21  bestimmt  werden,  so 
wird  man  hierzu  die  erste  Formel  G„)  (pag.  59)  verwenden  können  und  »= — 0.10 
zu  setzen  haben.     Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

d  0246 

^^gß{(^+iy>)  2.104214  2.70359  inSsS?  0^384 

log  Q2^{n)  8.946125  7i|6i935  6.7095  5^901 


d 

I 

3 

5 

7 

f[a  +  iu>i 

—  1502.765 

«5-565 

+  37-790 

—  10.565 

log /''(«  +  »«') 

3»»7^89> 

>»>92i5 

'•5774 

1„024 

log  Qi"  («; 

8„9 12045 

8. 17612 

7n49i7 

6.830 

"/{a  +  iw)  —  198653.750  ]f(a  +  tw)  +  26581.170 

Q2"{w)/    (ö  +  »tr)  +           11.229  Q2*W/'  [a  +  iw]  +  122.726 

Q2Mw)/"(a  +  »«?)  -             2.103  Ci^^n]ßn[a+iw)  —  0.233 

Qi^{n)/''[a  +  itc)  —             0.037  02*^/"  i^  +  i^)   -  o-i«7 

Q2^(n]f{a-^iw)  o  Q2' W/^"(«  +  ««^)  —  ^-^7 


jfi 


Sg     —       198644.661  S^      +      26703.539 

nS^  — r      2670.354 

1B73  Jan.  31 
ff(l)dP    =   —   201315.01 

welches  Resultat  durch  die  obige  Integraltafel  leicht  bestätigt  werden  kann. 

Für  1873  Jan.  9  mtiss   die   zweite  Formel  Gn)   (pag.  59)    in  Anwendung   ge- 
bracht weräen  und  es  ist  m  =  -f-  o.  10  zu  setzen: 

d  02  468 

f^{a+[i+\]w)    -f  1004.840  +  495-075  —  91.730  +  4.565  +  8*465 
log/*'(o+l»  +  iJtt';  3.002097       2.694671  in9625       0.6594       0.9276 

log  Pa^dn)  8n56427i       7-915576         7^2504       6.5973       5»9533 


d 

1 

3 

5               7 

fä(a+[i+{]w) 

3f|244386         I 

.3«28 

I.59H         lnl452 

log  A"  im) 

8.636822         7^ 

,4800 

6.5877        5n7862 

"/(«+l«+l]») 

=  —  »11912.555 

'/(«4-l»  +  l]«^) 

SS  -|-    26517.610 

Pf  [m)f      (a  +  (•+  i)  IC) 

—         36.844 

AM»»)/'    (a-h[t4-i)tr) 

e=  76.069 

Pi»(m)/"    (a+[i+\]u» 

•f          4.076 

Pi»(w)/"'(«  +  l»4-|Iwj 

Ä  0.062 

Pt*[m)f»    [a  +  [i+{]w) 

4-          0.163 

P2»(m)/v  (o+fi-Hl)») 

« 4-         0.015 

P^{m)fri    (fl  +  [,  +  lJ„) 

■j-          0.001 

P,7(m)/"«(a+[i  +  llir) 

s  -j-                0.001 

P|»  («")/""  («  +  1»  + 11») 

—          0.001 

5, 

4-    26441.495 

^0 

—  111945.159 

fnS^ 

-f     2644.149 

.//>'" 


^  1873  Jaa.  9 

dP      ^  —   209301.01 


Die  directe  Interpolation  bestätigt  dieses  Resultat. 
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Weitere  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Anwendung  der  Q-  und  P-Tafeln  zur 
Berechnung  der  Doppelintegrale  erscheinen  wohl  nicht  nöthig  und  ich  gehe  daher 
auf  die  Anwendung  der  Formeln  über,  welche  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante 
der  2**"  summirten  Reihe  dienen,  nachdem  über  die  Anfangsconstante  der  i**""  sum- 
mirten  Reihe  bereits  früher  Beispiele  durchgeführt  wurden.  Der  Rechnung  lege  ich 
das  schon  auf  pag.  47  angesetzte  Beispiel  zu  Grunde.  Es  soll  die  Anfangsconstante 
der  2**"  summirten  Reihe  für  verschiedene  Zeitgrenzen  so  bestimmt  werden,  dass  das 
Integral  für  diese  Datum  (untere  Grenzen)  verschwindet. 

Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  für  die  untere  Grenze  das  Datum  1873  Dec.  31 
und  knüpfe  daran  die  Bedingung,  dass  das  Doppelintegral  für  diese  Grenze  ver- 
schwindet. Die  Formel  An)  (pag.  53)  gibt  für  ^(a),  welcher  Werth  auf  die  Zeile 
1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

H 1—         /(«—«')  =  —  o^'i  532,1 

-  -^e-    [2/«'  '^-^^    +    /"  («)]   =  -  o.cx)28,8 

+  ^^&    [3/'M«-^^i   +  2/-(«)]    =  -  O.OOOM 

"f{a)  =  —  0^1562  ; 

soll  aber  das  Doppelintegral  für  1874  Jan.  20  verschwinden,  so  gibt  die  Formel  i^n) 
(pag.  53)  für  ^]f{a),  welcher  Werth  wieder  auf  die  Zeile  1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

^/    (fl)    =  +  o:'o886,6 

+    "24^  f'  (^)    =  +  0.0005,8 


eä^/'W    =  +  0.0000,1 


"f[a)    =  +  0^0892     . 

Setzt  man  nun  die  so  ermittelten  Anfangsconstanten  als  Anfangswerth  in  die 
zweite  aummirte  Reihe  und  ebenso  die  zugehörigen  auf  pag.  47  ermittelten  Werthe  für 
die  erste  summirte  Reihe,  bildet  das  Summationsschema  für  jeden  fall  und  berechnet 
dann  nach  den  Formeln  Au)  und  jB„)  (pag.  53)  den  Werth  der  Integrale  für  die  zwei 
Grenzen,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  in  der  That  die  Werthe  dieser  Inte- 
j^le  für  die  angesetzten  Grenzen  Null  werden,  welche  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
l^stimmung  der  Anfangsconstanten  stets  vorgenommen  werden  kann.  Man  wird 
für  den  ersten  Fall  (1873  Dec.  31),  indem  ich  nur  die  Argumentwerthe  und  die  da- 
durch gebildete  Summationsreihe  anführe  und  mich  wegen  der  Differenzwerthe  auf 
die  pag.  47  mitgetheilten  Zahlen  beziehe,  und,  um  überdies  die  Stellung  der  An- 
fangsconstanten hervorzuheben,  dieselben  in  eckige  Klammem  setze,  erhalten: 

1873  Nov.     I    —  3"6i39  —  5"87i4 

4-  3.5674 
n      Dec.    II    —  0.0465  —  3-6771 

[—  0.1097] 
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1874  J<u^-    30  [ —  0.1562]  —  1.0639 

—  1.1736 
»      März      t    —  1.3298  4-  ,>-6877 

Man  findet  dann  durch  Anwendung  der  Formel  A,)  (pag.  35'  für  das  einfache  In- 
tegral für  die  Grenze  1873  Dec.  31 : 

/(«  +  [»■+!]«')    =  —  o.>097 
+  —-/'  («  +  [«  +  il«';    =  +  0.1088,8 

-  -'Lr /'"(«+ [»■+11«')  =  +  0.0008,3 


5760 
9(7680 


+  si-.«/"  («+[»■ +11«';  =  +  0.0000,3 


1873  Dm.  31 


f/(r  dl  =        o"oooo  ; 

für  das  Doppelintegral  nach  A„]   (pag.  53) : 

■y  {«+[«+{1«;  =  —  ot'1013,5 

/"(«+[»+4l«')  =  +  0.0987.7 


*4 
+     Zo-^'  («+[•  +  1]«')     -  =  +  0.0024,6 

-  , j\7,6  /"  («  +  [• + *1  *'■'       =  +  o.oooi ,  I 


1873  D0C.  31 

JTf{l)dP  =        o'/oooo       , 

so   dass   in  der  That   die  Anfangswerthe    der   summirten    Reihen    als    richtig    er- 
wiesen sind. 

Für   das   Datum    1874  Jan.  20  wird  mit  Rücksicht  auf  die   obigen  Werthe 
(pag.  47  u.  63)  das  folgende  Summationsschema  sich  ergeben : 

1872  Novbr.     I    —  5''io83       •  —  5''87i4 

4-  A373 
»     Decbr.  11     —  0.6710  —  3*6771 

[4-  0.7602] 

1874  Jan.       20    [4-  0.0892]  —   10639 

—  0.3037 
»     März        I     —  0.2143  +  1.6877 

Mittelst  der  Formel  Bt)  pag.  35  findet  man: 

lf[a^iw)         =  +  o:'2282.5 

j^f    [a  +  iit]      =  —  0.2235,3 

+     yVo    /'"(^  +  t<^)      =  —  0.0044,4 


19t 


60480 


/*  (a  +  ttc^      =  —  0.0002,4 


»497_ 
>c 

•873  Jab.  so 


+  i^/"'(''+H     =-0.0000,3 


fftj)dl  =       o^oooo 
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und  durch  Anwendung  der  Formel  An)  (pag.  53)  : 

"/(o  +  i^)         =  +  070892,0 


+  —^f  [a  +  itö)       =  —  0.0886,6 
/*'  {a  +  iw)       =  —  0.0005,8 


12 
1 


240 


+  "efe"-^'  ("  +  *"'^      =  ~  0.0000, 1 

1873  Jan.  20 

dP  =        o'/oooo 


//>« 


Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  Hn)  (pag.  59)  endlich  soll  die  An- 
fangsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  die 
Grenze  1874  Jan.  10  verschwindet;  die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  y  (a — \to) 
ist  bereits  dieser  Bedingung  gemäss  auf  pag.  48  durchgeführt  und  es  erübrigt  nur 

r 

die  Bestimmung  von  "/ [a).  Man  erhält  hierfür  nach  H„)  (pag.  59),  indem  man 
beachtet,  dass  beide  Formeln  mit  gleicher  Berechtigung  in  Anwendung  gezogen  werden 
können,  zuerst,  wenn  man  11=3  —  0.25  setzt: 

d  023 

Jog/^(a)  0^026901         9'Mi»4         V923 

log  Q2^(n)        9.059121         7,160248         6.6984 

d  1357 

f^[a)  +  2.68240      —  0.29030      +  0.07710      —  0.03880 

log/<'(a)  0.428524  9n46285  8.8871  8^589 

log  Q2^(n)  8^862827  8.13271  7n450i  6.789 


0,o(„)y^    (a)   =  —  0^1219,1  /{«  — Jtt'l+i/    (ö)  =  —  ori227,5  (pag.  48), 

Qt^{n)/"  [a)    =  —  0.0005,5  Q2M»)/*    (a)  =  —  0.1955,9 

Q^^  (»)/'"  ja)   =  —  0.0000, 1  QaM»») /'"(«)  =  -  0.0039,4 

Sg  =  —  0^1224,7  QiM»)/"  (ö)  =  —  0.0002,2 

nS^  =  +  0.0806,3  Ö2^  (n)/^"(a)   =  —  0.0000,2 

»f{a)  =  +  0^0418  *ii  =  —  0.3225,2 

Durch  Benützung  der  zweiten  Formel  (w  =  +  0.25)  findet  sich : 

d         '                o  2                       4 

f^[a—{io)  —  2.37050  +  0.27865      —  0.05695 

logf^{a—\to)        0^374840  9-44506            8^,7555 

logPi^im)               8^017729  7.70848            7^0783 

d                         iFi  3                      5 

logJ^{a—\w)        0.417173  9ii44793            8.8733 

log  Pt^{tn)                8.716699  7n52542             6.6274 


Of  f  ols«r,  BskaMciiaBSiCM.  11. 
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^2^»»)/    («— i«^)     =  +  o:'o246,9  /    {a—\w)  =  +  o:'4092,o  (p.  48) 

P'i^im)/"  (a—\w)     =s  +  0.0014,2  Pi^W/'   (ö  — l«')  =4-0.1361,0 

A*M/''  (a— Jir)     =  +  0.0000,7  P2^(w)/"'(a  — iw)  =  +  0.0009,4 

Sg    =  +  0^0261,8  Pi^Hr  [a  —  ^w)  =  +  0.0000,3 


»»-Sfi    =  +  0.1365,7  Ä'^     =  +  o'/5462,7 

'/(ö— i«?)     =  —  0:1627,5 
i  />  — itt?)     =  +  0.2046,0 


y(ö)   =  +  o7o4i8  , 
mit  dem  obigen  Werthe  völlig  übereinstimmend. 

Das  Summationsschema  wird  also,  mit  Weglassung  der  Differenzwerthe : 


■y 

/ 

f 

1873  Nov.  I 

-  4''4537 

4-  4*0863 

-  5''87i4 

»     Deo.  II 

—  0.3674 

—  3-677' 

^. 

[+  0.4092 

1874  Jan.  20 

[-|-  0.0418 

—  0.6547 

—  1.0639 

»     März  I 

—  0.6129 

+  1.6877 

Bestimmt  man  nun  nach  den  Formeln  Cr,)  und  6,1)  (pag.  42,  59]  die  Werthe  der 
Integrale  für  1874  Jan.  10,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  das  einfache  und 
doppelte  Integral  in  der  That  für  die  angesetzte  Grenze  verschwindet. 


Anhang. 

Es  wird  sich  bei  der  Ermittelung  der  speciellen  Störungswerthe  häufig  der 
Fall  ereignen,  dass  man  den  Werth  eines  einfachen  oder  doppelten  Integrales  kennen 
muss,  der  die  Grenzen  der  durch  die  vorausgehenden  Rechnungen  erhaltenen  Sto- 
nmgswerthe  überschreitet;  es  ist  klar,  dass  eine  genaue  Annahme  in  diesem  Falle 
nicht  gemacht  werden  kann,  doch  genügen  in  den  meisten  Fällen  ganz  beiläufige 
Näherungen.  Wie  die  letzteren  erhalten  werden  können,  ist  der  Gegenstand  der 
folgenden  Auseinandersetzungen. 

Sei  f^  (m)  irgend  ein  Differenzwerth  der  c2^"  DifferensEreihe,  so  wird  der  diesem 
Werthe  in  der  Richtung  der  Fortschreitung  folgende  Werth  sein: 

d  d  rf'ft  <r+9  d-f3 

/{^  +  0=/W+/(^-i)+/(m-i)+/(m-f) +  ...., 

welcher  Ausdruck  völlig  bekannte  Differenzwerthe  enthält,  und  eine  genügende  An- 
näherung erreichen  läast,  da  ja  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Berechnung  der  vorge- 
legten Funktion  innerludb  hinreichend  enger  Intervalle  ausgeführt,  oder  allgemein, 
dass  die  Funktion  nach  Potenzen  des  Argumentes  entwickelt  ist. 

Wollte  man  die  Rechnung  rückwärts  fortsetzen,  so  wird  man,  sich  auf  be- 
kannte Differenzwerthe  .beschränkend,  haben: 

f\m—i]  =/H  —/^+k)  +f%+i)  -/S  +  f   +    .... 
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Indem  man  auf  das  Intervall  y  (md=  2),  wo  das  Zeichen  je  nach  der  Richtung  des 
Fortschreitens  zu  nehmen  ist,  übergeht,  hat  man  vorerst  für  das  obere  Zeichen: 

il  .  tf        .  tf+i  (<+>  d^z 

/{iii+2)=*/(i»4-i)+/(w  +  l)  +/W+/(m-i)   ... 

wo  jetst  rechter  Hand  noch  unbekannte  Differenzwerthe  vorkommen.  Man  beachtet, 
dass  ist: 

4  d  d-k^t  dA^  f<-f3 

/(m+i)  =/(m)  +/(m-l)  +/(m-i)  +/(m-|)  +  .... 

rf+t  rf+i  rf+a  rf+3 

if+a  (<+a  if+3 

<+3  «'+3 

/(w-i)=  /(»»-1)+  .... 

und  findet  daher  leicht: 

d  d  d-i-x  rf+a  rf+3 

/(w4-2)  =/(m)  +2/(^-1)  +  3/ (m—i)  +4/(m-|)  +  ... 
und  für  die  Fortsetzung  der  Funktionswerthe  nach  rückwärts: 

d  d  d-^x  d+3  1I+3 

/  (m-2)  =/  H  _  2/  (i»+i)  +  3/  (m+ 1)  -  4/  (OT+I)  +  . . . 
oder  allgemein  zum  Uebergang  auf  einen  beliebigen  Differenzwerth : 

/(w±ii)=/{m)d:w/(mzFl)  +  --^-j^  (0 

welches  Resultat  übrigens  sofort  aus  der  Newton' sehen  Interpolationsformel  erhalten 
werden  kann.  Mit  Hilfe  dieser  Formel  wird  man  sich  also  ohne  Schwierigkeit  die 
im  Differenzschema  noch  fehlenden  Differenzwerthe  direct  bilden  können.  Ich  ziehe 
dieses  Verfahren  dem  sonst  üblichen  vor,  die  Differenzen  mit  Rücksicht  auf  den 
Gang  der  Funktion  im  Voraus  zu  bilden. 

Ein  specieller  Fall,  der  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  Be- 
tracht kommt,  lässt  sich  direct  noch  etwas  einfacher  erledigen,  indem  man  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  des  geforderten  Integralwerthes  gelangt. 

Es  sei  die  Rechnung  bis  zu  dem  Intervalle  [a-^iw)  vorgeschritten  und  es 
wird  das  einfache  Integral  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Argument  (a-|-[f-hi]t<') 
gefordert.     Man  hat  hierfür  zunächst  die  Formel: 

lÄut  man,  was  völlig  gestattet  ist,  in  diesem  Falle  die  aus  den  dritten  Differenzen 
resultirende  Correction  des  Integrales  weg  und  beachtet,  dass  ist,  indem  wir  mit  im 
Differenzschema  wirklich  vorkommenden  Grössen  zu  thun  haben : 

/'  (a+  [i+ 1] «,)  =  .[/•  (a4- [»•+ i]  v>)  +  {/'  (a+  [»+|] «)  , 
<o  erhalt  man   leicht  nach  (i),    da  y  (a  +  [t+|]«']    schon  durch   die   Summation 
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selbet  gegeben  ist,  die  vorkommenden  Funktionswerthe  durch  bekannte  Zahlen  aus- 
drückend : 

+  /"(«+[•— »1«)  4-.... 
/•  (o+  [i+\]  to)  =/•  (a+ [t-l] »)  +f"  (a+ [i- 1]  w)  +/>"  (a  +  [i—\]  «>)  +  .... 
/' («+[»+!]«')  =/'(«+ [»-4] w)  +  2/^"(a+[.--iH  +3/>"(a4- [»•-'♦]«')  +  •■  •• 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Integralformel  ein,  so  findet  man : 

+  5  {  '°-^'  ("+ 1*  ~*^  «'i  +  9/"  («4- 1«'- 1]  tp)  +  8/"'  (a  +  [i-  i]  w]  + 

+  7/"'{ö+[«— 2]«») +••••)  (2) 

Würde   man  dieses  Verfahren  für  die  Fortsetzung  der  Rechnung  nach  rückw^tfts 
benützen,  so  erhielte  man: 

f/{l)  rf/  =  «,  {  y  (a  +  [••-«  w)  -  i/  (a +t«,)  } 

4-  j^l  io/'(a+[«+i)«»)  -9/"  («+[«■+ ilto)  +  8/'"{«  +  l»4-l]  u>)  — 

-7/"(«4-[«+2]w)+....}  (3) 

welche  Formeln  in  der  Anwenduqg  wegen   der  einfachen  Zahlencoefficienten  Vor- 
theile  bieten. 
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Ermittlang  der  speciellen  Störungen. 


§  1.    Allgemeines  und  EntwicUung  der  Orundgleicliangen. 

Die  Methoden  der  Bahnbestimmung,  die  im  ersten  Bande  vorgetragen  wurden, 
haben  die  störende  Wirkung  der  Planeten  auf  die  Bewegung  des  in  Betracht 
kommenden  Himmelskörpers  nicht  berücksichtigt;  der  Einfluss  dieser  letzteren  wird 
jedoch,  wenn  man  die  Bewegung  desselben  durch  eine  längere  Zeit  verfolgt,  sehr 
merklich,  und  kann  dann  ohne  Nachtheil  für  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung 
nicht  übergangen  werden.  Die  Berechnung  dieser  störenden  Einwirkung  kann  aber, 
wie  es  in  der  Einleitung  zum  ersten  Bande  angedeutet  wurde,  nach  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden,  indem  man  einerseits  von  einem 
Punkte  der  Bahn  ausgehend,  an  dem  der  Ort  imd  die  Bewegung  (gleiche  Tangente) 
in  der  gestörten  und  ungestörten  Bahn  identisch  sind,  die  Störungen  Schritt  für 
Schritt  verfolgt  und  deren  Anwachsen  successive  berechnet;  man  nennt  diese  Art 
der  Berechnung  die  Methode  der  speciellen  Störungen,  und  diejenigen  Elemente, 
die  für  einen  gegebenen  Augenblick  den  Ort  und  die  Bewegung  des  Himmels- 
körpers identisch  mit  der  gestörten  finden  lassen,  die  osculirenden  Elemente.  An- 
dererseits kann  man  aber  die  Zeit  unbestimmt  lassen,  indem  man  die  in  Betracht 
kommenden  Störungswerthe  als  Funktionen  der  unbestimmt  gelassenen  Zeit  dar- 
stellt •  Die  Ermittlung  der  Coefficienten  dieser  Funktionen  stösst  aber  in  der  Hegel, 
wenn  die  Excentricitäten  und  Neigungen  der  Bahnen  nicht  klein  sind,  auf  ganz 
erhebliche  Schwierigkeiten  und  deren  Ermittlung  ist  nach  den  bisherigen  Methoden 
sehr  zeitraubend  und  kann  bisweilen  in  Folge  des  Anwachsens  der  Bechnungs- 
operationen  zu  einem  übermässigen  Umfange,  als  nahezu  unausführbar  bezeichnet 
werden.  Jedoch  bietet  diese  Methode  in  ihrer  Anwendung  auf  die  grossen  Planeten, 
wo  es  sich  darum  handelt,  die  Störungen  durch  Jahrhunderte  zu  verfolgen^  ganz 
wesentliche  Yortheile  und  gewährt  manchen  Einblick  in  den  Mechanismus  des 
Sonnensystems,  der  bei  der  Anwendung  der  speciellen  Störungen  nicht  möglich 
wäre.  Da  aber  (ur  die  nächsten  Zwecke  des  vorliegenden  Lehrbuches  die  Aus^ 
einandersetzung  der  speciellen  Störungen  genügt,  so  werde  ich  mich  hier  auf  die- 
selbe beschränken. 
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Auf  pag.  40  des  ersten  Bundes  wurden  die  Kräfte ,   mit  der  die  Sonne  und 
der  in  Betracht  kommende  Himmelskörper  auf  einander  wirken,  gefunden: 


Xo  = 

—  *»(> 

+ 

m) 

4» 

Y,- 

-*»{« 

+ 

«) 

^0- 

-*»{» 

+ 

m) 

z 

wobei  gesetzt  ist: 

r«  =  4:2  +  y«  +  «S 

überdiess  stellt  m  die  Masse  des  Himmelskörpers  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  k 
die  bekannte  Constante  des  Sonnensystems  vor. 

Tritt  nun  ein  dritter  Körper  hinzu,  dessen  Coordinaten  z^^  tf^  z^  sind,  und 
dessen  Masse  m^  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  ist,  so  wird  die  Wirkung  dieses 
störenden  Planeten  in  der  Entfernung  q  und  in  der  Zeiteinheit  sein: 

wobei  q  berechnet  wird  nach:  . 

a*  =  (ar,  - x)i  4-  (y,  - y)'  +  h  - 2)'. 

Zerlegt  man  die  eben  hingeschriebene  Gesammtwirkung  nach  den  Coordinaten- 
Achsen  und  bedenkt,  dass  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  q  mit  den  drei 
Achsen  einschliesst^  der  Reihe  nach  durch: 


Q      ^        9      ^        Q 


dargestellt  werden,  so  erhält  man  die  Kräfte,   die  der  störende  Planet  auf  den  ge- 
störten Himmelskörper  direc^  ausübt,  für  die  drei  Achsen 


*'«i-l-.**»»i  ^^^.** 


I7I| 
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Doch  muss  noch  eine  weitere  indirecte  Einwirkung  berücksichtigt  werden;  da  die 
Bewegung  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bezogen 
wird,  so  muss  man  noch  die  Kräfte  in  Rechnung  ziehen,  welche  der  störende  Planet 
auf  die  Sonne  ausübt.  Bezeichnet  man  mit  r^  die  heliocentrische  Entfernung  des- 
selben, also  seinen  Radiusvector,  so  ist: 

und  die  die  Soime  bewegenden  Kräfte  sind: 

die  naturgemäss  von  den  obigen  in  Abzug  gebracht  werden  müssen,  um  die  relative 
Bewegung  gegen  das  Sonnenoentnun  zu  erhalten;  hiermit  wird  also  als  das  Re- 
sultat der  Einwirkung  des  störenden  Planeten  zu  setzen  sein: 
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Würde  man  weitere  störende  Planeten  berücksichtigen,  so  ist  es  klar,  dass  ganz 
ähnliche  Ausdrücke  für  die  Kräfte  entstehen,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  entsprechend  abgeänderten  Massen  und  Coordinaten  in  Rechnung  zu  ziehen 
sind ;  man  wird  also  erhalten : 

x=*'».  i--^-^}  +*■•«.  {^- -  5-}  +  *' ".  {^  -  5}  +  •• 


+  ... 


und  da  : 


Xo  +  X 


^  =  r  -I-  y 

Ä  =  -^0  +  ^ 

ist,  so  erhält  man  als  Grundgleichungen  der  gesammten  Storungstheorie : 


dt^ 


welche  man  jedoch,  in  Anbetracht,  dass  die  Massen  derjenigen  Himmelskörper,  auf 
die  die  Störungsrechnung  nach  der  hier  vorgetragenen  Methode  zur  Anwendung 
kommt,  stets  der  Null  gleichgesetzt  werden  dürfen,  in  der  folgenden  einfacheren 
Form  schreiben  kann: 


dfi 


+*'^= 2*-.  {«?'-.?} 
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Vergleicht  man  diese  Grundgleiohungen  der  Störungstheorie  mit  jenen,  welche  fiir 
das  Problem  zweier  Körper  gelten  (Hand  I  pag.  40  (i)),  so  findet  man  linker  Hand 
vom  Gleichheitszeichen  eine  völlige  Uebereinstimmung,  rechter  Hand  aber  steht 
anstatt  der  Null  die  Summe  der  störenden  Kräfte.  Je  kleiner  aber  die  störenden 
Massen  nii  sind ,  um  so  mehr  wird  sich  de^  Ausdruck  rechter  Hand  der  Null  an- 
nähern, und  da  die  Massen  der  Planeten  in  Theilen  der  Sonnenmasse  genommen 
kleine  Grössen  sind,  so  wird  diese  Ueberlegung  sofort  den  Schluss  erlauben,  dass 
in  der  That  in  der  ersten  Annäherung  die  Störungen  vernachlässigt  werden  können, 
ohne  dass  das  erlangte  Resultat  allzusehr  von  der  Wahrheit  abweichen  würde.  Man 
wird  jedoch  hierbei  noch  in  Erwägung  ziehen  müssen,  di^s  die  Ausdrücke  rechter 
Hand  selbst  bei  der  Kleinheit  der  Massen  l^edeutende  Werthe  erlangen  können, 
wenn  die  Nenner  f  und  r^  sehr  klein  werden;  die  Kleinheit  von  ri  hat  vorerst  keine 
Bedeutung  in  unserem  Sonnensystem,  wohl  aber  kann  besonders  für  Kometenbahnen 
unter  Umständen  f  ganz  ausserordentlich  klein  werden;  in  der  Thai  findet  man 
Beispiele,  wo  Kometenbahnen  durch  die  störende  Einwirkung  der  Planeten  total 
geändert  wurden ;  es  ist  sogar  einigermassen  wahrscheinlich ,  dass  die  Kometen 
von  kurzer  Umlaufszeit  ihre  stark  von  der  Parabel  abweichenden  Bahnen  hier- 
durch erhalten  haben.  Die  für  die  Kometen»  gemachte  Bemerkung  gilt  ebenfalls 
für  die  Trabanten,  bei  denen  in  Folge  der  Kleinheit  von  f  nicht  einmal  die  Dif- 
ferentialgleichung für  die  ungestörte  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Näherung  ab- 
geben würde,  und  man  bei  Weitem  brauchbarere  Näherungen  erhält,  wenn  man  die 
Gleichungen  so  umsetzt,  dass  die  Sonne  als  störender  Körper  auftritt,  dessen  Ein- 
fluss  in  der  ersten  Näherung  übergangen  werden  kann. 

Die  Gleichungen  i  (pag.  71)  lassen  sofort  erkennen,  dass  man  dieselben  in  zwei 
wesentlich  verschiedenen  Formen  für  die  Rechnung  benützen  kann;  einerseits  wird 
man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  berechnen  können,  wobei  die  Wahl 
der  Coordinaten  noch  dem  Ermessen  überlassen  bleibt,  andererseits  weiss  man,  dass 
die  obigen  drei  Differentialgleichutigen  zweiter  Ordnung,  falls  keine  Störungen  vor- 
handen sind,  sechs  Constanten,  die  Elemente,  enthalten,  durch  deren  entsprechende 
Variation  offenbar  erreicht  werden  kann,  dass  den  Störungsgleichungen  genügt  wird. 
Beide  Arten  der  Lösung  sollen  im  Folgenden  auseinandergesetzt  und  vorerst  die 
Störung  in  den  Coordinaten  entwickelt  werden,  wobei  die  zwei  Hauptmethoden  in 
Betracht  kommen,  je  nachdem  man  die  rechtwinkligen  oder  die  polaren  C/Oordinaten 
wählt. 


A).  Enoke'B  Methode  der  Bereohnnng  der  Bpedellen  Stomngen. 
§  2.  Transformatloil  der  Gmndglelehiuigeii. 

» 

Encke^s  Methode  der  Störungsr^hnung  beruht  auf  der  unmittelbaren  Ver- 
wendung der  obigen  Störungsgleichungen;  dieselbe  wurde  durch  Encke  unabhängig 
von    Bond    aufgefunden;     wiewohl    Bond    in    der   Auffindung   der    Methode    das 
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Prioritätsrecht  unbezweifelt  in  Anspruch  nehmen  kann,  so  geben  doch  die  lichtvolle 
Darstellung  der  Methode,  die  vorgenommenen  zweckentsprechenden  Transformationen 
und  die  glückliche  Anwendung  Encke  das  unbestrittene  Verdienst,  dieselbe  der 
Praxis  zugeführt  zu  haben ;  man  kann  daher  diese  Methode  in  der  gegenwärtigen 
Form  wohl  an  Encke^s  Namen  knüpfen. 

Encke* s  Methode  ermittelt  die  Störungen  in  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten.  Bezeichnet  man  die  ungestörten,  auf  ein  fixes  in  den  Sonnenmittelpunkt  als 
Anfangspunkt  gelegtes  Coordinatensystem  bezogenen,  Coordinaten  mit  a;^,  y^,  z^, 
die  Störungen  in  den  einzelnen  Coordinaten  mit  f,  tj,  C,  so  sind  die  thatsächlich 
^«tattfindenden,  also  gestörten,  Coordinaten  :r,  y,  z  dargestellt  durch  : 

V  =  Vo  +  V    \  ^,  0 

^   =  «0  +  C      ) 

Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  der  Zeit  giebt: 


dix 

dt^ 

dfi           dfi 

diy 
dt^ 

rf»yo          tPv 
dfi            dt^ 

tPz 
di^ 

dti           dfi 

Bezeichnet  man  mit  Tq  den  ungestörten  Radiusvector,  so  ist 

ro'  =  V  +  yo^  +  ^'  , 
und  nach   Band  I  pag.  40   hat    man  für  die  ungestörte  Bewegung  die  Differential- 
gleichungen : 


d(i 


?^  =  -AMi+m) 


dfi 


ro' 


3 


^ *M'+-)^; 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (2)  und  fuhrt  in  denselben 
für  die  zweiten  Differentialquotienten  der  gestörten  Coordinaten  die  auf  pag.  71 
(gefundenen  Gleichungen  ein,  so  findet  man  sofort  die  Enck ersehen  Grund- 
gleichungen : 


3) 


Die  Berechnung  der  ersten  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bietet  im 
Allgemeinen  wenig  Schwierigkeit,  doch  sowohl  in  diesen  Gliedern^  als  auch  in  den 
zweiten  sind  die  Stöningswerthe  f ,   ry,   ^,  also  jene  Werthe  selbst  enthalten,  die  man 

Uppolr^r,  RababentiminaiigeB.  U.  10 


—   7*   — 

zu  bestiininen  sucht;  doch  ist  es  wesentlich  am  hemerken,  dass  in  den  ersten  Glie- 
dern wegen  des  Factors  m^  die  Substitution  x^,  y^,  Zq  für  Tj  y,  z  erlaubt  erscheint, 
ohne  dass  man  mehr  als  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt.  Man  kann  dem- 
nach diese  ersten  Glieder,  wenn  man  die  Störungswerthe  zweiter  Ordnung  über- 
gehen will,  direct  berechnen,  und  bezeichnet'  dieselben  deshalb  als  die  directen 
Glieder;  später  wird  aber  gezeigt  werden,  wie  man  in  diesen  directen  Gliedern 
auch  die  Störungswerthe  zweiter  nnd  höherer  Ordnung  ohne  Mühe  aufnehmen  kann. 
Eine  wesentliche  Schwierigkeit  bieten  aber  die  zweiten  Glieder;  vorerst  stehen 
dieselben  in  einer  Form,  die  eine  genaue  Berechnung  ohne  Anwendung  sehr  grosser 
Tafeln  nicht  gestattet,  und  femer  bedarf  man  zu  ihrer  Ermittlung  einer  Verhältnisse 
massig  genauen  Kenntniss  der  Störungswerthe ;  da  diese  Glieder  in  Folge  des  letz- 
teren Umstand  es  nur  durch  eine  indirecte  Rechnung  erlangt  werden  können,  bezeichnet 
man  dieselben  als  die  in  directen  Glieder. 

Der  erstere  oben  angeführte  Nachtheil  kann   leicht  genug  behoben  werden; 
man  kann  nämlich  leicht  finden,  dass  ist: 


und  es  ist  dadurch  zimächst   der  Vortheil  erreicht,    dass  für  alle  drei  C-oordinateu 
das   schwierig   zu  berechnende   Glied    auf  den   allen   drei  gemeinsamen   Ausdruck: 

1 ^~ ,  reducirt  erscheint. 

Es  ist  offenbar: 

r^  =  (^0  +  S)2  +  ^yo  +  '/)2  +  (^  +  l'}  . 
also  auch : 

r«  =  T^  4-   (2^0  +  5J   ^  +  (2yo  +  V   V  +  (2^  +  n    :  r 

und  man  wird  daher  schreiben  können: 

;J  =  *  +-;^{(^  +  iS  f  +  (yo  + 1 '//  n  +  (^.  + 1  r)  5;}  =  i  +  2^, 

wobei  q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Störungen  sein   unrd   und   bestimmt  er-* 
scheint  durch  die  Relation: 

es  wird  also  : 

sein,  oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  q  entwickelt,  so  findet  sich  sofort: 

^  =  ,  _  3  y  4-'"S»  -  -■-  ?»  +    •  • 
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Setzt  man  demnach: 

SO  wird  sich  f  leicht  mit  Hilfe  des  Axgumentes  q  berechnen  lassen.  Indem  ich 
vorerst  nicht  darauf  eingehe,  wie  die  Berechnung  dieser  Tafel  durchgeführt  werden 
kann,  bemerke  ich  nur,  dass  die  Tafel  XI  mit  dem  Werthe  q  als  Argument 
log /*  unmittelbar  ergibt;  als  Grenzwerthe  für  q  sind  — 0.03  und  +0.03  ange- 
nommen, was  fUr  alle  Fälle,  die  bei  dieser  Methode  eintreten  können,  mehr  als  aus- 
reichend ist.  Die  Tafel  selbst  bedarf  wohl  kaum  einer  näheren  Erläuterung;  die- 
selbe ist  auf  6  Dedmalen  beschränkt,  da  diese  Genauigkeit  selbst  bei  den  umfassend- 
sten Störungsrechnungen  genügend  erscheint. 

« 

Man  kann  daher  mit  Rücksicht  auf  (4]  schreiben: 


.3 


r3 

z 
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»"0 


=  =^  (/?^-?); 


setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (3]  (pag.  73]  ein  und  nimmt,  da  die 
Massen  der  Himmelskörper,  die  dieser  Rechnungsmethode  unterworfen  werden,  stets 
unmerklich  sind, 

m  :=  o 

au,  so  erhalten  die  Gleichungen  die  folgende  Gestalt: 


«=*.j», 


rf»f 


7) 


Ehe  ich  diese  Gleichungen  weiter  für  die  praktische  Anwendung  verwerthe, 
will  ich  dieselben  auf  jene  einfachere  Form  bringen,  die  dieselben  annehmen,  wenn 
man  nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnehmen  will ;  man  hat  dann  offenbar : 

'  „  _  «JB^  +  yo^  +  tp? 

0    SS . 


^ 

A» 


g  =  *.;.«.  r^^^-^l-f -Sri  3.. -,t 


^1 
dfi 


8) 


In  yielen  Fällen  wird  man  mit  diesen  Gleichungen,  die  also  der  y-Tafel  nicht 
bedürfen,  eine  genügende  Genauigkeit  erhalten;  doch  ist  die  Abkürzung  der  Rech- 
nung nicht  aUzu  bedeutend  und  es  wird  sich  daher  wohl  empfehlen  in  der  Regel 

10» 
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Ton  den  strengen  Gleichungen  (7)  Gebrauch  zu  machen.  Uebrigens  lassen  sich  für 
den  Fall,  dass  man  nur  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Massen  berücksichtigen 
will,  wesentlich  bequemere  Rechnungsformen  angeben,  auf  die  später  eingegangen  wird. 
Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Werthe  der 
/-Tafel  herstellen  kann.  An  sich  würde  schon  die  Anwendung  der  in  (6)  ange- 
gebenen Reihe  nicht  unbequem  sein,  doch  würde  man,  um  die  letzte  Stelle  in  der 
Tafel  XI  sicher  zu  stellen,  einer  zehnstelligen  Rechnung  bedürfen ,  welche  wegen  der 
dabei  nothwendigen  Interpolationen  ziemlich  beschwerlich  ausfallen  würde ;  ich  werde 
demnach  die  Rechniingsoperationen  so  transformiren,  dass  man  in  der  zehnstelligen 
Tafel  jede  Interjiolation  vermeidet.  Vorerst  will  ich  aber  für  f  die  geschlossene  Form 
hinschreiben,  die  unter  Umständen  mit  Vortheil  benützt  werden  kann. 

Man  erhält  zunächst: 

/*=  '  —  (« -f-  ^y)""*  . 

schreibt  man  nun,  um  die  Form  %  zu  vermeiden,  die  für  unendlich  kleine  Werthe 
von  q  eintritt: 

2q=  (l/r+ V^  —  i)  (|/r+   iq  +  i) 

so  erhält  man: 

1 /•=  i_~fi-i-»?r^ _i . 

fuhrt  man  nun  die,  mit  Rücksicht  auf 

{!-(.+  2q)-\  }  :  {  VT+7i  -  .}  =  ^^^  +  —i—  +  — I—, 

geschlossen  mögliche  Division  aus,  und  setzt  der  Kürze  halber: 

I 

so  ist: 

- <t«  -h  «3  -I-  «< 

J  I  -f-  « 

womit  die  verlangte  Form  erreicht  ist,  welche  in  der  That  eine  bequeme  und  sichere 
Rechnung  gestattet,  aber  für  die  Anwendung  zehnstelliger  Tafeli)  beschwerlich  wäre. 
Der  obigen  Reihe  fUr/  kann  man  aber  sofort  eine  stärkere  Conveigenz  ertheilen, 
wenn  man  die  folgende  Transformation  benützt: 

Die  Entwicklung  gibt: 

setzt  man  also  für  den  Klammerausdruck: 

so  wird  li  gefunden  dtircli  die  Voigleichung  der  beiden  Werthe  und  es  ist: 
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24  *      '     i6  ^  ii8  *      '     768  ^  1014  ^      '     2048  *  ' 

schreibt  man  also: 
80  wird: 

=^  =  (i  +  2?)-Mi+«)M'  +  (e)) 

oder  unter  Anwendung  der  logarithmischen  Heihe: 

Hf=  log3  -  flog  {l  +  2q)+  410g  {l   +  ^)  +  Mod  {{q)-\  {q)^  +  i  (e)3  -  ,  .  }. 

Das  letzte  Glied  kann  selbst  für  die  Grenzwerthe  von  q  mit  Hilfe  7  stelliger 
Tafeln  auf  1 1  Decimalstellen  genau  bestimmt  werden,  und  es  erscheint  demnach  die 
Berechnung  der  Werthe  für  log/  mit  Hilfe  zehnstelliger  Tafeln  ohne  jede  Inter- 
polation in   den  letzteren  hergestellt. 

Die  hinten  angehängte  y*-Tafel  ist  nach  dieser  Formel  durch  Herrn.  F.  Anton 
mit  grosser  Sorgfalt  10  stellig  berechnet  und  ist  daher  völlig  auf  eine  halbe  Einheit 
der  letzten  Stelle  richtig.  Für  einen  Fall  (y  = -f- 0.0251)  musste,  um  die  sichere 
Richtigstellung  der  letzten  Decimale  zu  erhalten,  der  Logarithmus  1 2  stellig  berechnet 
werden.  In  Nummer  2130  der  astronomischen  Nachrichten  habe  ich  die  Fehler  der 
Encke' sehen  7  stelligen  Tafel,  die  sich  nach  dieser  Rechnung  ergaben,  mitgetheilt; 
die  daselbst  angeführten  Correctionen  können  daher  benützt  werden,  fällst  das  He- 
dürfniss  nach  einer  völlig  correcten  7  stelligen  Tafel  eintreten  sollte. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  Gleichungen  (7)  (pag.  75)  der  Stönmgs- 
rechnung  zu  Grunde  legen  kann  und  setze  vorerst  voraus,  dass  die  Störungsrechninig 
bereits  im  Gange  ist;  die  Vorschriften,  die  man  beim  Beginne  derselben  zu  befolgen 
hat,  werde  ich  später  vornehmen. 

Die  Störungsrechnung  selbst  gibt  die  zweiten  Differentialquotienten  der 
Störungswerthe ;  wendet  man  auf  die  durch  die  Rechnung  für  gewisse  fixe  Zeit- 
intervalle festgestellten  Werthe  die  doppelte  Summation  an^  wie  dies  bei  der  mecha- 
nischen Quadratur  ausführlich  erläutert  wurde,  so  gelangt  man  durch  diese  zu  ge- 
näherten Integralwerthen,  die  fiir  die  Zeit  der  Störungsrechnung  durch  Correktionen, 
die  von  dem  Argumentwerthen  und  deren  geraden  Differenzen  abhängen,  strenge  er- 
halten werden  können.  Man  bat  nämlich  mit  Uebergehung  von  Gliedern,  die  wohl 
nie  merkbares  bewirken  können  nach  Bn)   (pag.  53),    iv  der  Einheit  gleichsetzend: 


fß 


wäre  der  letzte  Werth  des  2**"  Differentialquotienten /(a-|-(« —  i)to)  gefunden  wor- 
den» 80  findet  man,  wenn  man  die  Summirung  ausführt,  streng  "/(a-^-iw);  ebenso 
würde,  wenn  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortgesetzt  bis  ziif(a — (t — i)w)  ge- 
langt wäre,  "/{a  —  iw)  erhalten  werden.     Das  Resultat  dieser  Betrachtungen   fuhrt 
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uns  zii  dem  Schhisse,  Aass  für  das  nächste  Intervall ,  für  welches  die  Störungs- 
rechnung noch  nicht  fortgeführt  erscheint,  durch  die  mechanische  Doppel-Quadratur 
der  doppelt  summirte  Werth  bekannt  ist;  man  hat  demnach  durch  die  Hilfsmittel 
der  mechanischen  Quadratur  bereits  einen  Näherungswerth  für  ^,  i;,  t,  der  in  die 
Formeln  (7)  eingesetzt  einen  schon  sehr  genäherten  Werth  für  den  zu  berechnenden 
zweiten  Differentialquotienten  abgeben  wird ;  ist  einmal  dieser  Werth  ermittelt,  so  wird 
man  denselben  benutzen,  mn  einen  der  Wahrheit  näher  kommenden  Integralwerth 
der  Rechnung  zu  Grunde  zn  legen  und  die  Operationen  so  lange  fortsetzen,  bis 
keine  Aenderung  der  berechneten  Werthe  eintritt.  Dieses  Verfahren  wäre  aber  sehr 
zeitraubend  und  beschwerlich,  und  man  sieht  sofort  ein,  dass  man  das  Ziel  weit 
rascher  erreichen  kann,  wenn  man  nach  dem  Gange  der  Funktion  ,  etwa  mit  Hilfe 
der  auf  pag.  67  entwickelten  Formeln,  den  zu  erwartenden  zweiten  Differential- 
quotienteu  extrapolirt  und  den  so  erhaltenen  Werth  sofort  zur  Correktion  des  doppelt 
summirten  Werthes  benützt.  In  der  That  erreicht  man  dadurch  meist  schon  im  ersten 
Versuche  eine  so  bedeutende  Annäherung,  dass  die  zweite  Rechnung  bereits  die 
genauen  Werthe  ergibt ,  ein  Verfahren,  welches  von  Encke  für  diesen  Fall  in  Vor- 
schlag gebracht  und  vielfach  angewendet  wurde.  Dieses  Rechnungs verfahren  ver- 
meidet jedoch  nicht  völlig  die  indirecte  Rechnung,  indem  die  Erfahrung  lehrt,  dass  es, 
wenn  die  Störungen  nur  halbwegs  anwachsen,  eben  unmöglich  wird,  den  zu  erwar- 
tenden Werth  mit  einem  solchen  Grade  der  Sicherheit  zu  bestimmen,  dass  die  Wieder- 
holung der  Rechnung  mit  dem  verbesserten  Werthe  immer  vermieden  werben  könnte. 
Es  lässt  sich  jedoch  eine  Vorschrift  angeben,  die  auch  diesen  Mangel  behebt. 

Das  Glied  —  lii^y^'  (^  +  i  ^1  fügt  in  der  Regel  wenig  merkbares  hinzu,  und 
man  kann  den  Werth  des  Integrales  ohne  Mitnahme  dieses  Gliedes  als  genügend 
genau  ansehen t  man  kann  dieses  Glied  also  entweder  ganz  übergehen,  oder  das- 
selbe, was  vorzuziehen  ist,  uberschlagsweise  nach  dem  Gange  der  Funktion  in 
Rechnung  ziehen ;  bei  der  Kleinheit  des  Factors,  mit  dem  der  zweite  Differenxwerth 
zu  multiplioiren  ist,  wird  die  Unsicherheit  über  den  Gang  der  Funktion,  die  noth- 
wendigerweise  die  Extn^lation  mit  sich  bringt,  von  keiner  Erheblichkeit  sein  und 
man  kann  daher  die  Behauptung  aufstellen ,  dass  das  Glied  —  lir/^  (^  "^  ^  ^) 
schon  vor  Beginn  der  Rechnung  des  diesbezüglichen  StorungsintervaUes  als  genügend 
genau  bekannt  angesehen  werden  kann. 

Gibt  man  den  Gleichungen  (7].  (pag.  75)  durch  Einfuhren  einiger  Abkür- 
zungen eine  ooncisere  Form,  indem  man  setzt: 


9) 


SO  wird  KeMrhrieben  werden  können: 
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dp 

d^t; 


+  h^  =  2[X)+hfqX 


^^  +  Ä :  =  :s  (Z)  H-  hfqz ; 


«Pf 


lO) 


in  diesen  Ausdrücken  kann  man  die  Werthe  für  die  gestörten  Coordinaten  des  Pla- 
neten als  bekannt  voraussetzen  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen;  denn  es 
genügt  fiir  dieselben  die  Störungen  nur  beiläufig  zu  keniien,  da  die  Coordinaten 
selbst  durchaus  mit  Grössen  von  der  Ordnung  der  Störungen  raultipliciTt  erscheinen. 
Man  wird  also  mit  Rücksicht  auf  den  Gang  der  Funktionswcrthe  und  auf  die  Re- 
geln der  mechanischen  Integration  leicht  genügende  Annäherungen  für  dieselben 
erhalten y  die  keiner  Verbesserung  bedürfen.     Setzt  man  nun: 

%  =  "/(!;)(«+»«')+TV^(y)~ao/'(»)(«+H     \  ") 

welche  Werthe  als  völlig  bekannt  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  mit  Rücksicht 
auf  die  obige  (pag.  77]  für  die  mechanische  Integration  angesetzte  Formel,  wenn  man 
dieselbe  auf  alle  drei  Coordinaten  anwendet  und  statt  des  Doppelintegrales  bezie- 
hungsweise die  Werthe  |,  ij  und  ^  schreibt: 


l'i '' '/ 


12) 


man  findet  also: 

^/(i+AÄ)=Ä'(v)  +  TVA/?y  [  13) 

nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (5)    (pag.  74): 

ro*  9  =  (^0  +  i  §)  ?  +  (yo  +  1 1?)  1?  +  (^  +  i  C)  C  ;  14) 

wo  wieder  die  in  den  runden  Klammem  stehenden  Werthe  mit  Rücksicht  auf  den 
Factor  von  der  Ordnung  der  Störungen  als  hinreichend  genau  bekannt  angesehen 
werden  können,  indem  die  Werthe  J  f,  \  rj  und  ^  t  durch  Extrapolation  hierfür  mit 
ippnügendcr  Schärfe  zu  erhalten  sind.  Führt  man  nun  für  ^,  r^  und  l  in  (14) 
die  Werthe  aus  (13)  ein  und  sehreibt  der  Kürae  wegen: 


a 
b 

c 


—     ^+n 


.yo+  iv 

rQ^  i  +  i^fA; 


15 
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welche  Werthe  also  wieder  direct  erhalten  werden,  so  wird: 


q  =  _  "i'lJ[_I_riyJ_LJLzv?L      ,  16) 


k 


womit  der  Werth  von  q  sofort  direct  gegehen  ist,  sohald  der  Werth  von  f  bekannt 
ist ;  diese  scheinbar  indirecte  Rechnung  wird  aber  durch  den  verhältoissmässig  ein- 
fachen Gang  der  y-Funktion  so  erleichtert ,  dass  aus  diesem  Umstände  kein  Nach- 
theil für  die  directe  Rechnung  erwächst.     Da  überdiess  der  Nenner  oder   vielmehr 

der  Logarithmus  des  Nenners  in   (16)    in  Folge   des   kleinen   Factors  —  selbst  bei 

sehr  stark  anwachsenden  Störungen  einen  fast  linearen  Gang  zeigt,  so  scheint  es 
zweckmässig  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  f  nicht  den  Gang  der  vorausgehen- 
den Werthreihe  für  f  zu  benützen,  sondern  einfach  den  Werth  des  Nenners  zu 
extrapoliren,  und  den  so  erlangten  Näherungswerth  von  q  als  Argument  für  die/^ 
Tafel  zu  benützen.  In  dem  weiter  unten  folgenden  Heispiele  wird  man  sich  leicht 
überzeugen,  dass  auch  diese  Operation  in  der  That  als  direct  bezeichnet  werden 
kann,  indem  eine  Verbesserung  und  Wiederholung  der  Rechnung  niemals  nöthig 
erscheint. 

Indem  der  Werth  von  q  hiermit  also  durch  ein  directes  Verfahren  bestimmt 
erscheint,  erhält  man  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  (10)  und  (13)  (pag  7g)  : 


dp 

'^^2[Y)+hfqy-  -:±-^  I  *<,)  +  ^,hfqy 

^    '     ^  irr       .      1  ^_  -  A 

dt 


oder  indem  man  setzt: 


so  wird  : 


*'  =  TT^  '^^ 


%  =  2[Z)  +h'[fqz-S(,^) 


18) 


womit  die  als  direct   zu  bezeichnende   Berechnung  des   geforderten   zweiten   Diffe- 
rentialquotienten erreicht  ist. 

Die  vorausgehenden  Vorschriften  sind  aber  nur  verwendbar,  wenn  die  Stö- 
rungsrechnung bereits  im  Gange  ist  und  bedürfen  einer  Modification ,  wenn  man. 
von  bestimmten  osculirenden  Elementen  ausgehend,  die  Rechnung  beginnt.  Es  sind 
nämlich  in  diesem  Falle  die  doppelt  summirten  Werthe  ^^f  [a-^-iw]  unbekannt,  die 
der  obigen  Rechnung  als  Grundlage  gedient  haben.  Der  Umstand  aber,  dass  die 
indirecten  Glieder  wegen  des  kleinen  Factors  //  anfänglich  einen  sehr  geringen  Ein- 
fluss  üben,  gestattet  auch  hier,   die  nothwendigen  Näherungen  rasch  durchzuführeu . 
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Hierbei  mag  bemerkt  werden,  dass  K  mit  der  Grösse  des  gewählten  Zeitintervalles 
anwächst,  weshalb  letzteres  nicht  allzu  gross  angenommen  werden  darf.  lieber  die 
Grosse  des  anzuwendenden  Intervalles  entscheiden  die  speciellen  Umstände  und  es 
können  hierüber  keine  allgemeinen  Vorschriften  gegeben  werden;  4otägige  Inter- 
valle sind  im  Allgemeinen  bei  der  Kerechnung  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  ausreichend,  wiewohl  bei  starker  Annäherung  an  ^Jupiter  dieses  Intervall 
fast  zu  gross  erscheint;  im  Allgemeinen  wirkt  entscheidend  fiir  die  Wahl  des  Inter- 
valles  die  Masse  des  störenden  Körpers,  die  Grösse  der  Annäherung  und  die  Be- 
wegung des  gestörten  Körpers.  Es  kann  daher  z.  B.  bei  Kometen  oft  erwünscht 
sein,  das  Intervall  im  Verlaufe  der  Rechnung  abzuändern,  wobei  jedoch  stets 
gehörig  auf  die  richtige  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  zu  achten  ist. 
Man  wird  das  Intervall  demnach  stets  so  zu  wählen  haben,  dass  sich  die  Stö- 
Hingen  hinreichend  regelmässig  gestalten  und  demnach  die  Sicherheit  der  mecha- 
nischen Quadraturen  nicht  in  Fi^e  stellen.  Man  wird  also  bei  Beginn  der  Rechnung 
vorerst  die  indirecten  Glieder  der  Null  gleich  setzen,  und  indem  man  zweckmässig 
die  Osculationsepoche  so  wählt,  dass  dieselbe  in  die  Mitte  eines  intervalles  fällt, 
zwei  Orte  vor  und  zwei  Orte  nach  der  Osculationsepoche  rechnen.  Für  diese  Zeit 
wird  man,  ohne  Erhebliches  zu  übergehen,  in  der  Rechnung  der  Werthe  ^  (X), 
J  (Y),  ^  (Z)  die  ungestörten  Coordinaten  anwenden  dürfen,  da  die  Störungen 
zweiter  Ordnung  in  der  That  ganz  unbedeutend  sind.  Indem  man  diese  Werthe  vor- 
erst mit  den  gesuchten  zweiten  Differentialquotienten  identificirt,  wird  man  die  so 
erhaltene  Werthreihe  benützen,  um  die  Anfangscon stauten  für  die  erste  und  zweite 
Summation  (vergl.  pag.   35,  53)  nach  den  Formeln: 

ZU  bestimmen,  und  die  Summirung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durchführen;  da- 
durch gelangt  man  zur  Kenntniss  der  Werthe  der  zweiten  summirten  Reihe,  die 
nach  den  obigen  Vorschriften  zur  genaueren  Bestimmung  der  diesbezüglichen  Diffe- 
rentialquotienten verwendet  werden;  man  erhält  in  der  Regel  schon  dadurch 
hinreichend  genaue  Werthe  für  dieselben;  indess  kann  man,  wenn  man  befürchten 
sollte,  dass  diese  Werthe  keine  völlig  genügenden  Annäherungen  ergeben,  die  Rech- 
nung nochmals  mit  den  so  gefundenen  Werthen  wiederholen.  In  dem  unten  fol- 
genden Iteispiele  werden  diese  Vorschriften  ausführlich  besprochen  und  ich  begnüge 
mich  hier  deshalb  mit  diesen  Andeutungen;  ist  aber  einmal  die  Rechnung  im 
Gange,  dann  kann  man  sich  an  die  oben  auseinander  gesetzten  Vorschriften  gleich- 
massig  halten. 


Oppnlier,  Babnbcstimmungeu.  U.  \\ 
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§  3.    Die  Bestlnunang  der  Coordlnaien. 

Die  Berechnung  der  Coordinaten  der  störenden  Planeten  kann  meist  ganz 
umgangen  werden,  da  man  dieselben  gesammelt  in  den  Publicationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  Kand  I  und  VI  findet;  da  dieselben  in  dieser  Sammlung  in 
bestimmten  Zeitintervallen  fortlaufend  mitgetheilt  sind;  so  wird  es  zweckmässig 
erscheinen,  sich  bei  der  Stonmgsrechnung  an  diese  Intervalle  zu  halten,  um  jede 
Interpolation  zu  vermeiden.  Jener  Theil  der  Störungen,  der  von  dem  Einflüsse  des 
störenden  Planeten  auf  die  Sonne  herrührt,  ist  in  die  Sammlung  ebenfalls  aufge- 
nommen, wobei  die  daselbst  angeführten  Massen  benätzt  sind,  die  man  dann  für  die 
anderweitigen  Rechnungen  anzuwenden  hat.  Die  Coordinaten  sind  auf  bestimmte 
Aequinoctien  bezogen;  es  ist  daher  angemessen,  auch  diese  der  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legen. 

Es  wird  daher  von  Zeit  zu  Zeit  die  Nothwftndigkeit  hervortreten,  die  Stö- 
rungen auf  ein  anderes  Aequinoctium  zu  übertragen;  indem  ich  aber  diese  Trans- 
formation auf  den  Schluss  dieses  Paragraphen  verschiebe,  will  ich  hier  die  Methode 
auseinandersetzen,  wie  man  mit  Hilfe  der  astronomischen  Ephemeriden,  speciell 
unter  Berücksichtigung  der  Einrichtungen  des  Berliner  Jahrbuches,  sich  die  Coordi- 
naten des  störenden  Planeten  verschaffen  kann,  da  wohl  hier  und  da  das  Bedürfniss 
eintreten  kann,  von  den  Angaben,  die  oben  citirt  wurden,  abzuweichen. 

Die  älteren  Bände  des  Berliner  Jahrbuches  geben  bis  zum  Jahrgange  1867 
inclusive  die  heliocentrischen  Längen  Ä',  Breiten  t^  und  Entfernungen  r^  der  grossen 
Planeten  meist  in  so  engen  Intervallen,  dass  die  Interpolation  für  ein  beliebiges 
Datum  ohne  Mühe  ausgeführt  werden  kann ;  die  polaren  Coordinaten  beziehen  sich 
dabei  auf  das  wahre  Aequinoctium.  In  den'  anderen  astronomischen  Ephemeriden 
finden  sich  die  heliocentrischen  Orte  der  grossen  Planelen  in  ähnlicher  Weise  mit- 
getheilt und  man  hat  dieselben  vorerst  auf  das  der  Rechnung  zu  Grunde  liegende 
fixe  mittlere  Aequinoctium  zu  beziehen;  dieses  geschieht  nach  den  YorBchriften, 
die  im  ersten  Bande  pag.  88  auseinandexgesetzt  sind;  ich  will  daher  hier  die  End- 
formeln nur  übersichtlich  sammeln. 

Ist  iV  die  für  das  betreffende  Datum  geltende  Nutation,  die  ebenfalls  in  den 
Ephemeriden  Aufnahme  findet,  ist  ^  die  Zeit  des  betreffenden  Datums,  t^  die  Zeit 
der  fixen  Epoche,  auf  welche  sich  das  gewählte  fixe  mittlere  Aequinoctium  be- 
zieht ,  und  setzt  man  die  Differenz  t\  —  i«  ==  t  in  Einlieiten  des  tropischen  Jahres 
an,  so  ist  die  hcliocentrische  Länge  l^  und  Breite  ^^  in  Bezug  auf  dasselbe  Aequi- 
noctium l)estimmt  durch: 

V  =  i'  —  JV— T  {  l+it  tang  ^  cos  [V  —  il)  } 

wobei  für  die  constanten  Werthe  anzunehmen  ist: 

n  ^.  173"  o'  12"  +  32''847  {  i  ['1  +  'ol  -  1850  } 
-T  =  0^4795  —  o'.'ooo  0062  { J  [/|  +  A,|  —  1850  } 
/  ^  5o"i3465  +  orooo  2258  [\  [U  +  U>]  —  1850}  ; 
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man  wird  hierbei  die  Glieder  zweiter  Ordnung  strenge  berücksichtigen,    wenn  man 

für  l'  und  (f  in  den  letzten  Gliedern  rechter  Hand  die  für  die  Zeit  -  ^^  geltenden 

Werthe  einsetzt;  für  die  Verhältnisse,  wie  dieselben  durch  die  Planeten  geboten 
werden,  genügt  es  aber,  für  X  den  Werth 

A'_5o"23^   • 

einzusetzen  und  für  ^  den  unveränderten  Werth  anzunehmen. 

Sind  einmal  diese  Grössen  berechnet,  so  finden  sich  die  rechtwinkeligen  Co- 
ordinaten  naqh  den  Formeln: 

Zx  =  Vi  cos  V  cos  ß^' 

j/i  =  Vi  sin  Ao'  cos  ßo 

Zi  =  rj  sin  ß^    ; 
bei  dieser  Rechnung  wird  man  zweckmässig  sofort  auch  den  störenden  Einfluss  des 
Planeten  auf  die  Sonne  bestimmen  und  somit  zu  rechnen  haben: 

wobei  unter  k  die  Constante  des  Sonnensystems,  unter  w  das  der  Störungsrechnung 
zu  Grunde  liegende  Zeitintervall  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  und  unter 
Uli   die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Emheiten  der  Sonnenmasse  verstanden  ist. 

Die  Massen  der  grossen  Planeten  und  die  Producte  {kw)^  m^  finden  sich  unter 
Annahme  des  Werthes  «?  =  40  in  der  Tafel  XII  aufgenommen  und  hierbei  ist  vor- 
ausgesetzt, dass  Alles   in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  ausgedrückt   erscheint. 

Die  Berliner  Jahrbücher  für  1868,  1869  und  1870  geben  direct  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  und  die  störenden  Kräfte^  soweit  dieselben  von  dem  Orte  des  gestörten 
Planeten  unabhängig  sind.  Vom  Jahre  1871  an  finden  sich  Angaben  für  die  he- 
liocentrischen  Orte,  die  unmittelbar  die  Grössen  r| ,  Iq'  und  ßo'  finden  lassen.  Der 
Logarithmus  von  r^  und  die  Grösse  ß^  finden  sich  direct  unter  den  Columnen 
«log  i2«  und  »Breite«,  Iq  findet  sich,  wenn  man  zu  den  Werthen  »Länge  in  der 
Bahn«  die  Grösse  »Reduction  auf  die  Ecliptik«  mit  dem  angesetzten  Zeichen  ad- 
dirt.  Es  ist  natürlich  klar,  dass  man  sich  an  die  im  Berliner  Jahrbuche  gewählten 
Epochen  und  Aequinoctien  halten  wird,  um  die  sonst  nöthigen,  immerhin  zeit- 
raubenden, Interpolationen  und  Beductionen  zu  vermeiden. 

Was  nun  die  Berechnung  der  ungestörten  Coordinaten  Zq,  i/q,  Zq  und  Tq  des 
gestörten  Planeten  anlangt,  so  wird  man  vorerst  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
liegenden  Elemente  auf  das  mittlere  fixe  Aequinoctium  der  Coordinaten  des  stören- 
den Planeten  beziehen  und  hierzu  allenfalls  die  Formeln,  die  im  ersten  Bande  ent- 
wickelt sind  (I  pag.  81  u.  ff.],  benützen. 

Mit  diesen  Elementen  rechnet  man  nun  vorerst  (vergl.  I  pag.  17) : 
sin  a  sin  ^  =  cos  Q  sin  i  sin  £  =  sin  Q  C  =  o 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  sin  t        sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  t  sin  c  =  sin  t 

.  ff         sin  w 

ü)  =  7t  —  Q  ,  e    =r-  — ^ 


sini" 


A'  ==A  +  ij         ff  =  3-^-0}  er  =  0} 

11* 
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dann  weiter  für  die  einzelnen  Intervalle: 

ro  sin  ro  =  a  cos  qp  sin  £  \         j  p^   ^g 

Tq  cos  Vq  =  a  (cos  E  —  e) 

j-Q  =  Tq  sin  a  sin  [A'  +  «'o) 

y„  =  ro  sin  J  sin  (J5'  +  t?«)  J         '  pag-  «7- 

z^^  =  To  sin  c  sin  ((7  4-  ^q) 

n  =  — =— 
Ä^  =  roM  1  +  T^s  Ä  ) 


} 
1 
I 


h'  = 


i  +  i^A 


wobei  log  (ujA)*-*  =  9.675283  (das  Intervall  tv  zu  40  Tagen  vorausgesetzt}  ist,  und  erhält  so 
alle  Coordinaten,  die  für  die  Stöningsrechnung  nöthig  sind.  Der  Umstand,  dass  es  von 
10  zu  10  Jahren  nöthig  ist,  das  mittlere  Aequinoctium  abzuändern,  um  die  Angaben 
des  Berliner  Jahrbuches  ausnützen  zu  können,  stellt  schliesslich  noch  die  Aufgabe,  die 

Störungen  | ,  ij ,  t  in   den  Coordinaten  und  deren  Geschwindigkeiten  -5;  >  -^  ?  -ji 

von  einem  mittleren  Aequinoctium  auf  ein  anderes  zu  übertragen.  Um  diese  Auf- 
gabe vorzunehmen,  wird  man,  da  wohl  ausschliesslich  Ekliptikalcoordinaten  bei 
diesen  Rechnungen  angewendet  werden,  die  im  ersten  Bande  pag.  84  angeführten 
Formeln  als  Ausgangspunkt  benützen  können. 

Bezeichnet  man  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Ausgangs- 
Aequinoctium,  mit  x^,  y^ ,  z^  die  auf  das  neue  Aequinoctium  bezogenen  Coordinaten, 
so  hat  man,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  die  Knotenlinie  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  Ekliptiken  angenommen  wird,  die  Relationen: 

X  5=3  cos  ß  cos  (i  —  JI)  I 

y  =ac  cos  ß  sia  [l  —  il)  ?  1) 

z=s  sin  ß  J 

Xi  =  cos  [ß  -{-  d  ß)  cos  (A  4-  rf  A  —  Jl  —  /) 

y,  =  cos  (/5?  -f  rf  /;)  sin  (A  +  rf  A  —  n  —  /)      )  2) 

Zx  =  6va  (ß  +  dß) 

Xx  =  X 

y^  =  y  cos  TT  +  «  sin  71  ^  3) 

24  =  —  y  sin  TT  +  2  cos  /r. 

Wählt  man,  wie  es  in  der  Stönmgsrechnung  geschieht,  die  Richtung  nach 
dem  jeweiligen  mittleren  Frühjahrspunkte  als  die  positive  X-Achse,  so  erhält  man 
leicht  aus  (1)  und  (2),  wenn  man  die  so  gezählten  Coordinaten  durch  den  Ex- 
ponentialindex  »oa  unterscheidet: 
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X  =:  x^  COS  il  4-  y"  sin  n. 
y  z=y^  COS  n  —  a;®  sin  JI 


0 


x^  =  X,«  cos  [n  +  1)  +  yi»  sin  (H  +  l) 

y,  =  yjO  cos  (JI  -}-  /)  —  Xi»  Sin  [II  +  /) 

«1  =  ^®  ; 
werden  diese  Werthe  in  (3)  substitiiirt,  so  erhält  man  für  Xj®,  yj®,  jzji®  die  Ausdrücke: 

xi»=j:0{cosncos  (/!+/)  +  sin/Isin  (JI+/)cos7r)  +  yO{8inncos(JI+/)  — 

—  cos J7 sin  [Tl-^-tl  cos/r}  —  ^r^sin/rsin  (11+  /) 

y,o==^ojcos/7 sin  (//+/)  —  sin il cos  ( JT +/)  cos /r)  +  yO{ sin il  sin  (JI+/)  + 

+  cos  iT cos  (n4-^  costt} +  ^® sin /r cos  (/!  +  /) 

z,  o^=a?*  sin  JT  sin /r  —  y^cosJIsin/r  +  af®  cos/r. 

Setzt  man  also: 

Xj:  =  —  2  {  sin«  \l  +  sin  IT  sin  (n  +  /)  sin«  |  /r  } 
1^  =  —  sin  /  +  2  cos  Tl  sin  (JI  +  /)  sin«  J  7C 
Zx  =  —  sin  TT  sin  ( JI  +  l) 

Xy  =  sin  /  +  2  sin  IT  cos  (il  +  /)  sin«  ^  ^ 

Yj^  =  —  2  {  sin«  ^  /  +  cos  n  cos  (il  +  ^  ?in^  k  '^)  /•  4) 

Zy  =  sin  7t  cos  (JI  +  l) 

X3  =  sin  JI  sin  it 
Yj  =  —  cos  JI  sin  7t 
Z,  ==  —  2  sin«  \  7t  , 

so  sind  die  allgemeinen  Transformationsformeln ,  mit  denen  man  die  letzten  Sum- 
mations-,  Argument-  imd  Differenzwerthe  der  Störungstafeln  zu  übertragen  hat, 
wenn  man  das  Aequinoctium  ändern  will,  bestimmt  durch: 

y,o  =  y0  4-X^.a:0+  r^.yo  +  z^.^o  [  5) 

Die  nachstehende  Tafel  gibt  von  10  zu  10  Jahren  für  das  gegenwärtige  Jahr* 
hundert  die  Logarithmen  der  nach  obigen  Formeln  streng  berechneten  ("oefficienten 
für  die  Uebertragimg  auf  das  nächstfolgende  Jahrzehnt;  um  keinen  Zweifel  über  die 
(Charakteristik  zu  lassen,  ist  dieselbe  vollständig  angesetzt: 


log  jr, 

I  (•004^7 19— 10 

itto  4^4720 — 10 
itio  4^720 — 10 
'*30  4»472i  — 10 
i*40  4»4T*«— 10 

'*50  4i»47»l — «o 
i*So  4^722— 10 
lÄ'o  4^722 — 10 
1^^4,4723—10 
«»90  4*»7*3— «o 
'V»  4*4723— 10 


log  r,       log  z^ 


7«3  86490— 

7^386510— 

7»386s29— 

7»386549— 
7,386568— 

7,386588— 
7,386607— 
7,386627— 
7,386646 — 
7,386666— 
7,386685— 


io4«47a«— 10 
10  4,4674—10 

104^4619 — 10 

104,4563—10 

104,4506—10 

I0  4n4448— 10 

104,4390—10 

«04«433i  — »o 

104,4271 — 10 

104,4211  — 10 

104,4149—10 


lOgXy 

7.386490— 
7.386510— 

7.386529— 
7.386549— 

7.386568  — 

7.386588  — 

7.386607 

7.386627— 

7.386646- 

7.386666  — 

7.386685  — 


lOgFy 

*0  4i»4720— 10 
104,4720 — 10 
104,4721  — 10 
104,4721  — 10 
10  4f|472i — 10 
»0  4fi4722— 10 
104*4722-10 
«04*4723—10 
104,4723— »o 
»0  4«>723— 10 
104*4724—10 


log  Z^ 

5*36305—10 
5*36308—10 
5*36311—10 
5*36314—10 
5*36317—10 
5*36320—10 
5*36323-10 
5*363*5—10 
5*36328—10 
5*36330-10 
5*3633*— 10 


log  X,      log  r,     log  z. 


4.4810- 

4.4756- 
4.4702- 

4.4647- 

4.4591 ' 
4.4535' 
4.4478- 
4.4420- 
4.4362- 

4.4303- 
4.4243- 


'I05.3629I' 
•105.36294- 
105.36297- 
•10  5.36300- 
-105.36303. 
-105.36307- 
•10  5-36310- 

105-36313- 

■105.36316- 

105.36318- 

105.36320- 


10  0,43—10 
100,43—10 
100,43—10 
100,43—10 
10  0,43—10 
10  0,43—10 
•10  0,43 — 10 
10  0,43—10 
100,43—10 
10  0,43  —  10 
10  0,43—10 
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Da  man  aber  wohl  auch  häufig  den  Uebergang  in  der  umgekehrten  Richtung 
oder  auch  in  anderen  Intervallen  zu  machen  hat,  so  dürfte  es  sich  empfehlen,  ahn- 
lich wie  dies  bei  den  Präcessionsconstanten  geschehen  ist,  die  Entwickelung  der  dies- 
bezüglichen Glieder  nach  Potenzen  der  Zeit  vorzunehmen. 

Bleibt  man  bei  den  Gliedern  2^  Ordnung  inclusive  stehen ,  so  erhält  man 
leicht  aus  4} : 

X^  =  —  \l^  —  {i7tsmn)^ 
y^  =s  —  /  +  i^  cosJT.TT  sinil 
Z^  =  —  7t  sin  JT  —  Irt  cos  JT 
Xy  =  /  +  \7t  cos  JI.TT  sinJT 
Yy  =±  — iP  — |(7rcosJI)2 


Zy  =7rcosJT  —  /TTsin/T 
Xg  =  TTsinil 
Yg  =  —  TT  cos  JT 

Die  in  diesen  Ausdrücken  erscheinenden  Präcessionsconstanten  haben  die  Form : 


6) 


n  =  jio  4-  o  (<i— 1850)  +ß{ti 


7) 


-lo) 


wobei  die  numerischen  Werthe  sich  aus  der  Vergleichung  mit  I  pag.  81  wie  folgt, 
ergeben : 

1=  +  5o"23465  +  o"ooo  22576  (^0 — 1850)         l'  =  +  o^oco  1 1288    \ 
y  =  +'   ©"47950  —  o"ooo  00624  (^ —  1850)         /  =  —  o"ooo  00312    \        8) 
ilo  =  i73"o'  12",  a  =  +  32^847,  i5^  =  -  8^694  ) 

Vor  Allem  wird  es  nöthig  sein,  die  Glieder  von  der  Form  tt  sin  JT  und  ^  cos  17 
näher  zu  entwickeln.  Es  ist  klar,  dass  hierzu  die  Hand  I  pag.  77  gegebenen  Aus- 
drücke nicht  unmittelbar  verwerthet  werden  dürfen,  weil  dieselben  sich  vorerst  auf 
die  fixe  Ausgangsepoche  1850  beziehen  und  überdies  die  durch  die  allgemeine  Prä- 
cession  bewirkte  Aenderung  in  der  Zahlung  von  11  nicht  enthalten. 

Man  findet  aus  7)  zunächst: 

^sinil  =  {ysiuJTo  +  yöcosJTo  (^—1850)}  [ti — ^)  +  {/»inilo  +  y/^cosJIo  + 

+  ay' cos  JTo  (/j— 1850)  }  (^|— /„) ' 

/rcosil  ==  {ycosilo  —  ya  sin  ilo  (A) — 1850)  }  [t^ — t^)  +  {y'cos  Jli>  —  y/^sinilo  — 

—  ay  sinilo  (A)— 1850)  }  {ti—i^)h 

führt  man  hierin  die  Werthe  aas  8)  ein,  und  lässt  diejenigen  Glieder ,  welche 
Produkte  (<o — 1850)'  in  (/j — Iq)  und  (^ — 1850)  in  (^ — t^)^  ergeben,  weg,  so  erhält 
man  Ausdrücke  von  der  Form : 


TTsin/T  =  {xo  +  xi  (A1-1850)  }  (h-to)  +  V  (<i-<o)^ 

TTCOSJT  =  {So  +   Cl   «0-1850))   ih-k)   +  Co'  ih-to? 


}  " 
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wobei  zu  Folge   der  obigen  Ausdrücke  die   constanten  Grössen   die   folgenden  nu- 
merischen Werthe  haben; 


Xi  =  —  o"ooo  07655 


^51=   O   000   0031  I 


10) 


xo  =  +  o"o584i 
Co  =  — o"47593 
Xq'  =  +  o"oooo  1967 
Co'  =  +  o"oocx>  0556 

t 

Es  wird  sich  also,  wenn  man: 
schreibt,  aus  6]  ergeben: 

^x  =  -  {^  +  2^'  (<i-i85o)  }  [h-Q  +  {{y^to-l' }  [tx-t^V 
^x  =  —  {xo  +  X,  (<i-i85o) )  (<,-A,)  -  {  Xo+Uo}  (<i-A.)^ 
Xy  =      {A„  +  2^  (A,-i85o)  }  (<,-<o)  +  {ixo?o+^' }  (<,-A,)^ 

^»    =         {?0  +  tx  («0-1850)}  (<,-0  4-  {Co— ÄoXo)  {/,-<«)2 

X,  =       {xo  +  xi  (<o- 1850) )  (<,—/,)  +  V  (<,  -A,)-^ 
i',  =  -  (Co  +  ?i  (<D-i85o))  {«.-A,)  +  C,'  (<,-<«)2 

oder  numerisch  und  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale: 

X^  =  —  296.57   (<i— «0)^ 

Yx  =  {-  2435445  -  10-95  («0—1850)}  (<i-^o)  —  5.48  (^1— <o)* 

Z^  =  {      -  2832  +   3.71  «0—1850)}  (^-A))  +  4.66  (<,~g2 

Xy  =  {+  2435445  +  10.95  «0—1850)}  [ti-t^]  +  5-47  (^i— M^ 
Fy  =  -  296.60  (<i— <o)^ 

Zy        =     {—     23074     —    0,15      (^-1850)}      (^— ^)       -     0.69      «I-^O)*-^ 

X*  =  {+      2832   -   3.71    (A,— 1850)}   [t,—t^)   +  0.95    (/,-/i,)2 

5^s  ={+23074  +  0.15  (^-1850)}  (^-^)  +0.27  «,~A»)' 
Z,  =  —  0.03  (^-^)2. 

Zu  den  voranstehenden  Formeln  wäre  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  lieber- 
tragung  auf  ein  anderes  Aequinoctium  in  der  Summationstafel  der  Störungen  in  den 
drei  C/Oordinaten  sowohl  die  summirten  Werthe,  als  auch  die  Funktions-  und  Uiffe- 
renzwerthe,  wie  sie  vor  der  Uebertragung  statt  haben,  entsprechend  transformiren 
muss.  Hierbei  wird  man  die  zusammengehörigen  Werthe  der  zweiten  summirten 
Reihe  als  x-j  y-,  ;e-Coordinaten  auffassen,  ebenso  die  zusammengehörigen  Werthe 
der  ersten  summirten  Beihe  u.  s.  f.  und  für  jedes  System  dieser  zusammengehörigen 
Werthe  die  Transformation  ausführen.  Die  Aenderungen  in  den  Differenzwerthen 
werden  in  der  Regel  so  klein  sein,  dass  es  kaum  nöthig  sein  wird,  auf  diese  Aen- 
derungen Bücksicht  zu  nehmen. 

Schliesslich  ist  in  diesem  Paragraphen  noch  zu  erwähnen,  wie  man  die  Stö- 
nmgswerthe  ^,17,^  bei  Ableitung  einer  Oppositionsephemeride  verwerthen  kann. 
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$,  i],  ^  sind  auf  die  Ekliptik  bezogen  ^  während  die  Ephemeride  sich  gewöhnlich  auf 
den  Aequator  bezieht.    Um  den  Uebergang  auf  die  letztere  Ebene  zu  bewerkstelligen, 
hat  man,    wenn   e   die   Schiefe   der   Ekliptik  bezeichnet  und   ^',  jj',   c'    die    neuen 
Werthe  vorstellen,  nach  I  (pag.  12},  die  Formeln: 

r  =  1 

rj'  =  Tj  CO86 — ^  sine 
C  =  7]  sin  €  -|-  C  cos  e  ; 

diese  Werthe  wird  man  an  die  ungestörten  äquatorealen  Coordinaten  Xq\  y^',  2,,' 
des  Planeten  anbringen,  um  die  gestörten,  der  Ephemeridenrechnung  zu  Grunde  zu 
legenden  äquatorealen  (Koordinaten  x\  y,  z   zu  erhalten;  diese  sind  jetzt: 

X   =  V  +  S' 

y  =  yo  +  V 

^  =  V  +  T- 

Man  wird  eine  Reihe  von  Werthen  für  f ,  jj,  C  für  die  Nähe  der  Oppo- 
sition nach  den  Formeln  Au)  nnd  Bu)  (pag.  53)  rechnen,  und  aus  der  so  erhal- 
tenen Integraltafel  die  für  die  Epochen  der  Ephemeride  geltenden  speciellen  Werthe 
entlehnen ;  es  ist  klar,  dass  die  Berechnung  der  C/Oordinaten  wohl  niemals  genauer, 
als  auf  Einheiten  der  7*"*  Decimale  ausgeführt  zu  werden  braucht. 


§.  4.    Uebergang  auf  asenlirende  Elemente  bei  Eneke's  Methode. 

Die  Störungswerthe  wachsen  mit  der  Zeit  fortwährend  an  und  häufig  genu|^ 
tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Fortführung  der  Störungsrechnung  wegen  der  Grösse 
der  Störungen  und  wegen  des  unregelmässigen  Ganges  derselben  nach  den  obigen 
^'orschriften  sehr  beschwerlich  und  die  Genauigkeit  der  Rechnung  fraglich  wird. 
Uas  unten  folgende  Keispiel  zeigt  diesen  Ucbelstand  sehr  auffällig,  und  die 
Rechnung  ist  eigentlich  weiter  fortgesetzt,  als  es  für  die  Sicherheit  derselben  wün- 
schenswerth  erscheint.  Es  sollte  aber  gezeigt  werden,  was  die  verschiedenen  Me- 
thoden leisten,  und  das  gewählte  Beispiel  zeigt  ganz  auffallig  die  Yortheile  der  Me- 
thode der  Berechnung  der  Störungen  nach  den  Hansen' sehen  Coordinaten,  wenn 
die  Störungen  sehr  anwachsen;  in  der  That  ist  der  Uebergang  auf  osculirende  £l€^- 
mente  nach  der  letzteren  Methode  ganz  überflüssig  und  ist  nur  ausgeführt,  um  ver- 
gleichende Resultate  zu  erlangen. 

Wünscht  man  also  aus  irgend  einem  Grunde  die  Störungen  auf  die  Elemente 
zu  übertragen,  so  tritt  die  Nothwendigkeit  auf,  hierfür  geeignete  Fotmeln  sn  be- 
sitzen. Für  die  Genauigkeit  der  Rechnung  ist  es  wünschenswerth,  sofort  den  Ueber- 
schuss  der  gestörten  Elemente  über  die  ungestörten  zu  bestimmen.  Die  Formeln 
werden  bei  dieser  Forderung  zwar  etwas  vernickelter,  die  grössere  Mühe  aber  kommt 
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gegen  die  erzielte  Genauigkeitszunahme  kaum  in  Betracht;  doch  soll,  um  zweck- 
mässige Controlen  zu  erhalten,  später  ebenfalls  die  Methode  entwickelt  werden, 
unmittelbar  aus  den  gestörten  Coordinaten  und  den  gestörten  Geschwindigkeiten  die 
Elemente  zu  bestimmen. 

Vorerst  soll  vorausgesetzt  sein,  dass  in  geeigneter  Weise  die  Störungen  des 
RadiusYector ,  des  ersten  Differentialquotienten  desselben  nach  der  Zeit,  und  die 
Störung  des  Werthes  der  Quadratwurzel  des  Parameters  bekannt  seien;  es  soll  also, 
wenn  die  ungestörten  Grössen  durch  einen  angehängten  Nullindex  dargestellt  sind, 
bezeichnet  werden: 

r    —  ro    =  J(r) 

dr_ ^  _  ^  /*:\ 

dt  di    ~       \dt] 

Aas  ^(V/')  leitet  sich  leicht  der  Unterschied  der  Parameter  ^(/')  ab;  denn  multi- 
plicir^  man  in  der  letzten  Gleichung  beiderseits  mit  Vp  +  Vpo,   so  erhält  man  leicht: 

Die  bekannte  Polargleichung  für  r  gibt :  ^ 

e  cos  t?  =  ~  —  I , 

nnd  die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  unter  Berücksichtigung,  dass: 

dv         k     .—  X 

ist,  lässt  finden: 

Die  letzteren  beiden  Gleichungen  geben  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  zu  finden,  und  können  leicht  auf  Formen 
überführt  werden,  welche  die  Unterschiede  der  gestörten  gegen  die  ungestörten 
Werthe  finden  lassen;  man  wird  haben: 


e 


e  sni 


.tos.=ffi-H-«5!^_„co,,^+-|-{^(ri-5^W}, 


wobei  man  für   -^  zu  setzen  haben  wird: 

di 


-jj-   ^  Cq  81»  l>o  -^y=  . 


Setzt  man  weiter: 

Opf  ols«r,  BfthBbMtiaBangaB.  U.  12 
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sa  wird: 

e  sin  r  =  6^  sm  «0  +  ^  sin  Cr 
e  cos  f  s^  e^  cos  f  o  4*  9  ^^^  ^ 

woraus  man  sofort  ableitet: 

e  sin  [v  —  üa)  =  9  »n  (6?  —  üq) 

4) 

e  cos  (t?  —  i?o)  =  «0  +  ^  cos  (6r — t?o)  ; 
nun  hat  man  zur  Uestimmungf  des  Unterschiedes  der  wahren  Anomalien  die  Gleichung : 

tang  (o-»o)  =     1"°'*^-'''    ,  .  •         5) 

Der  Quadrant,  in  welchem  f> — Vq  zu  nehmen  ist,  kann  wohl  nie  zweifelhaft 
sein,  da  v — Vq  im  Allgemeinen  nur  ein  sehr  massiger  Bogen  sein  kann;  sollte  aber 
jemals  bei  sehr  kleiner  Excentricität  ein  Zweifel  in  dieser  Richtung  auftreten,  so 
wird  man  zu  beachten  haben,  dass  sin  [v — t^  das  Zeichen  des  Zählers,  cos  [v  —  v^] 
das  Zeichen  des  Nenners  h^t. 

Multiplicirt  man  in  4)  die  erste  Gleichung  mit  sin  \[v  —  Vq)  ,  die  zweite  mit 
cos -|(9 — «o)  und  addirt,  so  findet  sich: 

J  [e)  =  e-e,  =  9^{0-\iv+vo\} 

wodurch  der  Unterschied  der  Excentricitäten  ermittelt  erscheint;  später  bedarf  man 
noch  des  Unterschiedes  der  Quadrate  der  Excentricitäten;  man  findet  ähnlich  wie 
in  der  Gleichung  i) : 

J[er)  =  e^—eo^  =  [ze^  +  J(e)  )J(e). 

Da  in  den  elliptischen  Elementen  anstatt  der  Excentricität  gewöhnlich  der  Ex- 
centricitätswinkel  aufgeführt  erscheint,  so  ist  es  angemessen,  ebenfalls  die  Bestimmunf^ 
von  (p  —  ^Q  auszuführen.  Man  wird  zu  dem  Ende  aus  e^  und  ^{e)  den  Werth  von 
e  =-  sinip   mit   einer  genügenden  Annäherung  berechnen  und  hat  dann : 

Der  durch  (5)  ermittelte  Unterschied  der  wahren  Anomalien  kann  dazu  benützt 
werden,  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  bestimmen,  da  die  mittlere  Ano- 
malie gewöhnlich  als  Element  angesetzt  wird.  Bei  der  Kleinheit  der  Excentricität 
der  Planetenbahnen  wird  man  kaum  wesentlich  an  Sicherheit  iier  Rechnung  ein- 
büssen,  wenn  man  Jf.mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln: 

sin  ^  (9 — ^  s=  l/-- sin  ^9  sin  f?         I 
M=  E—esinE  I 

bestimmt  und  durch  Vergleichung  mit  Mq  den  Werth  M — Mo  ermittelt.  Es  scheint 
aber  der  voigesetzten  Lösung  des  Problems  angemessen,  auch  hier  die  kleine  Mehr- 
arbeit nicht  zu  scheuen  und  die  Formeln  direct  auf  die  Unterschiede  zurückzuführen. 
Setzt  man: 
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sin  V  coBq>  =  sin  Vq  cos 90  +  ('^) 
cos  r  +  e  =  cos  t>o  +  ^0    +  (/) 


I  +  e  COB  V  I  +  ^  <^8  t^ 

so  eigibt  sich  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  geschrieben  werden  kann: 

(a)  =  2  sin  \(v — %)  cos  i(t?  +  t>o)  cos  ^p — 2  810^(9)  —  90)  s^i*  i(9^  +  9o)  sin  ü© 
(y)=^/(e) — 2sin|(9  —  f?o)  sin  ^  (t?  +  i?o)  8) 


nun  ist  aber: 


•n  Bin  V  COS  op 

sm  E  =  — ; ^ 

^         cos  0  -{-  e 

COS  -B  =  — j — -^—  , 

I  4-  «  cos  V  ' 


denmach  wird: 


sin  £  =  sin  -Ei  +  (p)  sin  üq  cos  (po  +  (o)  \^  +  (o) } 

cos  JB  =  cos -EJ)  +  (p)  {cost^o  +«0}  +  (y)  |^  +  (^) |  • 
Beächtet  man  aber,  dass  ist  nach  (7) : 


»•0 


und  dass  geschrieben  werden  kann: 


»•0 
und  setzt: 


suxvq  cos g>Q  =  sin Eq   ^ 
cos  t^o  +  Sq  s=s  cos  Eq 


li.)  =  JEL  u)  =  .i^_  j£W_  _  Al±  . 

80  kann  man  auch  schreiben  {k)  = y  cos  G  und  setzt  überdies : 

ß)  ain  Eo  +  (o) -^  =  9' fön  Q' 

,9) 


Wc08£oH-(y)   y  =/c08<?' 


so  findet  sich  leicht: 


tang  (£  - ^)  =  r+ -^r^^^(örr^  •  >o) 

Aus  der  Yergleichung  der  Ausdrücke: 

M  =E  —e  sinE 

M^  =  Eq-—  eQ  sin  Eq 
folgt  sofort: 

M—Mo  =  E—Eo  —  2eQsin{{E—Eo)cosi(E+Eo)  -sinEJ[e),       11) 
90  dass  die  Gleichungen  (8),   (9),   (10)  und  (11)  die  Resultate  aus  6)  ersetzen. 


12 


a — Oo  =  —^ 
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Es  erübrigt  nun,  um  die  Dimensionen  des  Kegelschnittes  YÖUig  zu  bestimmen, 
die  Ermittelung  des  Unterschiedes  der  grossen  Halbachsen.     Es  ist: 

Po      _P-P^    t    n    /     ' '     \  _/>— Po    I    „     ^W 

oder: 

«0  «0  ^— iio-^(e*) 

Gewöhnlich  wird  aber  statt  a  die  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  // 
angesetzt.     Man  hat  hierfür: 

es  ist  also,  wenn  man  eine  Beihenentwickelung  ausfuhrt  und 

»«0 

setzt, 

die  in  den  Klammem  stehende  Reihe,  vom  zweiten  Gliede  angefangen,  ist  nichts 
anderes,  als  der  W«rth  von  — fq^  wobei  log/ aus  der /-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entlehnen 
ist,  die  bei  früheren  Entwickelungen  (pag.  75)  bereits  benutzt  wurde;  man  hat  also 
zur  Berechnung  von  ^  die  Formeln: 

Die  Berechnung  von  O' — Oq  oder  von  fi — /^o  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  vorgenommen  werden,  die  zur  Contro)e  benutzt  werden  kann  und  später  in 
geeigneter  Weise  Verwendung  findet. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  kann  nach  der  Gleichung  für  g  (I  pag.  44) 
dargestellt  werden  durch: 

setzt  man  nun  den  Unterschied  der  Quadrate  in  der  gestörten  und  ungestörten  Be~ 
wegUng  als  bekannt  voraus  und  schreibt: 

so  wird: 

k^  \r         rof         \a         uqJ  aoo  rr^       * 

setzt  man  also  abkürzend: 


so  wird: 

g  —  tfp     __  p 
«•o 

und 


k^        •         rra  ' 
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a  —  ao oqP     

endlich  \  13) 

(^  —  (^o  =  '-f9f^o 

Die  eben  entwickelten  Formeln  setzen  die  Kenntniss  von  .^  (r) ,  ^  ("^)> 
J  (l^^  und  überdiess,  wenn  man  zur  Bestimmung  von  /*  —  /eiq  die  zweite  Methode 
benützen  will,  die  Kenntniss  von  J  [g^]  voraus,  sind  aber  übrigens  völlig  frei  von 
der  Methode,  die  der  Berechnung  der  Störungen  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Die 
Ennittelung  der  eben  hingeschriebenen  Grössen  und  die  Bestimmung  der  Bahnlage 
muss  aber  verschieden  durchgeführt  werden  je  nach  der  Methode  der  Störungsrech- 
nung, und  es  wird  vorerst  vorausgesetzt^  dass  die  Störungen  nach  den  rechtwinkeligen 
EUiptikalcoordinaten  berechnet  sind. 

Für  die  Zeit  der  gewählten  Osculationsepoche  sind  die  Störungen  der  Coordi- 

naten  f,  rjj  f  und  die  Störungen  in   den  Geschwindigkeiten   jT»  37»  ^   nach  der 

bei  der  mechanischen  Quadratur  auseinander  gesetzten  Methode  zu  bestimmen;  die 
vorgelegte  Aufgabe  fordert  die  Kenntniss  der  Werthe  der  einfachen  und  Doppel- 
Integrale  für  die  Osculationsepoche,  und  ich  setze  zunächst  voraus ,  dass  die  nume- 
rischen Werthe  gegeben  seien. 

Zur  Bestimmung  des  Knotens,  der  Neigung  der  Bahn  und  des  Parameters 
hat  man  die  bekannten  Gleichungen  (I  pag.  41  und  159J : 

AV^8in«8inQ  =  y  ||  — «^  14) 

*  -w/      •      •  dz  dx 

k  Yp  Sin  t  COS  Q  =  X  -j^  —  «  ^        ; 

beachtet  man,  dass  ist: 

y  =  yo  +  ,,     t=^+il  .5) 

I- ^  ^'^ <^go     I    dC 

und  sehreibt: 

80  erfordert  die  Berechnung  dieser  Formeln  die  Kenntniss  der  Werthe  a?o,  y©»  ^o  "^^ 
-^1  -j^j  -TT  7  d,  i.  der  ungestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten. 
Für  die  Coordinaten  hat  man  (vergl.  L  pag.  i6)  : 
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^0  =  ^0  (cos  «0  008  Qe  —  sin  tio  sin  Qo  Pos  ^) 

tfo  =  ^0  (cö8  u^  sin  Qo  +  sin  tto  cos  Qo  cos  ^)  17) 

2o  ;=  To  sin  «0  sin  ^. 

Die  Berechnung  dieser  Formeln  gestaltet  sich  durch  Einführung  einiger  Hilfswinkel 
etwa.s  bequemer;  setzt  man  nämlich: 

sin  a  sin  ^  =  cos  Qq 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q^  cos  t^  g\ 

sin  b  sin  B  ==  sin  Qq 

sin  b  cos  B  =s  cos  Qq  cos  ^ 

so  erhält  man  statt  (17): 

Xq  =  Vq  sin  a  sin  (^  +  Uo) 

yo  =  To  sin  i  sin  [B  +  «o)  >9) 

2^  =  ro  sin  tj^  sin  u^     ; 

Differentiirt  man  nun  nach  der  Zeit  und  beachtet^  dass 

«0  =  »0  +  ^0  > 

also 

dua  dvQ 

dt    ~    dt      ' 

ist,  so  wird: 

-^  =  sin  a  sin  {A  +  «o)  ~^  +  r©  sin  a  cos  [A  +  u^)  -^ 

-^  =  sin  i  sin  (Ä  +  «,)  J^  +  ro  sin  6  cos  [B+u^]  ^ 

dXA  ...  (/rn        ,  •  dvn 

-^  =  sm  lo  sm  ttp  -^  4-  ro  sm  i«  cos  «g  ^-      , 
führt  Vnan  für  -^  und  -v  -  die  Werthe  ein  (vergl.  oben  (2)  und  (3)  pag.  89)  : 

» 

drn  .  k 


SO  wird : 

dxo 


=^y^ 


^  =  sin  ö  -T=  i  sin  {A  +  «o)  ^0  "^  Vq  +  cos  (-4  +  Kq)  (i  -h  Cq  cos  Tq)    l 
-^  =  sin  b  -^  /  sin  (Ä  +  ti^,)  d^  sin  t>o  +  cos  [B  -h  «^)  («  +  «0  cos  r«)    > 


^  =  sint^  '-r=  f  sin  Uq  e^  sin  ©o  -h  cbs  u^  (i  +  e^  cos  ©o)    > 

Setzt  man  also: 

-=z  (sin  «0  +  ^0  sin  cno)  =  c  sin  ?7        | 

PO  l 


-=  (cos  «^  +  ^  cos  ciio)  =  c  cos  U     I 


20a) 


Vfo 


80  wird : 
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dxQ  


dt 

dt 

dxp 
.dt 


=s  c  siaacoB  (A+  U) 

=  c  sin  Ä  cos  (B  4-  ^ 
=  c  sin  tQ  cos  U 


21) 


Die  Rechnung  fiir  c  und  ü  lässt  sich  aber  einfacher  stellen;   man   findet 
leicht,  wenn  man  statt  Uq  setzt  Vq  •+•  oiq  imd  entwickelt: 


y  sin  r 
y  cos  r 


sm  9o 

cos  9o  +  sin  90 

r-f-wo 


20j) 


22) 


Die  Gleichungen  (i8),   (19),   (206]  und  (21]  leisten  also   die  Bestimmung  der 
zur  Berechnung  von  (16]  nothwendigen  Grössen.     Man  kann  demnach  schreiben: 

k  Vp  cos  f  =  *  Yp^  cos  li,  +  X 

.  A  y^  sin.  f  sin  Q  =  it  V/>o  sin  ti^  sin  9©  +  ^ 

« 

k  Vp  sin  I  cos  Q  =  ^  Vpo  sin  Iq  cos  Qq  +  ^ 

Setzt  man  überdiess: 

y  =  m  sin  Jf 

Z  ;=  m  cos  M  , 
so  erhält  man  leicht: 

k  Yp  sin  f  sin|(Q  —  %)  =  m  sin  [M — Qo) 

k  Vp  sin  %  cos  (Q  —  Qi)  =  A;  V/?o  sin  ^  +  m  cos  [M — Qo) 

und  es  wird  demnach: 

,  /^       ^  V  m  sin  (M — Qo) 

tang  (Q  — Qo)  =  ~-,.^^^^  ^' 


23) 


k  j/po  sin  fo  -+-  in  cos  {M —  Qq) 

wobei  also,  was  bei  sehr  kleinen  Neigungen  möglicher  Weise  beachtet  werden 
mÜ8«te ,  die  Tangente  so  zu  betimmen  ist,  dass  sin  (Q — Qq)  das  Zeichen  des  Zäh- 
lers, cos  [Q — Qo)  das  Zeichen  des  Nenners  erhält. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (23)  beziehungsweise  mit  sin  ^  (Q  —  Qo) 
und  cos  \  (Q  —  Qo) ,  addirt  und  setzt  das  Resultat  dieser  Operation  mit  der  ersten 
der  Gleichungen  {22)  an,  so  findet  sich: 

*  V;>  sm  f  =.  *  V>o  sin  lo  4-  m       ^,^^^,^0) 
k  Vp  cos  i  sss  k  Vpo  cos  ^  +  X  '^ 


setzt  man  nun  weiter: 


m 


coi{,if— i  (Q-I-Qo)} 


to»i  (Q— Qo) 


X  =^ 


I»  sin  iV 
n  cos  iV  , 


so  findet  sich  leicht: 
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tang(,--ii)  =  --J**^'"^-^' 


*  Vpo  +  »  cos  (iV— %)) 

Hiermit  erscheint  die  Lage  der  Bahnebene  und  die  Grösse  J  {V^  bestimmt;  es 
erübrigt  aber   noch,    die  Lage  der  Bahn  in  dieser  Ebene,    und  die  Grössen  J  (r) 

sowie  J  ("TT")  5^  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  (vergl.  (17)  pag.  94) : 

z  =  r  cos  u  cos  Q — r  sin  u  sin  Q  cos  1 
y  s=s  r  cos  tf  sin  Q  4-^  sin  u  cos  Q  cos  i 
2  s=:  r  sin  u  sin  1 
findet  sich  leicht: 

r  cos  u  =  X  cos  Q  4-  y  sin  Q  \ 

r  sin  u  cos  i  =  y  cos  Q  —  z  sin  Q  '  24) 

r  sin  t<  sin  I  =  z     ; 

führt  man  in  diesen  Gleichungen  statt  z,  y,  z  die  Werthe  [z^  +  f)>  (yo  4-^)»  (^  +  ^) 
ein  und  berücksichtigt  ausserdem,  dass  ist: 

cos  Q  =  cos  Qo  —  2  sin  I  (Q  4-Qo)  »i»  \  (Q  —  Qo) 
sin  Q  =  sin  Öo  +  2  cos  |  (Q  +  Qo)  »in  |  (Q —  Qq) 


I 


so  wird 


r  cos  w  =  To   cos  tto4-  -X'  . 
r  sin  u  cos  i  =  r^  sin  t^  cos  i^  +  Y     \  25) 

r  sin  u  sin  t  =  Tq  sin  Uq  sin  to  4"  ^  > 


wobei  offenbar 


-X'  =  —  2  iTj  sin  i  (0  +  po)  sin  4  (Q— Qo)  +  Jco8Q  +  2yoC08|(a-f-Qo)  sin|(Q  —  Qo) 

+  1?  sin  Q 

F  =  —  2yo  sini  (Q+po;  sin^'Q  — Qo)  +  ijcosQ  —  21:0008^  (Q  +  Öo)  sin^  (Q— Qq)  — 

—  fsinö 

angenommen  ist. 

Diese  Formeln  lassen  sich  durch  Einführung  der  folgenden  Hilfswinkel  etwa» 

zusammenziehen;  schreibt  man  nämlich; 

Xq  =  *  cos  S 
y^  =^  8  sin  S 
^  =s  a  cos  S 
Tj  =  a  sin  S  , 
so  wird: 

X'  =  acos(2— Q)4-2«8in|(Q— Qo)8in{Ä— i(Q  +  Qo)) 
y  =asin  (2— Q)  —  2 *sin|(Q— Qo) cos{Ä—  J  (a  +  Qo)  }  • 

Behandelt  man  die  Gleichungen  (25)  in  analoger  Weise,  wie  die  Gleichungen  (22' 
(pag.  95)  und  setzt: 


97 


C  =  m'  sin  Jf 

y = m'  cos  jr 

CO»  i   (»  — lo) 

X'  =  n'  cos  iV 


so  wird : 


^  '  "  coe  1  (u— Mo)  '     / 

imd  hiermit  ist  auch  oi  bekannt,  denn  man  hat: 


26) 


^7) 


Ol    =  tt   —  © 

<^0  =  «'O  —  ^Q   y 

daher: 

w  — Wo  =  (m  — «o)  —  («>  —  t?o) 
TT  — 7ro=  (w— Wo)  +  (9— Öo) 

Um  die  Störungen  in  den  Elementen  zu  berechnen,  bedarf  es  nur  noch  der  Kennt- 
ni88  des  Werthes: 

/   ldr\ dr^ dro 

^   \di]~  di         dt    • 

Differentiirt  man  die  Gleichung: 

r^  =  z^  +  y^  +  z^ 
nach  der  Zeit,  so  erhält  man: 

dr  dx    ,        dy    .       dz 

andererseits  besteht  die  Gleichung: 

^^dt—^dt^y^di  ^^  dt  ' 

durch  Subtraction  und  eine  einfache  Transformation  erhalt  man,  wenn 

gesetzt  wird,  sofort: 

und  indem  man  sich  erinnert,  dass  —77  berechnet  werden  kann  nach: 

'  dt 

dro  kep      . 


6<>  hat  man: 


i'-4?^M 


(%)  — H-^  ^») 


Die  Grösse  (r — Tq)  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  leicht  erhalten  werden, 
ond  man  kann  diesen  Werth  entweder  zur  Controle  benützen,    oder  man  wird  sich 

Oypolfar,  BsluibMiiinaaDgaa.  U.  13 
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auf  diese  Methode  der  Berechnung  beschränken,   wenn  man  nicht  die  Formeln  (12) 
und  (13)   (pag.  92,  93)  rechnen  will;  ich  werde  hier  ausserdem  die  Berechnung  von 
J  \g^)  vornehmen  y    welche  Grösse  man  im  vorliegenden  Falle  ebenfaUs  nothig  hat. 
Es  ist: 

r»  =  Ä«  +  y«  +  «2 

^0*  =  ^  4-  yo*  +  «0^- 
Setsst  man  also: 

so  wird: 

B=(r— ro)(r  +  ro)  ; 

um  hieraus  r — ^  zu  bestimmen,  kann  man  den  folgenden  Kettenbnich   benützen: 

B 


r—ro  = 


»ro-h 


»»•0  + 


oder  einfacher  da  r  mit  genügender  Genauigkeit  aus  den  vorangehenden  Rech- 
nungen bekannt  ist: 

r — Tn  =  —, —  ,  30) 

womit  eine  Controle  der  zweiten  Formel  (26]  (pag.  97)  erlangt  werden  kann ; 
weiter  ist: 

setzt  man  also: 

*^  -  Ti  V  di  +  Ti)  +  di  Vlu^Ti)'^  dt  r  ^  +  dt]  '       ^'J 
so  berechnet  sich  P  (vergl.  Formel  (12)   (pag.  92))  nach: 

und  hiermit  erscheinen  alle  Formeln  entwickelt,  deren  man  zu  dem  Uebergange  auf 
osculirende  Elemente  bedarf. 

Um  eine  scharfe  Controle  für  die  Kichtigkcit  der  Rechnung  zu  erlangen,  wird 
es  sich  empfehlen,  indem  man  die  Formeln  (18),  (19),  {26b)  und  (21)  auf  die  neuen 
OBCulirenden  Elemente  anwendet,  die  gestörten  ('oordinaten  und  Geschwindigkeiten 
direct  abzuleiten,  welche  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Werthen  nach  (15)  (pag.  93)  stimmen  müssen.  Hier- 
bei könnte  allerdings  ein  kleiner  Fehler  in  der  Bestimmung  von^/i  sich  leicht  mit 
der  Unsicherheit  der  Rechnung  vermischen;  man  wird  aber  in  der  Bestimmung 
dieses  Elementes  kaum  einen  Fehler  begehen  können,  da  vorausgesetzt  ist,  dass 
II — /lo  nach  beiden  oben  angeführten  Methoden  bestimmt  wurde,  also  zwei  nahezu 
unabhängige  Resultate  für  dasselbe  Element  vorliegen. 

Will   man   jedoch    die   gestörten   Elemente  unmittelbar    aus   den  gestörten 
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Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  ableiten,  so  wird  man  auf  eine  sehr  kurse  Rech 
nung  gefuhrt. 

Man  bestimmt  vorerst  nach  (15)  (pag.  93)  die  Werthe  ar,  y»  «>  ^  »  ^^  »  -/i  ? 
und  erhält  so  aus  (14)  (pag.  93)  die  Elemente  Vp,  «,  ö. 
Aus  den  Gleichungen  (24)   (pag  96)  erhält  man: 

r  cos  u  =  z  cos  Q  +  y  sin  Q 

r  sin  tf  3S3  y  cos  Q  cos  i  —  :r  sin  Q  cos  i  +  z  sin  1 ; 

hierdurch  gelangt  jnan  zur  Kenntniss  von  r  und  n,  und  man   kann  nachsehen,    ob 
die  Gleichung: 

erfüllt  wird.     Hierauf  berechnet  man : 

dr  i    I    dx    .       dv    .        d%\ 

dl=T  (''11  +  ^41  +  ' äi]  ' 

und  hat  sur  Bestimmung  von  fp  (vergl.  (2)  und  (3)   (pag.  89) )  die  Gleichungen : 

sin  (p  cos  V  =  — I  ; 

aus  t>  findet  sich  die  mittlere  Anomalie  nach 

tang  ^  E  =  lang  |  ©  tang  (45"  —  1  y) 


M^E—^,fAnE 
sin  1" 


und  ausserdem  ist: 


}  33) 


SO  dass  alle  Elemente  bis  auf  die  grosse  Halbachse  bestimmt  sind,    welch*   letztere 
sich  aber  leicht  aus: 

_     p  _  hr  \ 

log  W  =3  3.550  0066  j 

berechnet. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Rechnung  sehr  kurz  und  bequem,  doch  hat  man ,  da 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  /i  mit  der  Zeit  anwachsen,  den  Nachtheil,  dass,  um 
die  nöthige  Genauigkeit  zu  erlangen,  grössere  Tafeln  zur  Berechnung  benützt  werden 
miissen.  Es  erscheint  daher  zweckmässig,  statt  der  Formeln  (34)  die  oben  ange- 
führten Formeln  (29),  (30),  (31J  und  (32 j  in  Verbindung  mit  (13)  zu  benützen.  Als 
(*ontrole  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  man  wieder  die  Rückrechnung  der 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den  Formeln  (i8}>  (19)9  (20)  und  (21) 
unter  Zuziehung  der  neuen  Elemente  benützen ;  allerdings  entziehen  sich  sehr  kleine 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  /i — /i©  nach  den  Formeln  (29),'  (30),  (31)  und  (32) 
der  Controle;   man  wird  demnach  diesen  Theil  der  Rechnung   einer  sorgfältigen 

Revision  unterwerfen. 

13* 
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Ich  werde  nun  die  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nach  Encke's 
Methode  der  Stöningsrechnung  erforderlichen  Formeln  hier  zusammentragen. 

Man  rechnet  sich  vorerst  mittelst  der  Formeln,  die  bei  der  mechanischen 
Quadratur  entwickelt  wurden,  die  Werthe  von: 

'  Hierbei  wird  es  zweckmässig  sein,  fiir  die  Zeiteinheit  das  bei  der  Storungs- 
rechnung  gewählte  Intervall  anzunehmen,  wodurch  die  sonst  nöthige  Division  der 
einfachen  Integrale,  die  die  Störungen  in  den  Geschwindigkeiten  ergeben,  durch  w 
zu  entfallen  hat;  um  diesen  Umstand  in  der  folgenden  Rechnung  einfach  zu  be- 
rücksichtigen, wird  man  statt  der  Constante  des  Sonnensystems  k  überall  den  Werth 
wk  zu  setzen  haben,  wobei  w  das  der  Störungsrechnung  zu  Ghiinde  liegende  Zeit- 
intervall in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  vortesUt. 

Dann  rechnet  man  zunächst  für  die  Zeit  der  neuen  Osculationsepoche  in  der 
bekannten  Weise  den  ungestörten  Radiusvector  Tq,  die  wahre  Anomalie  Vq  und  'das 
Argument  der  Breite  u^  nach  Uo  =  Vq  +  w^. 

Es  ist  dann: 

sin  a  sin  ^  =       cos  Qq 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  cos  ^ 

sin  Ä  sin  Ä  =       sin  Q© 

sin  b  cos  B  =      cos  Qq  ^^^  h 


I) 


^0 

—  ^0 

sin  a  sin 

{A+u,) 

Vo 

=  ^0 

sin  b 

sin 

[B  +  u,) 

«6 

—  ro 

Mn  ^ 

sin 

«b           ; 

U  nach 

• 
• 

y  sin 

r  = 

=  sin  ©0 

y  cos 

r. 

—  cos  f>0  -|- 

=  r-|-üio 

sin 

Vo 

so  wird : 


dt 

dyo 
dt 

dtp 
dt 


Vpo 


=  c  sin  ö  cos  (A  +  Z^ 
=  #j  sin  Ä  cos  [B  +  U) 
=  #;  sin  1^  cos  U    . 


U) 


in) 


IV) 


Jetzt  wird  man  sich  zu  entscheiden  haben,  ob  man  die  gestörten  Elemente 
direct,  oder  ob  man  nur  die  Störungen  derselben  bestimmen  will ;  ich  sammle  zuerst 
jene  Formeln,  deren  man  für  die  letztere  Methode  bedarf. 
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Man  ermittelt  zunächst: 


X  = 
Y  = 
Z  = 
D 

B  = 

dann  wird: 


di 
d^ 


dv 


dC 


dxo 


dtfQ    ,    ydi(i 


V) 


=  (-0+?)  i  +  fyo+1?)  ^;  +  (^+c)  ?,  +  ?^  +  rif +c^ 


di\     di    ^  dt)  ^  dt\     dt  ^  di)  ^  dt  \    di  ^  dt) 

f  (2^0+fi   +  n   (2yo  +  '/)   +  C  (2^0  +  P   , 


r= 
z  = 

tang  (Q— Qo)  = 

mco8{Jtf^— i(Q  +  Qo)}  _ 

cor4(Q— Qu) 


tang  (f  — i;,)  = 


9»  sin  M 
m  cos  3f 

m  gjn  ( Jtf" —  Qq) 

{w  k)ypo  sin  10  -|-  »I  cog  ( M —  Qqi 

n  sin  N 

X  =  n  cos  N 

n  gjn  {N — tp) 

{tr A?)  Ypö-h  « cog  (A''—  ib) 
n        cog{i\r--j(t-f-fi))} 
(ir/j)  *  cog^  (t  — liij 

/»o  +  '^  (/») ; 


VI) 


weiter  wird  man  zu  rechnen  haben: 


r 


Xq  =  8  COS  S 

yQ:=  s  sin  /S* 

§  =  a  cos  JS 

1}  =  a  sin  JI? 
acos  (JS—Q)  +2Äsin|(Q— öo)8in(iS'— |(q  +  Q«)} 
asin  (:?— Q)  —  2ä  sin^  (Q  — Q«)  cos{Ä— J  [Q  +  Q„)} 

Z  =m'  sin  3f ' 

r  =  m'cos3f' 

,  , .  -  *.\   -  ^  '-  r=  »   Sin  Jv 

co»i  't  —  lo) 

X'  =  »'  cos  N' 
tang  («-«o)  =  ,7p,7;^-(A^---i-, 
^  fr)  =  r-U=  n'con{N'-iiu±u^ 

■ '  '  "  cos}  [u—Uq] 

r  =  ro  +  z/  (r) 


^     VII) 


Um  J  Kyl  zu  finden,    hat  man: 
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dvQ  {wk)eQ 


dt 


8m  Vq 


(^)  = 


B-^^^ir) 


VIII) 


Für  die  Ennittelung  der  Excentricität  und  tler  wahren  Anomalie  ist: 


(» 


tanjf  (u— Co)  = 


J  {e)  =  c  —  eo  = 
sin  q>  = 

Sin  J  (y  — yo)  = 


^coß  G 
eoH-^coi{6r  — ro) 

<?o  +  -^  W 

Jie) 


IX) 


dann  ist : 


fti  — Wo  =  (w  — «o)  —  («  — t>o) 
^— /ro  =  {«—Wo)  +  (Q  — öo) 


Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  finden,  hat  man: 

( cf)  =  2  sin  ^  (r — r«)  cos  |  (u  +  »o)  cos  y  —  2sm^((p  —  y^)  «in  |(y  +  yu)  «in  «'o 

(y)  =^(c)  — 28ini(r  — Do)  sin^  {v  +  Vo) 


X) 


r 


(A)  =  —  -  y  COS  G 


[l)  sin  £o  +  W  ^  =  ^'  sin  G' 


(A)  COS  ^  +  (r)  ^  =  ^'  COS  G' 
Jf- Jlfo  =  {E-Eo)  --  -^^  sini  {£-£o)  cos  J  (£+i;,)  _  j^,  sin  E 


}Xl) 


£o) 


L—Lo  =  (M—Mq)  +  {/t—7to). 

Zur  Bestimmung  des  letzten  noch  unbekannten  Elementes  fi  kann  man  zur 
Controle  den  Werth  von  q  als  Argument  für  die  Ermittelung  von  /  aus  dery-Tafel 
(Tafel  XI)  in  zweifacher  Weise  berechnen;  man  hat  sowohl : 


als  auch  mittelst: 


P=A  + 


iB 


_        floP 
^~a(i-aoP) 


XUa) 


XIII) 
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welche  beiden  Werthe  von  q  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen 
müssen.  Hat  man  mit  q  als  Argument  den  Werth  von  f  aus  der  Tafel  XI  entnom- 
men, 80  ist  schliesslich: 

/i— /lo  =  —fqfifi  .  xnb) 

Zur  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  die  Formeln  I)  bis 
IVj  (pag.  loo)  auf  die  gestörten  Elemente  anwenden;  man  erhalt  dadurch  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Gresch windigkeiten,  die  den  folgenden  Relationen  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  genügen  müssen: 

^ -.  _i_  t        <^Jg   ^^  _i     ^t 

y  —  vo  +  vy  ir  —  ^r^inr 

«  —  «0  -t-  S  ,       di    ~    di    ^   dt    ' 

Der  Uebergang  von  q  auf  fi — fi^  muss  einer  besonderen  Revision  unterzogen 
werden. 

Will  man  die  Elemente  aber  unmittelbar  ableiten,  so  bestimmt  man  sich  nach 
Durchrechnung  der  Formeln  I)  bis  lY)  (pag.  loo)  mittelst  der  Formeln  XIII  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  und  hat  dann  zunächst  zur  Bestimmung 
des  Knotens  Q,  der  Neigting  t  und  des  Parameters  p  die  Gleichungen : 

1/ —  •       •         ^  i      f       dz  dx  \ 

Der  Radiusvector  r  und  das*  Argument  der  Breite  u  ergibt  sich  aus : 
r  cos  u=^  z  cos  Q  -h  y  sin  Q  1 

r  sin  w  =  y  cos  Q  cos  %  —  2;  sin  Q  cos  t  +  z  sini       f 

zur  Controle  ist: 

r^  =  z^  +  y^  +  z^  . 
Die  Excentricität  singo  und  die  wahre  Anomalie  v  findet  sich  aus: 

.     ^  Yp      (        dr     .  dy      ,  dz    \ 


VI) 


sin  q)  cos  o  =  -^  —  i  , 


VII) 


r 
die  mittlere  Anomalie  aus: 


tang^iJ5=  tanglocotg  (45*'  +  iv) 

•im" 


VIII) 


der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  ta  und  die  Länge  des  Perihels  jt  nach : 

l  IX) 

die  grosse  Halbachse  und  die  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  endlich  aus: 
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log  k"  =  3.550  0066     . 


X) 


Als  Controle  rechnet  man  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den 
Formeln  I)  bis  IV)  (pag.  loo]  unter  Anwendung  der  gestörten  Elemente.  Die  Ueber- 
einstimmung  mit  den  Ausgangs werthen  muss  völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
Rechnung  liegen.  Um  /i  schärfer  zu  erhalten  als  es  nach  der  obigen  Formel  möglich 
ist,  rechne  man  überdies: 


j  4.  ^-g  a ?oP_  _ 

^     rro(r  +  ro)     '  ^~    2(i-aöP)     ' 

^  —  fh  =  —fith 
wobei  /  mit  q  als  Argument  aus  der  ^-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entnehmen  ist. 


§•  5.    Reehnnngsbebpiel  zu  Encke's  Methode. 

Es  sollen,  um  die  vorstehenden  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  ®  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet.  Die  Berücksichtigung  der  an- 
deren grossen  Planeten  erscheint  im  Allgemeinen  bei  den  kleinen  Planeten  nicht 
geboten,  doch  werden  die  Wirkungen  der  Planeten  Mars  und  Erde  wohl  hier  und 
da  eine  merkliche  Störung  veranlassen.  Es  wird  aber  Niemandem ,  der  die  folgen- 
den Vorschriften  einem  genauen  Studium  unterzieht,  Schwierigkeiten  verursachen, 
dieselben  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Planeten  zu  erweitem. 

Vorerst  wird  man  sich  hinreichend  genäherte  osculireude  Elemente  für  den 
gestörten  Planeten  zu  verschaffen  haben ;  im  Falle,  dass  keine  genäherten  Störungs- 
werthe  bereits  vorliegen,  wird  man  die  Elemente  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  aus 
den  Beobachtungen  ableiten;  allerdings  wird  dann  wol  stets  die  Nothwendigkeit 
hervortreten,  die  aus  diesen  Elementen  abgeleiteten  Störungswerthe  einer  Neurech- 
nung zu  unterziehen,  der  man  dann  die  Elemente  zu  Grunde  legt,  die  man  mit 
Hilfe  der  eben  genannten  genähert  richtigen  Störungswerthe  gefunden  hat 

Es  wird  sich  aber  in  diesen  Fällen  empfehlen  für  die  erste  Rechnung  der  Stö- 
rungen nur  die  ersten  Potenzen  der  Massen  zu  berücksichtigen  und  von  den  diesem 
Falle  angepassten  Formen,  die  weiter  unten  empfohlen  werden,  Gebrauch  zu  machen. 

Für  Erato  lege  ich  die  folgenden  osculirenden  Elemente  zu  Grunde,  die  sich 
bereits  sehr  nahe  den  Beobachtungen  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen  anschliessen ; 
dieselben  sind: 
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,  ®  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittl.  Zeit  Berlin. 

mittl.  Äeq.  1870,0 
i  =  219°  8'  6.8 
J!f  =  180  40  48.9 

TT     =       38  27     17.9 

Q    =    125  42   39.7 
t      =         2   12    23.9 

(p  =      9  59  14.9 
jti  =  640"  89605 
lo^a  =  0.4954793  . 

Diese  Elemente  sollen  nun  benützt  werden,  um  die  Störungswerthe  von  der 
Zeit  der  Osculationsepoche  an  nach  rückwärts  bis  187 1  Juni  5  zu  ermitteln;  ich 
habe  das  Heispiel  auf  eine  Rückrechimng  angewendet,  weil  die  Anwendung  auf  den 
Fall  der  Rechnung  nach  vorwärts  etwas  leichter  ist,  und  ohne  Missverständniss  aus- 
geführt werden  kann. 

Für  die  in  Betracht  kommende  Zeit  gibt  das  Berliner  Jahrbuch  die  Coordi- 
naten  der  störenden  Planeten  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium  1870,0,  auf  wel- 
che.s  sich  aueh  bereits  die  oben  angeführten  Elemente  beziehen;  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  so  müssten  dieselben  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln  (I  pag.  81  /  auf 
dieses  Aequinoctium  übertragen  werden. 

Wollte  man  beispielsweise  die  Störungsrechnimg  nach  vorwärts  führen,  so 
müssten,  da  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  von  1875,0  bis  1885,0  sich  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  1880,0  beziehen,  auch  die  Elemente  des  gestörten  Pla- 
neten auf  dieses  Aequinoctium  reducirt  werden.  Man  würde  mit  Hilfe  der  oben 
emähnten  Formeln  als  Correctionen  der  obigen  Elemente  für  die  Uebertragung  von 
1870,0  auf  1880,0  finden: 

JQ  =  +  6'5o"72 
zf*   = —        3  24. 

Die  erste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  das  Intervall  für  die  8törungsrechnung 
pa^<end  zu  wählen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  man  für  kleine  Planeten  in  der  Regel 
allzugrosse  Annäherung  an  Jupiter  ausgenommen)  mit  einem  Intervalle  von  40  Ta- 
l^en  ausreicht,  welches  auch  hier  gewählt  wird.  Man  legt  weiter  zweckmässig  die 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  solchen  Intervalles;  es  werden  daher  für  die 
Stömngsrechnung  als  Epochen  zu  gelten  haben: 

• . . .   1875  Feber  24,   1875  Januar  15,   1874  Decbr.  6,   1874  Octbr.  27   .... 

womit  man  auf  Epochen  geführt  wird ,  für  welche  die  Publikationen  der  astrono- 
miM;hen  Gesellschaft  und  das  Rerliner  Jahrbuch  in  den  neueren  Jahrgängen  die 
(>oordinaten  der  störenden  Planeten  geben.     Es   könnte  jedoch  der  Fall  eintreten, 

OppoUcr,  BahnbMtimmaiigen.  U.  14 
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dass  in  Folge  der  gegebenen  OBCulationsepoche  eine  derartige  Wahl  nicht  möglich 
ist ;  man  wird  in  diesen  Fällen  aber  dennoch  trachten,  die  bereits  gewählten  Epochen 
festzuhalten  und  durch  geeignete  l^estimmung  der  Integrationsconstanten  ^^f{u,  und 
]f(a — \u))  der  Bedingung  genügen,  dass  die  einfachen  und  doppelten  Integrale  für 
die  Osculationsepoche  verschwinden;  hierfür  bieten  die  Formeln  II  pag.  59  die  ge- 
eigneten Hilfsmittel.  Da  dieser  Fall  aber  selten  eintreten  wird,  so  begnüge  ich  mich 
mit  diesem  Hinweise  und  werde  auf  diesen  Umstand  in  der  Folge  nicht  weiter  Rück- 
sicht nehmen. 

Die  Rechnung  legt  man  sich,  so  lange  nicht  mehr  als  2  störende  Planeten 
berücksichtigt  werden,  zweckmässig  so  an,  dass  auf  einem  Blatte  hauptsächlich  die 
von  dem  gestörten,  auf  einem  anderen  die  von  dem  störenden  Planeten  abhängigen 
Grössen  Aufnahme  finden;  ausserdem  wird  man  für  die  Summation  in  den  Goordi- 
naten  für  jede  Coordinate  gesondert  ein  Blatt  anlegen.  Ich  werde  diese  Blätter  der 
Reihe  nach  mit  Blatt  A^  B,  X,  Y,  Z  bezeichnen ;  die  diesbezüglichen  Rechnungen 
sind  in  dem  folgenden  Beispiele  in  extenso  aufgenomhien. 

Zuerst  wird  man  sich  auf  einem  besonderen  Blatte  nach  den  Formeln  pag.  83 
die  Constanten  für  die  Ermittelung  der  ungestörten  Coordinaten  und  damit  schon  in 
dem  eigentlichen  Rechnungsschema  zunächst  die  von  den  Störungen  unabhängigen 
Grössen  rechnen;  die  Rechnung  selbst  führe  ich  für  den  gestörten  Planeten  und 
fUr  Jupiter  6 stellig,  für  Saturn  5 stellig;  im  Allgemeinen  wird  aber  eine  sstelligc. 
beziehungsweise  4  stellige  Rechnung  genügen. 

Zur  Ermittelung  der  Constanten  hat  man  ein  für  allemal  gesondert  die  For- 
meln zu  rechnen: 


sin  a  sin  A  —  cos  U 

sin 

b 

sinB  — 

sinö                      C=o 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  sin  t 

sin 

6 

cosB 

cos  U  cos«        sine  =^  sin» 

Üß    7t —  Q 

e" 

Bin  tp 

A'  —  A  +  iü 

ff    =B+€0 

C  —  C+io  —  üP 

> 

Im  vorliegenden  Beispiele 

findet  sich: 

siuffo  —  9239  131 

cos  7)  —  9.993  368 

logc    —  4.553  556 

acosijp  =  0.488  847 

sin  Q  —  9.909  540 

A  =  211"  43' 52" 4 

cost    —  9*999  678 

COS  A  =  9ii909  430 

cosu   =  9»766  188 

sina    —  9-999  78B 

cos  '*2  cos«  —  9n7^5  ^^^ 

5-i.25"4i'27"3 

sin  U  cost       9ii909  218 

sinÄ  —  9-909  650 

6^— w  — 27 2" 44' 38" 

2 

sinÄ  =  9.999  890 

sine       sin«       8.585  501 

Ä  —  128^28' 3o''6 

I 


C  =  272°44'38''2 
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Mit  diesen  Constanten  lassen  sich  sofort  für  alle  Intervalle  der  ganzen  Störungs- 
recbnuDg  die  ungestörten  Coordinaten  Xq,  j/q,  Zq  naMi  den  Formeln: 

Xii  =  r^sinasin  [A'  +  ro) 

yo  =  ^0  sin  *  sin  i^'  +  «'o) 
Zq  =  TQsinrsin  [C  -\-  v^) 

berechnen;  im  vorliegenden  Falle  hat  man  also: 

äTq  =  Tq  9.999  788  sin  («0  +  128^28' 30" 6^ 
yo  ==  ^0  9.999  890  sin  (tJo  +  38'' 26'  5"  5) 
^  =  ^0   8.585  501  sin  (io  +  272° 44' 38" 2). 

Die  hierbei  noch  nöthigen  Grössen  r^  und  Tq  erhält  man  durch  das  für  jedes 
einzelne  Störungsintervall  zu  rechnende  Formelsystem: 


M=E—e  ^\xiE 
ro  sin  t?Q  =  0  cos  tp  sin  E 
rosinf?o  =  «  (cos  JS — e) 


H) 


ausserdem  lassen  sich  nunmehr  auch  noch  die  von  den  Stöningswerthen  ebenfalls 
unabhängigen  Grössen: 

/,  =  J!?4)i  ,     ä2  =  ^2  (,  4,  y  /,)  und  //  =  -T^-r 

fiir  den  ganzen  l'mfang  der  Störungsrechnung  auf  einmal  durchrechnen,  und  es  ist 
hierbei  unter  Voraussetzung  eines  40tiigigen  Inter> alles  log  («7 ^-i 2  =  g. 675  283  zu 
nehmen. 

Die  diesbezügliche  Rechnung  ist  ihrem  ganzen  Umfange  nach  auf  den  Blät- 
tern Ax  und  A<i  durchgeführt.  Ausserdem  sind  auf  den  ^-Hlättem  die  (/oordinaten 
der  störenden  Planeten  nach  den  Publikationen  der  astronomischen  Gesellschaft,  und 
auf  den  Ä-Hlättem  die  Grössen  X^j  1^21  ^2»  welche  die  Wirkung  des  störenden 
Planeten  auf  die  Sonne  darstellen,  aufgenommen;  diese  Grössen  sind  gleichfalls  den 
eben  citirten  Publikationen  entnommen.      Da  an   der  genannten  Stelle  für  Jupiter 

und  Saturn  nach  He s sei  beziehungsweise  die  Massen —  und 7—   ange- 

"  1047.879  3501.6  " 

nommen  sind,  so  wurde  für  die  vorliegende  Rechnung  ebenfalls  diese  Massenannahme 
f?ewählt. 

Wollte  man  für  die  Massen  eine  andere  Annahme  machen,  so  hätte  man  vor- 
erst die  Grössen  Xj,    Ya,  Z-i  mit  dem  Factor  —   zu   multipliciren ,    wo  m^  die  ge- 

wählte  neue  Massenannahme,  mi  die  den  obigen  Publikationen  zu  Grunde  liegende 

Massenannahme  wäre.     Damit  erscheinen   nun  alle  Rechnungen,   so  weit    dieselben 

ohne  Kenntniss  der  Stöningsworthe  durchführbar  sind,   beendet. 

14* 
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Nun  werden  die  directen  Glieder  für  die  zwei  der  Osculationsepoche  unmittel- 
bar vorangehenden  und  die  zwei  unmittelbar  folgenden  Epochen  berechnet;  allerdings 
bedarf  es  hierzu  der  Kenntniss  der  Werthe  ^,  rj^  C;  diese  Störungswerthe  sind  aber 
in  der  Nahe  der  Osculationsepoche  so  klein,  dass  dieselben  keinen  sehr  merkbaren 
Einfluss  auf  das  Resultat  ausüben  können.  Die  diesbezüglichen  Bechnungen  sind 
auf  dem  Blatte  B  ausgeführt,  wobei  die  Logarithmen  der  Grössen  Xi — x,  j/i — y,  Zi — z 
leicht  sofort  hingeschrieben  werden  können,  da  die  Coordinaten  des  störenden  und 
des  gestörten   Planeten   auf  dem  Blatte  A  unmittelbar  über  einander  stehen. 

Die  Rechnung  ist  für  jeden  störenden  Planeten  gesondert  durchzuführen  und 
beniht  auf  folgendem.  Formelsystem : 


^  cos  ^  cos  6^ 

d  cos  &  sin  0 

sin^ 


X,  = 


Xi  — X 

y\  -y 

Z|  — z 


Yx  =  [wkV^my 


X\  — X 

-73— 

yi— y 

Z\  — z 


Z,  =  [wk]^m^ 

(X)  =  X,  -f  X, 
.;  Y)  =Y,  +  Y^ 
[Z]  =  Z,    +  Zj 

^(X)  =  (X)4+(X)^+.. 

2(y)  =  (i>+(r)b+.. 

S[Z)  =(Z)^+(Z)t>+.. 


III 


(He  Wcrthc  für  die  Factoren  {wk)^m^  sind  der  Tafel  XII  zu  entlehnen,  dabei  ist  zn 
beachten,  dass  to  =  40  Tagen  angenommen  ist  und  dass  die  Stönmgswerthe  in  Ein- 
heiten der  7**"  Decimalc  erhalten  werden. 

Um  nun  zur  Kenntniss  der  indirecten  Glieder  zu  fj^lanfi^n,   betrachtet  man 

I 

vorerst  die  directen  Glieder  als  den  vollständigen  Ausdruck  der  zweiten  Differential- 
quotienten der  Störungswerthe  und  bildet  die  erste  und  zweite  summirte  Roihi*. 
Da  diese  Rechnung  blos  eine  vorläufige  Bestimmung  fiir  die  Störungswerthe  ergeben 
soll,  so  wird  dieselbe  als  Ncbenreclmung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durcligeführt. 
Man  hat  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstanteu,  da  das  einfache  und  das  Doppel- 
integral fiir  die  Epoche  1874  Dec.  26.0  verschwinden  soll  nach  II  pag.  53: 


17 


y  (a-Jcü)  =  -  ^^f  [a-\i^]  4-  ^;;,/-  a-\io   -  . . 


24 


'/ «-C.;  =     ^f'd  +  ^11  J2/"  «)  +/'.  «-C.1  j  -f  . .  1 


IV 


welche  Uestimmung  für  jede   der  einzelneu  Coordinaten  auszuführen  ist.     Man  er- 
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hält  80,  indem  man  die  Werthe  mit  der  fortschreitenden  Zeit  ansetzt,   und  ebenso 
die  Differenzwerthe  und  Summenwerthe  bildet,  mit  Benützung  der  auf  dem  Blatte  B 


erlangten  Werthe  von  2[X),  S[Y),  S{Z)'. 


'III 


/" 


1874  Oct.  27 
Dec.   6 

1875  Jan.  15 
Feb.  24 


— 0.63 


1874  Oct.  27 
Dec.  6 

1875  Jan.  15 
Feb.  24 


+1.83 


—3-69 


—3  42 


/' 


+64.88 
+61.19 
+56.87 


/             !/• 

"f 

S(x) 

710.99 

—667.89 

— 727>3 

+643.56 

646.11 

[    24.33] 

—  78.16 

[-     ^-55] 

-584.92 

-  26.88 

—  75-6i 

—587.47 

-528.05 

—614-35 

-658.34 

-281.64 

+268.47 

+291.96 

— 21.95  — 258.66 

2.56             +259.69  [+    9.81]  +  31.46 

—24.51  [+    r.03] 

0.73             +235.18  ^           +  10.84   +  3044 

— 25.24  +236.21 

+209.94  +247-05  +264.53 


Ä 


1874  Oct.  27 
Dec.  6 

1875  Jan.  15 
Feb.  24 


— O.  IQ 


+0.38 
+0.19 


+  0.31 

+  0.69 

+  0.88 


W 


3.0I 

10.05      —    10.88 

9.70 

+      9-67 
—      0.03] 

0.38]     —       I.I9 

9.01 

9.04 

0.41       —       I.16 

8.13 

— 

9.45      —    10.13 

Ich  habe  die  Anfangsconstanten ,  um  ihre  Stellung  und  ihren  Werth  beson- 
ders hervortreten  zu  lassen,  in  dem  voranstehenden  Schema  in  eckige  Klammem  ein- 
i^eschlossen.     Nunmehr  rechnet  man  die  Werthe  vergl.  II  pag.  79: 


/(,)(a  +  .-fr)+^  J(Z)  - 


240  •'(»)' 

*-/"  (a  +  ttc) 
240  -^  (if)  ^     '        ' 


V) 


welclie  Werthe  ich  rechts  neben  die  doppelt  summirten  Werthe  oben  angesetzt  habe, 
imd  deren  Ix)garithmen  auf  dem  Blatte  A  Aufnahme  finden  könnten;  um  aber  die 
Rechnung  möglichst  scharf  zu  gestalten,  werden  mit  diesen  Werthen  die  indirecten 
Cilieder  auf  dem  Nebenblatte  nur  provisorisch  berechnet  und  nachher  die  damit  ver- 
besserten Werthe  erst  in  das  eigentliche  Rechnungsschema  eingetragen.  Nun  sind 
die  Formeln  15)  und  16)   (pag.  79,  80)  heranzuziehen,  dieselben  lauten: 
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a 


^0  +  '  "^ 


a  V. 


*  = 


VI) 


wobei  jetzt  noch  die  Grössen  $,  ly,  C  der  Null  gleich  gesetzt  und  die  Grössen 
r,  y,  ;r  mit  2r„/  y^^  Zo  identificirt  sind.  Als  Argument  für  die  Ermittelung  des  Wer- 
thes  von  f  kann  in  dieser  ersten  Annäherung  hinreichend  genau : 

genommen  werden.     Nunmehr  erhält  man: 


d^fi 
dp 


VII) 


wobei  wieder  x^  y,  z  mit  x^,  yo,  z^^  identificirt  sind.  Die  Rechnung  auf  dem  Neben- 
blatte, die  ohne  Nachtheil  vierstellig  geführt  werden  könnte,  gestaltet  sich  demnach 
unter  Zuziehung  der  auf  den  Klättem  A  und  B  erhaltenen  Werthe  folgendermassen : 


Febr.  24 

Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  27. 

logar 

=  log  >ro+^  D 

—  log  a-^  — 

On4007I5. 

0*438994 

0^470322 

o„49564i 

logy 

=  i<«  (yo+i '/) 

—  i«fir  yo  — 

On424995 

o„385696 

On337869 

o„27939i 

log« 

—  log   r„+b) 

—  log  Zo  — 

9. 141641 

9^148099 

9ni 50349 

9.147436 

loga 

9»272327 

9^309028 

9n3402i8 

9n366839 

logi 

9„2966o7 

9»255730 

9^207765 

9^150589 

logr 

8.013253 

8.018133 

8.020245 

8.019634 

log  Ä(^) 

2»8i8450 

1^878579 

I11892985 

I,i86i6i2 

loK  -s;^» 

2.422475 

1.483445 

1-497759 

2.465323 

log  Ä(„ 

1,1005609 

0^064458 

On045547 

1^036629 

a  •  Ä(jr)     H- 

123.25 

+  1540 

+  17.11 

+169.22 

*  •  Ä(y,         — 

52.37 

—     5.48 

—     5.08 

—  41-30 

c .  S^t)     ~ 

O.IO 

—      O.Ol 

—      O.Ol 

—      O.II 

Zähler    + 

70.78 

+     9-91 

-f-  12.02 

+  127.81 

ö-a: +0.471023  +0.559786  +0.646457  +0.748585 

*y +0.526747  +0.437951   +0.351264  +0.269141 

C'Z  +0.001429  +0.001466  +0.001481  +0.001473 

W   +0.999199  +0.999203  +0.999202  +0.999199 


T  1  T 

Febr.  24 

Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  27 

log  W 

9.999652 

9-999653 

9.999653 

9.999652 

AÄ 

6.904042 

6.901672 

6.901465 

6.903465 

/ 

O.477113 

0.477120 

0.477120 

0.477107 

log(i  — iV) 

7.380807 

7-370445 

7078238 

7.380181 

logiV 

9-998955 

9.998961 

9.998961 

9.998957 

lug  Zähler 

i.8499fi 

0.996074 

1 .079904 

2.106565 

log  5- 

1.850956 

0.997113 

1 .080943 

2.107608 

log/7      2.308069      1.474233      1.558063      2.584715 


fqx  2.728784        1,^913227        2.128385 

/yy         2^753064       in859929       1^895932 
fqz  1.4697 10       0.622332       Ö.708308 


3^080356 
2^864106 

In733i5i 


Add.  oder 


I     9-3' 
!     o.r 


9.360447  8.919337  0.563293 

,         .      ^.-66460  0.152368  0.146062 
bubtrts.log:   ) 

(     0.128231  0.106114  0.090942 


9.816105 
0.145887 
0.079590 


fqx—Six) 

fq^—SiM) 

K 


2.089231 

2n9i9524 
I. 597941 

7.982875 


o„7979i6 
2^012297 
0.728446 
7.980507 


1^456278 
2^041994 
0.799250 
7.980300 


3„oo9994 
1. 812741 
7.982254 


+  1.18  —  0.06  —  0.27 
—  7.99  —  0.98  —  1.05 
+  0.38        -h  0.05        +  0.06 


—  4-57 

—  9.82 

—  0.06 


Vereinigt  man  diese  indirecten  Glieder  ^J^(X),  J  2  [Y]^  J  2  [Z)  mit  den 
directen,  so  erhält  man  neue  Werthe  für  die  Differentialquotienten,  die  sich  so 
weni^  von  der  Wahrheit  entfernen,  dass  man  dieselben  der  definitiven  Störungs- 
rechnung zu  Grunde  legen  kann.  Man  erhält  so,  wenn  man  neuerdings  die  An- 
fangm^onstanten  bestimmt,  für  die  letzte  auf  einem  Nebenblatte  auszuführende 
Operation : 


fixi 

/"      r       f        'f 

"f 

S[.) 

1874  Oct.    27 

7'5-56 
+  69.18                    +643.83 

—  668.16 

-72736 

»     Dec.      6 

+  4-49 

—  7.78                 —646.38 

+  61.40                   [—     2.55] 

L     24-33] 

—  78.14 

1875  Jan.     15 

3.29                      584.98 

+  58.11                     —587.53 

26.88 

—  75.62 

•    Febr.   24 

—  526.87 

— 614.41 

—658.42 
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1874  Oct.    27  +271.82  +267.45     +290.98 

—  13.18  —257/64 

»     l)ec.     6  —11.26  +258.64  [+     9.84]   +   31.53 

+  3-45  —-24.44  [+      1.03] 

1875  Jan.    15  —   7.81  +234.20  +   10.78    +   30.40 

•       —32.25  +235.23 

»     Febr.  24  +201.95  +246.10    +263  59 

1874  Oct.    27  —     9.39  —     9.99    —    10.82 

—  0.25  +     9.61 

»     I)ec.      6  +0.93  —      9.64  [ —     0.38]  —      1.19 

—  0.40  +   0.68  [ —      0.03] 

1875  Jan.     18  +0.53  —     S'QÖ  —     0.41     —      1.16 

+    1.21  —     8.99 

*     Febr.  24  —     7.75  —     9.40    —    10.08 

Nun  be^^nnt  die  definitive  Rechnung  nach  den  Formehi  VI^.  da  die  aus  III, 
refiultirenden  Werthe  der  directen  Glieder  für  diese  ersten  vier  Störungsintervalle 
keiner  Verbesserung  bedürfen,  indem  die  Störungen  rücksichtKch  dieser  Glieder 
nahezu  unmerklich  sind.  Die  für  diese  vier  Orte  in  den  Tafeln  A^  B,  X,  Y,  Z, 
enthaltenen  Grössen  werden  daher  ohnQ  weitere  Erklärung  verständlich  sein  und  ich 
will  demnach  nur  noch  zeigen,  wie  die  Rechnung  für  den  nächsten  Ort,  Sept.  17 
durchgeführt  werden  muss. 

Vorerst   geben   die  Tafeln    X,    Y,    Z  für   Sept.   17    die    doppelt    summirten 
Werthe : 

—  2027.57         +  796.88         —  28.99  ; 

nach  dem  Gange   der  Funktion  wird   man  für  die  am  17.  Septbr.    zu  erwartenden 
Funktionswerthe : 

—  798  ,  +271  —  8    • 

in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  annehmen  können  und  nun  mittelst  der  Formeln : 

^  =  "/w  (^+i^)  +  ~/(x)(a+ti^) 
V  =  %9)  {«  +  ««'   4-  ,^  ßg)  (a  +  tu? 

hinreichend  genäherte  Werthe  für  |.  rj,  J  erhalten,  welche,   auf  die  fünfte  Uecimale 

abgekürzt,  an  der  entsprechenden  Stelle  in  dem  Hogen  A  eingetragen  werden.     Die- 
selben werden  sein: 

—  21  ,  +8  ,         o, 

imd  man  sieht  sofort,  dass  selbst  ganz  rohe  Annahmen  über  die  Funktionswerthe 
f(x){a+itc),  fig)  a  +  itr),  /(,)(«+*«?)  mehr  als  genügend  genaue  Annäherungen  für 
It  *?»  ?  ergeben  werden. 
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Man  gelangt  jetet  nach  Durchfuhrung  der  Rechnung  mittelst  der  Formeln  III) 
,pag.  io8)  zu  den  definitiven  Werthen  für  2  [X],  2  {Y]y  S  (Zj,  und  bildet  nun 
nach  V  (pag.  109)  die  Werthe  S^s),  S(^  S{t)j  die  bis  auf  die  geringfügigen,  anfänglich 

ganz  unerheblichen  ,  durch /"[a  +  iw]  veranlassten,  Correctionen  direct  be- 
rechnet werden  können ;  man  kann  diese  Correctionen  in  der  Nähe  der  Osculations- 
epoche  ganz  übergehen,  später  wird  man  dieselben,  da  durch  die  Berechnung  mehrer 
Werthe  der  Gang  der  Funktion  nahezu  bekannt  ist,  leicht  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit berücksichtigen  können;  doch  werden  diese  Correctionsglieder ,  die 
übrigens  Encke  ganz  übergeht,  selten   sehr  merkbar  werden. 

Die  so  resultirenden  Werthe  für  S{x),  S(^),  S{f)  sind  in  den  Summationsbögen 
rechts  angesetzt  und  ohne  weitere  Aendenmg  der  definitiven  Kechnung  zu  Grunde 
l^legt.  Dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  diese  Werthe  4S(x,,  S(y)y  S^M)  gegen  die 
sich  aus  den  thatsächlichen  Differenzwerthen  ergebenden  etwas  verschieden  sein 
können,  da  bei  deren  Bildung  eben  die  zweiten  Differenzen  bloss  näherungsweise 
berücksichtigt  werden  konnten. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  nunmehr  gapz  direct,  und  nur  für  die  Ermitte- 
lung von  /  wird  man  einen  vorläufigen  Werth  von  q  annehmen  müssen.  Der  Gang 
der  äusserst  regelmässig  verlaufenden  Funktion  log  N  (Logarithmus  des  Nenners) 
wird  in  Verbindung  mit  dem  völlig  bekannten  Werthe  des  Zählers  für  q  stets  ohne 
Mühe  eine  hinreichende  Annäherung  ergeben ,  um  f  gleichsam  als  directen  Werth 
betrachten  zu  können.  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Werth  von  q  hierbei  in  Einheiten 
der  siebenten  Stelle  gegeben  erscheint  nach  den  oben   gemachten  Voraussetzungen. 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgeführt,  und  ich  habe  in  dem  unten 
folgenden  Rechnungsbeispiele  alle  Zahlen  der  Rechnung  innerhalb  des  ganzen  ^>r- 
laufes  derselben  aufgenommen,  so  dass  für  den  Anfänger  ein  hinreichend  aus- 
führliches Normalbeispiel  vorliegt,  nach  welchem  er  sich  in  die  Methode  einführen 
kann,  bevor  an  eine  selbstständige  Rechnung  geschritten  wird.  Bei  der  Bezeich- 
nung der  Horizontalcolumne  ist  im  Allgemeinen  kein  Unterschied  gemacht,  ob  die 
Funktion  selbst  oder  deren  Logarithmus  Aufnahme  gefunden  hat,  da  hieraus  wohl 
kein  Irrthum  zu  befürchten  ist.  Zu  den  angesetzten  Additions-  und  Subtractions- 
lo^arithmen  wäre  zu  bemerken,  dass  dieselben  den  zweckmässigen  sechsstelligen 
Tafeln  von  Bremiker  entlehnt  sind. 

Die  Vermeidung  zufälliger  Rechnungsfehler  erscheint  durch  den  regelmässigen 
fiang  der  Differenzen  bestätigt,  und  diese  Prüfung  muss  stets  sorgsam  durchgeführt 
werden.  Hierbei  werden  grosse  Fehler  im  Allgemeinen  sofort  erkannt  und  korrigirt  wer- 
den können,  kleine  Fehler  werden  sich  meist  erst  bemerkbar  machen,  wenn  die  Rech- 
nung um  einige  Intervalle  weiter  fortgeschritten  ist.  Tritt  die  Nothwendigkeit  einer 
Nerbesserung  ein,  so  wird  im  Allgemeinen,  so  lange  der  Fehler  nicht  allzu  erheb- 
lich ist,  die  Neurechnung  der  directen  (ilieder  selten  nöthig  werden ;  die  indirecten 
(ilieder  dagegen  müssen  von  der  Fehl  erstelle  an  wohl  stets  neu  gerechnet  werden, 
nenn  man  das  Resultat  nicht  allzusehr  schädigen  will.     Dieser  Umstand  macht  die 

*>ppolxer,  B»bnb«iitiminiing«n.  U.  15 
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Störungsrechnung  für  den  Anfänger,  der  noch  nicht  die  hinreichende  Sicherheit  im 
numerischen  Rechnen  erlangt  hat,  sehr  heschwerlich,  ein  Uebelstand,  der  bei  der  Stö- 
ningsrechniing  nach  der  Variation  der  Constanten  fast  ganz  vermieden  wird.  Es  ist 
deshalb,  falls  nicht  andere  Umstände  massgebend  sind,  für  eine  erste  Störungsrech- 
nung die  Methode  der  Variation  der  Constanten  zu  wählen  mid  die  Berechnung  der 
Störungen  der  Coordinaten  erst  dann  vorzunehmen,  wenn  man  eine  hinreichende 
Sicherheit  in  den  logarithmischen  Kechnungsoperationen  erlangt  hat. 

Ich  stelle  hier  zum  Schlüsse  die  zur  Rechnung  nöthigen  Formeln  übersicht- 
lich ohne  weitere  Erklärung  zusammen ,  da  eine  solche  Zusammenstellung  bei  der 
Rechnung  als  Gedächtnisshilfe  nicht  ganz  ohne  Werth  ist: 

L 
sin  (p  =  e 

sin  tp         „ 

sin  i" 

sin  a  sin  ^  =  cos  Q  sin  &  sin  £  =  sin  Q  (7 :»  o 

sin  a  cos  A  =  ^sin  Q  cos  t        sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  i       sin  c  s=  sin  t 

(o  =  71  —  Q,  A'  =^  A  +  10 

B  =  B  +  iö 

C  =  C+  10  =  w. 

II. 

M=M^  +  (jit 

r©  sin  t>0  =  a  cos  fp  sin  E 
r©  cos  Po  =  a  (cos  E —  e] 

^0  =  ''o  81"  ö  sin  [A  4-  ©o! 
yo  ==  ''ü  sin  b  sin  [B'  +  t?o) 
«0  =  ^0  sii*  c  8"»  [(^  +  Po) 

h  =  -    j,  -  ,  lug  ;tt7*y2=Q. 675283  (Intervall  40  Tage 

III. 

f  =  "fw  >  +  »■  «"l  +  7,  /(x)  (a  + 1  tri  — . . . 
•?  =  %i  (o  +  »"«>'  +  i^  /t»)  («  4-  »■  w)  — . . . 

t 
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a:  =  ^0  +  ? 

y  =  yo  +  ^ 

(f  C08  ^  COS  0  ==  Xi  X 

p  sin  ^  =  Zt  —  ^ 


Zi  =  [wk]^  m^ 


Z\  — z 


Heber  die  Werthe  yon  (wk)'^m^  siehe  Tafel  XII. 

(X)  =  X,  +  Xj 

(Y)  =  y,  +  y, 

(Z)  =  Z,  +  Zj 

-^s  >   Y%,  Z^  aus  den  Ephemeriden  oder  den  Publicationen  der  astronomischen 
Gesellschaft  zu  entnehmen,  oder  zu  berechnen  nach: 

X,  =  («.*)»  tn,  ^3 

y,=  («>*)«m,^ 

2'X)  =  (X)^4-(X)^+  ... 

i{i-)  =  (y)4+(y)^+  ... 

.2(Z)  =(Z)^+  (Z)^  +  ... 

IV. 

•       «(.)  =  %)  («  +  ««')  +  i  ^  (X)  -  ^/Jl,  (a+»«': 

Ä« 


__     <»  ^(»)  +  ^  ^(»)  +  C  ^(«) 


.-*./'; 


/  mit  dem  Argumente  q  aus  Tafel  XI. 


—  f[ax-^hy-\-cz) 


15* 
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V. 

Jf,  =/(.)  («  +  ««')  =  -5  (X)  +  h'  {fqx  -  5,,,} 


«Pf  =/(.,  (a  H-t«.)  =  i  (Z)   4-  h'  {fqz  -  -Si., }    . 


Für  die  Anfangsconstanten  der  Integration  hat  man: 

»f  (a-«,)  =  +  i  /(a)  -  ^j  2/"  :«)  +/"  'a-w)  |  + 


Ausführliches  Beispiel 


zu 


MSiicke'»    MethLode 

der 

Störnngsrechnung. 


418 


Ai 

Datum 

M 
E 

8in£ 
cos^ 

Subtract. 

cos  E—e 

rosinro 
sin     1 

coa     ( 

rocoarü 

1875 

Der.  6 

Oct.  »7 

1874 

Febr.  94 

I9i"2i'4»"7 
i89"4i'2i"8 

9^226102 
9«99376o 
0.070386 
0^064146 

9»7 14949 

9»99S6o5 

OnSS9625 
i88*'8'i6"5 
— 5«6'i4"9 
0.564020 

Jan.  15 

Sept.  17 

Aug.  8 

Jnni  99 

Mai  9o            April  t» 

l84"l4'26"8 

i83°36'5i"7 

8,799621 

9«999»36 

,  0.069586 

0^068722 

9,288468 

9»99939i 

i    0,564201 
1   183^2'  i"6 
— 5"5'3«"6 
,  0.564810 

177"   7'll"o 

I77"32'43"i 
8.631742 
9,999601 
0.069518 
0,069119 
9.120589 

9«9997i9 

0*564598 
i77°56'23"o 
5**  6'  3"2 

0.564879 

i69»59'55"i 

I7i"28'i9"9 

9.171110 

9*995« 72 

0.070175 
0*065347 

9.659957 

9*996599 

0,560826 
«72°5o'i9"8 
1—5*  7'29"o 

0.564227 

i62*'52'39"3 

165*23'  5"7 

9.401959 

9*985715 
0.071599 

0*057314 
9 . 890806 

9*989938 

0*552793 
i6A2'5o"8 

-5«  9'56"8 

0.562855 

155^45 '23"4 
I59"i6'23"9 

,    9.548894 
9*970941 

,   0.073877 
0,044818 

0.037741 
9«979535 

1   0^540297 
i62"32'54"o 
— 5^i3'28"i 
0.560762 

'  148^38'  7"6 
153**  7'37"5 

,   9.655151 
9*950370 
0.077160 

0,027530 

;  0.143998 
9,965060 
0*523009 

157**19'25"9 
— 5*>i8'  4"9 

0.557949 

i4iV;5i"7 

146^*56    8''7 

9.736858 

9*923275 
0.081688 
0*004963 
0.215705 

9*946025 

0*500442 
152"  i'ai"o 
— 5***3'5o"6 

0.554417 

134*'»3'35* 
i4o"4ri9^ 
9,toi7*< 
9,888581 
0.087831 
9,9?64il 
0.190611 

9,9»  n33 

o,47i89:t 

i46*J?'5o; 

-5«3o'4-^ 

0.5501^^ 

3i6"36'47"i 

226"34'22"0 

ioo"52'54"7 

;3ii°3o'32"2 

221*»28'    7"l 

95"46'39"8 

3o6<'24'53"6 

2l6"22'28"5 

90^41'   l"2 

3oi°i8'5o"4 

2ii"i6'25"3 

85"34'58"o 

296°ii'2i"4 

206'»  8'56"3 

8o"27'29"o 

291"  r24"6 
20o"58'59"5 

75"i/32"2 

285**47'56"5 

195^5 '31  "4 
70"  4'  4^1 

28o°a9'5i"6 

i9o"27'26''5 

64"45'59"2 

275°  6'  1^ 
59*""'  ^. 

ro  Bin  a 
«in  [A-\-Ti^ 

'0 

J-,  (t>) 

0.563808 

9»8 36907 
— 2.51602 

0 

0.564598 

9»874396 

—2.74786 
0 

0.564667 

9*905655 

—2.95340 

0 

0.564015 

9^931626 

—3- «3070 

0 

0.562643 
9*952958 

—3.27794 
—           10 

0.560550 

9,970083 

—3.39338 
—           21 

0.557737 

9*983*75 

—  3.47546 

^           36 

0.55420s 

9*992669 

—3.52268 

—           57 

0.54995^ 

9*99«» 1 

—3.533^ 
—         8 

0 
— 2.51602 
—5.02505 

+7.2581 

0 
— 2.74786 
-5.13125 
4-7.1169 

0 

2.95340 
—5.22245 

4-6.9723 

0 
—3.  »3070 

—5.29843 
4-6.8243 

—           21 

—3.27815 

—5.35895 
4-6.6730 

—           43 
—3.39381 

—5.40385 
4-6.5185 

—           73 
—3.47619 
—5.43298 
4-6.3608 

—         114 
—3.52382 
—5.44621 

4-6.2000 

—        16 

-3'53S3< 

— 5-4435< 
4-6.0305. 

TosinA 
8in(if-|-rü) 

yo 

m 

y 

yii^) 
yt(t» 

0.563910 

9^861085 

—2.66969 

0 

0.564700 

9,820996 

—2.43050 

0 

0.564769 

9«773»oo 

—2.17705 
0 

0.564117 

9«7IS274 
—  1.90279 

0 

0.562745 

9*644149 
—  1.61025 

4-            4  1 

0.560652 

9*553997 
—  1.30211 

4-           8 

0.557839 
9*433908 
-0.98118    , 

4-         13   ■ 

0.554307 
9,258886 

—0.65042 

4-         »0 

0.55005J 
8,94>4*' 

— O.Jll^ 

0 
— 2.66069 
— 2.11212 
— 6.7091 

0 
— 2.43050 

— 1.8449 J 
— 6.8709 

0 
—2.17705 
—  1.57230 
-7.0294 

—  1.90279 
—1.29512 

—7.1844     1 

4-           8 
— 1.61017 
— 1 .01418 

—7.3359 

+            16 

—  1.30195 

1  — 0.73026 

-7.4839 

4-         27 
— 0.98091 
—0.44421 
—7.6282 

4-         40  !-h        51 

0.65002     J— 0.31 2+ 

—0.15686       4-O.IJO9 

— 7.7688      '— 7.9o;6 

roSinc 
8in(C4-Po] 
So 
iC      . 

C 

9.149521 

9 . 992 1 20 

4-0.13856 

0 

9.15031« 

9.997788 

4-0.14064 

0 

9.150380 
9.999969 

4-0.14137 
0  ' 

9.149728 
9.998708 

4-0.14075 
0 

9.148356 
9.993950 

4-0.13877 

0 

9. 146263 

9.985531 

4-0.13545 
0 

9.143450 

9.973172 

4-0.13080 

0 

9.139918       9.1JSO*: 

9.956446    '  9.934-] 

-f-o.  12484    4-o.ir6< 

—          I  :—      ^ 

0 
4-0.13856 
-|-o. 12116 
—0.1794 

0 
4-0.14064 
4-0.12I60 
—0.1710 

0 

4-0.14137 
4-0.12367 
— 0.1626 

0 

4-0.14075 
4-0.12439 

—0.1541 

0 

4-0.13877 
4-0.12475 

—0.1455 

—              1 

4-0.13544 
4-0.12474 

— 0.1368 

—           1 

4-0.13079 
4-0.12437 
— 0.1280 

—          1 

4-0.12483 
4-0.12362 
—0.1192 

4-o.ir$! 
4-o.i2s<; 
—0.1104 

h 

'-HA* 

y»  4- 1 '/ 
=u4-i: 

d 
A 
r 

1 . 692060 
7.983223 
0.000348 
1.128040 
1.128388 

1.694430 
7.980853 
0.000346 
I .129620 
1 . 129966 

1.694637 
7 . 980646 
0.000346 

1.129758 
I .130104 

1.692681 
7.982602 
0.000348 
1.128454 
I. 128802 

1.688565 
7.986718 
0.000351 
1.125710 
1.126061 

1.682286 

7.992997 
0.000356 
1.121524 
1.121880 

1.673847 
8.001436 
0.000363 
1.115898 
1.116261 

1.663251 
8.012032 
0.000371 
1.108834 
1 . 109205 

l.6$04« 

8.014-9 
0.0005I 
1.10031 
i.ioc-i 

0,400715 

o„42499S 
9.141641 

0^438994 
0,385696 
9.148099 

0,470322 
0*337869 
9-150349 

0*495641 

0*279391 
9.148436  1 

0,515614 

0,206883 
9.142296 

0*530660 
0,114621 

9.131779 

0*541057 
9,991691 

9.11 6608 

0*546943     '  O.S4M!^ 
9*813060        9*49  >•*' 

9.096319     9  o-Dr| 

o«4007 I 5 

o„4a4995 
9.141641 

o«438994 
0,385696 

9.148099 

0,470322 

o.,337869 
9.150349 

0*495641 
0*27939« 
9.148436  , 

0,515628 

0,206872 
9.142296 

0*530687 
0*114594 

9.131747 

0*541104   - 
9,991629 

9.116575 

0*547014 
9*812927 
9.096319 

o^;4845^ 
%494-«' 

Q.O^Oj'i 

9»272327 
9^296607 
8.013253 

9*309028 

9«255730 
8.018133 

9,340218 

9*207765 
8.020245 

9*366839 

9*150589 
8.019634 

9*389553 

9,080822 
8.016235 

9,408780 

8*992741 
8.009899 

9*424796 

8*875430 
8.000347 

9*437738       9.44-«>« 
8*703855        8,50445 
7.987114       7.96v<>j 

2,818503 
2.420929 
1,003461 

1,878637 
1.482874 
0,064458 

1,892873 
1.498724 

0*075547 

2*861749 
2.463863 

1,034227 

3*320639 
2.914798 
1*474362 

3,628891 

3.210457 
1*752356 

3,864148 
3.428299 

1*943148 

4*056488 
3-598452 
2,072140 

4.110'S 

J.^3<»»> 
1.1461J 

fqy 

Subtract. 
fqySii,^ 

2,730009 
2„754289 
1.470935   ' 

1,913665 
1,860367 
0.622770 

2^027662 

1,895209 
0.707689  1 

3„o8iooi 

2,864751    1 
1.733796 

3*610527 
3*301771 
2.237195 

3*977436 

3*561343 
2.578496 

4,260418 

3*710943 
2.835889 

4*490133    1  4»6»io< 
3,756046       3*62-^« 
3.039438      3.»C35^ 

9.354128 
0.165580 
0.127371 

8.924262 
0. 152069 
0.106019 

9.561007 
0.146544 
0.091058 

9.817387  1 

0.145287 

0.079081 

9.977422 

0.149290 
0.069168 

0.090340 
0.160100 
0.060408 

0.173305 
0.182307 
0.052314 

9.800411      9.81  ;h4 

0.22934a        0.2;C]4 
0.044469       0.05b4j 

2.084137 
2^919869 
1.598306 

7.982875 

0,802899 
2,012436 
0.728789 
7.980507 

1,453880 

2*041753 
0.798747 
7.980300 

2,679136 
3,010038 

1.812877 
7.982254 

3,298061 

3*451061 

2.306363 

7.986367 

3*719231    ' 

3*721443    1 
2.638904 

7.99*641    ' 

4*037453    , 
3*893250   . 
2.888203 
8.001073 

4*290555 

3*98538« 
3.083907 

8.011661 

4w4<*-2j 
3.«<*b4H| 
3.MC=' 

8.0244^1 
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^2 

_ 

i874 

1873 

1     Min  I 

Jan.  ao 

Dee.  XI 

Not.  X 

Sept.  aa 

Aug.  13 

Juli  4 

Mai  35 

April  15 

ii:''i6'2o"o 

!34''i2'29''8 

9.854171 

9**44696 

0.0962  II 

9,940907 
0.343018 

9,891189 

0,436386 
141'  6'43"3 
-5^39'  o"4 

0.545197 

120°  9'   4"* 
I27*'59'  o"i 
9.896631 
9„789t8o 
0.107822 
9^897002 
0.385478 

9»85*958 

0^392481 
1 35^*7'4*"9 
-5°48'3i"7 

0.5395*3 

113°   l'48"4 

i2i°3o'  9''i 

9.930754 
9«7i8ii6 
©.124474 

9«84a59o 
0.419601 

9.886447 

0^338069 
129*39'!  i  "2 
-5«59'*8"4 

o.533»54 

io5"54'3*''5 

1I4'*55'14"7 

9-957555 
9^624658 

0.149711 

9«774369 
0 . 446402 

9.920292 

0,1269848 
I23®39'42"8 
6*'ii'53"4 
0.526110 

98"47'i6"7 
io8"i3'34"9 

9  977645 
9«495**7 
0.191591 
9^686818 
0.466492 

9.948072 

O1.182297 
1I7**27  49"4 
— 6*^25' 5o"o 

0.518420 

91V'  o"8 

I01°24'27"l 

9.991334 
9^296196 

0.273434 

91,569630 
0.480181 

9.970055 

0^,065109 

iii"  i'59"4 

— 6°4i'22"7 

0.510126 

84"3*'45"o 
94*»27'io"i 

9.998687 
8^890074 
0.160665 
9«399796 
0.487534 

9.986247 

9«895*75 

104^*0' 36"7 
— 6<'58'3i"2 

0.501287 

77^*5'*9"i 

87"*l'   3"9 

9.999535 
8.664791 

9.865413 

9«! 04544 
0.488382 

9.996399 
9„6ooo2  3 

97"**'  5"5 
-7^i7'i3"4 
0.491983 

7o"i8'i3''3 
80*  5'3*"8 

9.993474 

9.*35677 
7.902250 

7,1»  379*7 
0.482321 

0 . 000000 

7*633406 

9o*4'5*"». 
-7"37'22"8 

0.482321 

269*»35'i3"9 
i:9°3i'48"8 

53^1'"  "S 

263*»56'i3"5 

I73*'53'48"4 

48**I2'2l"l 

258"  7*41 "8 

168*  5'i6"7 

42''2  3'49''4 

252*»  8'i3"4 

162«  5 '48"  3 

36°24'2i"o 

245*'56'  2o"o 

155"S3'54"9 
3o"i2'27"6 

*39"3o'3o"o 

149"*8'  4"9 
*3V37"6 

232*49'  7"3 
I42*46'42"2 

17*  5'14"9 

225*5o'36"i 

i35°48'ii"o 

10"  6'43"7 

2i8*33'22"7 
i28"3o'57"6 

2"49'3o"3 

o.5449«5 

9«,9999«9 

-3. 5073" 
116 

0.5393" 
9^997564 

3-44*5» 
—         »57 

0.532942 
9n99o6io 

—  3.33851 

—  206 

0.525898 

91.97854* 

3. »9477 

-         265 

0.518208 

9^960524 

3.01115 

—         334 

0.509914 

9»935358 

—2.78787 

—         415 

0.501075 

9»9oi3io 
—2.52572 
—         509 

0.491771 

9n855784 
— 2.22615 

—         615 

0.482109 

9*794685 

—1.89145 

—         733 

-        232 

-3.50963 

-5.4248* 
+5.8697 

—         3«3 
—3.44564 
—5.39020 
-h5-7003 

—         411 
—3  34*6* 
—5.33967 
-f5.5*8i 

—         5*9 
— 3 . 20006 

5.*7339 
4-5-3533 

—  668 

—  3.01783 
— 5.19148 
4-5.1760 

831 
— 2.79618 
— 5.09412 
4-4.9962 

—  1018 

—  *.  53590 

—4.98153 
-I-4.8140 

—       1231 

—.2.23846 

—4.85396 
4-4.6296 

—       1466 
— 1 .90611 

—4.71173 
-1-4.4430 

0.545087 

T. 898077 

fo. 02774 
+         35 

1    0.539413 
9.026615 

-1-0.36815 
-h           44 

0.533044 
9.3H730 

+0.70433 
4-           55 

0.526000 

9.487719 
4-1.03209 

4-           66 

.  0.518310 
9.611036 

-hl. 34693 
4-         81 

0.510016 
9.705880 

-hl. 64398 
-|-         100 

0.501177 

9.V81683 

-\-i  .91805 

-h         1*7 

0.491873 

9.84331* 

-1-2.16364 

4-        164 

0.482211 

9.893448 

-h*. 37497 

-h         218 

-t         71 
-fo. 02845 
-ro. 41836 
-8.0387 

4-           89 
+0.  36904 

4-0.70454 
—«.1679 

-f         109 
-f  0.70542 
-l-o. 98865 
—8.2932 

4-        13* 
4-1. 03341 

4-i.*6983 
—  8.4145 

-H        161 
-hl. 34854 

4-1-547*6 
—8.5317 

4-         *oo 

-h». 64598 
-|-i.  82008 
— 8 . 6448 

-h         *53 
-j-i. 9*058 

-j-2. 08746 
-8.7539 

-f         3*8 

-|-2. 16692 

-h*. 34857 
—8.8588 

-h         435 

-h*.3793* 
-f-*.  60259 

—8.9596 

9.130698 

9.907162 

4-0-10911 

-            « 

9.125024 

9.87*473 
-Ho. 09943 
—           1 

9.118655 

9.828831 

-ho  08861 

0 

9.111611 

9.7734*1 

4-0.07674 

0 

9. 103921 

9.701685 

-1-0.0639» 

4-           1 

9095627 

9.605498 
-|-o.  05015 

4-           * 

9.086788 
9.468098 

-|-o. 03588 
4-           4 

9.077484 

9  244464 

4-0.02099 

4-           6 

9.067822 

8.692733 

-f-0.00576 

-h              8 

-            I 
ro. 10910 

-ro.12107 
— 0.1015 

—           1 
4-0.09942 
-{-0.11926 
—0.0925 

—            I 

4-0.08860 

4-0 . 1 1 709 

—0.0835 

-h             1 

4-0.07675 
4-0.11458 

—0.0745 

4-            a 
-1-0.06394 
-ho. 11173 
— 0.0654 

4-           5 
-1-0.05030 

-j-o. 10855 
—0.0562 

-h             8 

H-o. 03596 
4-0.10504 

—0.0471 

4-         I* 
4-0.02111 

4-0.10122 
—0.0379 

-h           »6 
-4^^.00592 

4-0.09709 

—0.0288 

«•635591 
8.039692 
0.000396 
1.090394 
1.090790 

1.618569 
8.056714 
0.000413 
1 . 079046 
1.079459 

I . 59946* 

8.075821 
0.000431 
1.066308 
1.066739 

1.578330 

8.096953 
0.000452 

1.052220 
1.05267* 

1.555*60 
8.120023 
0.000477 
1.036840 

I. 037317 

1.530378 
8.144905 
0.000505 
I .020252 
1.020757 

1.503861 

8. 171422 
0.000537 
1.002574 
1.0031 11 

1.475949 
8.199334 
0.000572 
0.983966 
0.984538 

1.446963 
8.^28320 
0.000612 
0 . 964642 
0.965*54 

0|i545"7 
8.448552 

9.037825 

o«537073 
9.566544 
8.997474 

o„5*38*o 
9.848115 
8.947483 

0^504800 

0.013995 
8.885022 

o«479*i4 
0.129606 

8.805705 

o«4459i8 
0.216161 
8.701309 

0^403*60 
0.283147 
8555336 

o„348753 
0.335514 
8.3*3*5* 

o„278474 
0.376056 

7.766413 

0,545262 
8.454082 
9  037825 

o»537*7o 
9.567073 
8.997474 

0^5*4087 
9.848448 
8.947434 

0^505158 
0.014272 
8.885078 

0^479694 
0.129864 

8.805773 

0^446565 
0.216425 
8.701568 

©„404132 
0.283432 
8.555820 

o„349949 
0.335843 
8.324488 

0^280148 

0.376453 

7.77*3** 

V543»7 
'357762 

"947035 

91,457614 
8.487085 

7.918015 

9„457o8i 
8.781376 

7.880744 

9»45*i*8 
8.961323 
7.832350 

9«44i897 
9.092289 
7.768388 

9«4*5<6i 

9.195404 
7.680552 

9/i400i49 
9.280036 

7.552225 

9«364*i5 
9.350976 

7.338714 

9*313**0 
9.410802 

6. 801 159 

4*165191 

3.850733 
2,158543 

4*49499* 
3 . 949089 
*ii075*i8 

4^613409 
4.037138 
««7**305 

4»7**629 
4.120871 
1 .816771 

4«824iio 
4.206096 
2.389184 

4n9i88o3 

4.29799* 
2.690391 

5«oo7*5i 
4.400016 

2.902949 

5„o89655 
4.513015 
3.065893 

5*16591* 
4.635*1* 
3.193753 

^»«43350 
1. 75*170 

_3-n59i3 

4^980209 
4.010012 

3.440413 

5^095*8* 

4.419643 
3.518629 

5^190395 
4.699509 

3.570315 

5^,266498 
4.916668 
3.59*577 

5»3*3777 

5.093637 
3.578780 

5»36i585    ' 
5.240885 

3-513*73   ' 

5«378i76 
5.364070 

3.35*715 

5,J70i*p 

5.466433 
2.862302 

<)  824426 

9-96393« 
0.017949 

9.817900 

9.177815 
0.018340 

9.826265 
0.150053 
0.006887 

9.819154  1 

9.866965 

9.99**7* 

9.805441 
9.90594* 
9.9719*3 

9.782778 

9.9*4*35 
9.939866 

0.100775 

9.93*345 
9.87778* 

9.974610 
9.934038 
9-971104 

9.778408 

9.930697 
0.058850 

4,667776 
3«!  14664 
3.363862 
•  039296 

4j,8o8i09 
3 . I 26904 

3.458753 
8.056301 

4»9*1547   ' 

4.187191   ' 
3.525516 

8.075390 

5«oo9549   1 

4.566474  i 
3.56*587 

8.096501 

1 

5*071939 
4.822610 

3.564500 

8.1 19546 

1 

5n»o6555 
5.017872 
3. 518646 
8. 144400 

5„io8o26   ' 

5.173*30 

3.391055 
8.170885 

5,1064*65 
5.298108 

3.036997 
8.198762 

4„9443*o 
5. 397» 30 

*»9*»»5* 
8.227708 
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Datum 

yf 

E 

sin  E 

CU8  E 

Subtract. 

cos  E — e 

rQflin«!) 

nn  ^ 

cos  / 

rocoBto 

ro 

1873 

Mftrz  6       '       Jan.  »5 

D«f.  16 

Nov.  6 

Sept.  a;       ' 

J72 

Aug.  18       1 

Jali  9 

1 
M»i  30      1 

63**io's7"5 ' 

72V   6"2' 

9.979«»o 

9  474073 

9«5S9Si; 
9.095061  ' 

0.468667  ' 

9.996227 

9.590541 
82**27'29"3 

-7"5«'4S"2 
0.472440 

56**3'4t''7 
65"4'22"3 

9-957533 
9 . 624762 

0.155378 

9.394509 
0.446380 

9.983866 

9.889988 

74**28'44"t 
-8**2l'  o"2 

0.462514 

48^56'25"8 
57'*i8'io''i 

9.9*5073 
9.73*554 
9.831836 

9.564390 
0.413920 

9.961164' 

0.059869  ! 

6607'43''9 

-8«43'33"7 

0.452756 

4i'*49'io''o 

49^2r35"i 
9.880135 

9.813786 

9.865528 

9-679314 

0.368982  • 

1 

9.9*5559' 

0.174793 
57*»24'io"2 

0.4434*3 

34"4i'54"i 
4i"i5'  i"o 

9,819115' 
9.876123 
9.886108 1 
9  762231 
0.307962 

9.873160 

0.257710 
48"i8'26"9 

-9"26'3*"7 
0.434802 

*7"34'38"3 

32*»59'i5"* 

9.735964 

9  9*3653 
9.899402 

9.823055 

0.224811 

9.89I329 

0.318534 

38'*5i'54"* 

-9"44'58''4 
0.427205 

20"27'22"5  1 

24'*35'*9"3 ' 
9.619*45 
9.958707 
9.908092 

9.866799; 
0.108092' 

9.941333' 

0.362278 

29«  6'55''8 

-9"59'53"o 

0.420945 

i3«»2o'  6^6 

16*»  5'20"4 

9  442684 
9.982648 

9.91354«' 
9.896196' 

9.9315s« 
9.9753^3! 

0.391675 
i9<»7'a''8     ' 

-lO^lo'u'j 
0.416312 

A-j-vo 

B4-ro 
C-f  ro 

2io«55'59"9 
i2o'*53'34"8 

355^1»'  7"5 

202^5  7' 14"  7 
Ii2"54'49"6 
347°I3'""3 

I94'*36'i4"5 
104*'33'49"4 

338^5  2*22"  1 

i85*»52'4o"8 

95Vi5"7 
330"  8'48"4 

176"46'57"5 

86<»44'32"4 
32,0  j'  5"| 

i67"2o'24"8 

77*^1 7'59"7 

3ii''36'3*''4 

157'*35'*6''4 

67"33'  i"3 
3oi'*5i'34"o 

147**35'33"4 

57^33'  8^3 
291*^5 14 10 

rn  8in  a 

iin  [.<-+- cö 

0.472228 

9«7io997 

—  1.52484 

—  861 

0.462302 
9»59«057 

-  1.13073 

-  993 

0.45*544 
9.401637 

—  0.71479 

—  1125 

0.443211 

9.010345 

—  0.28416 

—  1247 

0.434590      0.426993 

8.749149      9.340764 
-f  0.15266  -f  0.58581 

—         1349—         1417 

0.4*0733 
9.581176 

4-  1.00440 
—       1438 

0.416100 

9.729113 
+  1.3970s 
—         1400, 

—  1721 

—  1.54205 

—  4  555*« 
+  4*543 

—  1986 

—  1   15059 

—  4.38478 
-h  4  0636 

—            2250 

-  0.73729 

—  4.20088 

-h  3-8710 

—  *495 

—  0.30911 

—  4.00398 
-h  3.6766 

—  2698 
4-  0.12568 

—  3.79460 
4-  3.4804 

—         2833 
-h  0.55748 
3  57336 
4-  3.2827 

—         *875 
-h  0.97565 
-^  3.34086 

4-  3.0834 

—  2801 ' 

4-  1.36904 

—  3.09774 
4-  2.8827 

rosinfr 
sin(B+ro^ 

y 

yi:s|.) 

0.472330 
9.933552 
-h  2.54614 
-f          »9»" 

0 .  46240.4 

9-964303 
+  2.67121 

+           393 

0.452646 
9.985816 

+  2.74449 
-h          5*6 

0.443313 
9.997742 

-h  »76093 

-h          695 

0.434692 

9.999*97 

4-  2.71637 

+         903 

0.427095 

9 . 989243 
4-  2.60818 

+         1147 

0.420B35  ; 

9.965773  1 
-f  *. 43561 
+         1421  1 

0.416202 

9.92628X 

-f  2.20031 

+        1713 

+           584 

+  »  55*98 
-f-  2.84871 

—  9.0561 

+           786 
4-  2.67907 

4-  3.08612 
—  9.1483 

+         1052 I 
-h  *. 75501' 
4-  3.31406 

-  9*36* 

+        1391 

4-  2.77484 
-f  3.53176 
—  9.3197 

4-        1806 

+  2.73443 
-h  3.73845 
-  9.3988    . 

4-       2294 
4-  2.63112 

+  3  93344 
—  9  4735    1 

4-        2842  • 
4-  2.46403  ■ 
-h  4.11603' 
—  9-5438   , 

-h        342' 
4-  2.23458 
-f  4.285>? 
—  9.6096 

rotim<; 
sin(C+f?o: 

K 

9.05794« 
8^922422 

—  0.00956 

-f             10 

9.048015 

9ii3447o6 
—  0.02470 

-f             1* 

9.038257 

9.556832 

—  0.03936 

+            13 

9.028924 

9.697037 
—  0.05321 

-h             «3 

9.020303 
9.798390 

—  0.06587 
+            12 

9.012706 

9.873724 
—  0.07699 

4-             10 

9.006446 

9.9*9085 
—  0.08620 

+          s 

9.001813 

9.967589 

—  0.09320 

—  2. 

+             20 

—  0.00936 
-f>  0.09266 

—  0.0196 

+            *3 

—  0.02447 

-|-  0.08796 
, —  0.0104 

-h            26 

—  0.03910 
+  0.08299 

—  0.0012 

-h             *6 
—  0.05295 

-h  0.07775 
4-  0.0080 

4-           *4 
—  0.06563 

4-  0.07227 

4-  0.0172 

4-             19-1-             10 ' 
—  0  07680  —  0.08610 

4-  0  06657  '4-  0.06066  ' 

4-  0.0264  i4-  0.0356 

—  3  1 

—  0.09323 

4-  0.0545? 
4-  0.044'' 

ro^ 
A 

ro«      . 
Ri 

yo+l»? 
«o+K 

y 

z 

rl 
6 

e 

i,4i73ao 

8.257963 
0.000655 
0 . 944880 

0.945535 

1.387542 

8.287741 
0.000702 
0.925028 
0.925730 

1.358268 

8.317015 
0.000751 
0.905512 
0.906263 

1.330269 

8.345014 
0.000801 
0.886846 

0.887647 

1 . 304406 

8.370877 
0.000849 
0 . 869604 

0.870453 

1.281615 

8.393668 

0.000895 
0.854410 

0.855305 

1.262835 
8.412448 
0.000935 
0.841890 
0.842825 

1.148936 

8.42634- 
0.000964 

0.832624 
0.833588 

0^185669 
0.406380 

7h97589« 

0.057156 

0.427346 

i     8.390582 

9.860961 
0.439293 
8.593618 

9.472215 
0.442147 
8.724931 

9.143546 
0.435430 
8.817896 

9.757123 

0.418243 
8.885870 

9  995644 
0.389134 
8.935255 

0.140838 
0.345852 

8.969  $o<J 

0^188098 
0.406878 
7^971276 

0.060920 

0.427984 
8.388634 

9.867638 
0.440124 

8.592177 

9.490113 
0.443*38 
8.723866 

9.099266 
0.436867 
8.817102 

9.746229 

0.420140 

8.885361 

9.989294 
0.391646 
8.935003 

0.136416 

0.349196 

8.969 >;b 

9.240134 

9.460845 
7.030356 

9.131426 
9. 501616 
7.464852 

8.954698 
9  533030 

7.687355 

8.584568 
9.554500 
7.837284 

8.273093 

9  564977 
7.947443 

8.901818 

9.562938 
8.030565 

9.152819 

9.546309 
8^092430 

9.3o*»2;o 
9.512264 
8,135921 

5„*3563« 
4.763068 

3.292750 

5.298155 
4.892466 

3.364937 

5.352555 
5.019589 
3.409299 

5.397634 

5.141317 

1     3.421233 

5.431897 
5.255262 

3  -  389846 

5.453508 

5.559643 
3.287945 

5.460182 

5-453148 
3.017680 

!    5.4489-* 

5.534834 

,        2^28^-1 

/9'  • 

fVJ 
Subtract.  < 

5„330972 

5-549752 
3»««4M0 

5.247700 
5.614764 
3.575414 

5.088901 
5.661387 

3.813440 

4.735661 
5.688786 

3.969414 

4-357735 
5.695336 

4.075571 

5.004650 
$.678561 

4.143782 

5   232503 
5.634855 
4.178212 

1       5.3462C6 

5.558<)8^ 
4i|t7934*> 

9.390037 
9.922505 

0.220847 

I     9  090591 

9.908732 
0.208420 

9.921726 

9.887538 
0.144366 

9  893326 

9.855225 
0.108234 

0.035150 
9.804128 
0.081417 

0.132179 

0.035068 
0.056664 

0.201943 
9.715603 
0.029018 

0.2526-»' 
8.T5*3oo 
9.992222 

4.625668 

5.472257 

3»5«3597 
8.257308 

4.338291 

5.523496 

3.783834 
8.287039 

5.010627 

5  548925 
3.957806 

8.316264 

5 . 290960 

5-544011 
4.077648 
8.344213 

5.467047 
5 . 499464 
4.156988 
8.370028 

5.585687 

5.394711 
4.200446 

8.39*773 

5.662125 
5.168751 
4.207230 
8  411513 

5.-016;; 

4.2Q2i;4 

,     4«l-l%'>«< 
8.4253»<5 
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A4 


1872 

— 

1871 

April  ao 

6°I2'5o"8 

7"3o'48"4 
9.116471 

9.996255 

9.916488 

9  912743 
<     9.605318 

9  994683 

1 

0.408222 

8'56'48"5 

-io*'i5'i5"i 

0.413539 

März  XI 

359**  5'34"9 
'358"54'  9"« 
81,282167 
9.999920 
9.917262 
9.917182 

8^771014 

9.999887 

0.412661 

358"4i'33"4 

:-io«i4'3o"4 

0.412774 

Jan. 31 

35i"58'i9"i 

350^1 7'5o"o 

9.226696 

9.993743 

9-915954 

i     9  909697 

1     9.715543 

9.991116 

0.405176 
348*^27'  3"o 

-io°8'5"3 
0.414060 

Dec.  22 

344"5i'  3"2 

34i°44'i2"5 

9.496075 

9-977553 
9.912417 

9.889970 

9.984922 

9.968126 

0.385449 

338'*i8'57"7 
— 9«56'28"6 

0.417323 

Nov.  12               Oct.  3 

337''43'47"4  33o'»36'3i"6 
333°i5'3o"8  324^53'38"9 

9.653179       9.759735 
9.950874       9.912801 
9.906225       9.896528 
9.857099       9- 809329 
0.142026       0.248582 

9.930183       9  875783 

0.352578       0.304808 
328«22'29"i  3i8°4i'54"9 

-9V34"2  -9°2i'25"4 
0.422395       0.429025 

kng.  34 

323^29'i5"7 

316V  7"7 
9.836460 
9.861773 
9.881711 
9.743484 
0.325307 

9.888394 

0.238963 

309«2o'29"5 

-9"  0'  9"5 

0.436913 

Juli  15              Juni  5 

3i6''2i'59"9  309'»i4'44"o 
308^36'  2"9  300V'  4"9 
9.892935       9.934418 
9.795109       9-708050 
9.858546'     9.819749 
9.653655       9-527799 
0.381782       0.423265 

9.936037        9.968053 
0.149134       0.023278 

300°20'20"0  291®42'30"3 

-8«37'49"7 
0.445745       0.455212 

.I37*'25'i9"i 

47"22'54"o 
28i"4i'26"7 

i27"io'  4"o 

37"  7'38"9 
27i«26'ii"6 

ii6"55'33"6 
26^53'  8 "5 

26l°ll'4l"2 

io6V'28"3 

i6°45'   3"2 

251«  3'35"9 

96"50'59"7 
6''48'34"6 

241"  /  7"3 

87<'io'25"5 

357"  8'  o"4 
23i"26'33"i 

77°49'  o"i 
347°46'35"o 
222**  5'   7"7 

68<»48''5o"6 

338V25"5 
213°  4'58"2 

6o"ii'  o"9 
330*»  8'35"8 
204^27'  8"5 

0.413327 
9.830328 

+  1.75249 
—         1297 

0.412562 

9.901388 

-f  2.06039 

—         1126 

0.413848 
9.950166 

-h  2.31214 
—           892 

0.417111 

9.981077 
+  2.50143 
—           608 

0.422183 

9.996889 

-\-  2.62465 

—           290 

0.428813 

9 . 999472 
-|-  2.68092 

-h             41 

0.436701 

9,990107 

-|-  2.67182 

+            365 

0.445533 
9 . 969608 

-f*  2.60101 

4-         667 

0.455000 
9.938331 

4-  2.47361 
4-          933 

-  2594 

4-  1.72655 

—  2.84470 
4-  2.6806 

—  2251 
4-  2.03788 

—  2.58247 
+  2.4773 

—         1783 
+  2.29431 

2-31183 
-h  2.2729 

—  1215 
4-  2.48928 

—  2.03360 
4-  2.0674 

—  580 

H-  2.61885 

—  1.74866 
4-  1.8609 

-h             81 

4-  2.68173 
—  1.45788 
4-  1.6535 

-h          731 

-h  2.67913 
—  I. 16219 

4-  1.4454 

4-        1334 

4-  2.61435 
—  0.86255 

4-  1.2367 

-h        1866 
+  2. 49227 
—  0.55997 
4-  1.0274 

0.413429 

9.866808 

4"  1.90650 

4-        2008 

0.412664 

9.780742 

+   1.56101 

+         2285 

0.413950 

9-655342 
-f  1.17298 

4-.      2525 

0.417213 

9.459710 

-h  0.75322 

-h        2712 

0.422285 

9.073977 
-h  0.31352 
-h        2832 

0.428915 

8.699056 
—  0.13427 
+       2881 

0.436803 

9.325778 

—  0.57887 

+       2860 

0.445635 

9.558770 

—  1.01020 

4-       2775 

0.455102 

9.697084 

—  1. 41966 

4-       2637 

4-        4016 
4-  1.94666 

4-  444134 
—  9.6709 

+         4570 
-4-  .  1 .  6067 1 
-|-  4.58280 

—  9-7277 

-h        5051 
-h  1.22349 

-f  4.70931 
-  9.7799 

4-        5424 
+  0.80746 

4-  4.82038 
—  98276 

-h        5664 
-h  0.37016 

-h  4.91550 
—  9.8707 

+       5762 

—  0.07665 

-h  4.99427 

—  9.9092 

4-       5719 

—  0.52168 

-4-  5.05621 

—  9.9428 

4-       5550 

-  0.95470 
-|-  5.10100 

—  9.9724 

4-       5275 

—  1.36691 

4-  5.12834 

—  9.9970 

«.999040 
9,990896 

—  0.09771 

—  10 

8.998275 
9„999864 

0.09957 
—             20 

8.999561 

9.994851 

—  0.09872 

—  31 

9.002824 
9.975826 

—  0.09520 

—  43 

9.007896 

9.942317 

—  0.08917 

—  53 

9.014526 

9.893197 

—  0.08086 

-  63 

9.022414 

9.826229 

-i  0.07057 

—           71 

9.031246 

9.737074 

—  0.05866 

—  77 

9-040713 
1    9.616934 
,—  0,04546 
—           81 

—  20 

—  0.09791 
-r  0.04827 
4-  0.0593 

—  40 

—  0.09997 
-^  0.04184 
4-  0.0630 

~           62 

—  0.09934 
-4-  0.03527 
-|-  0.0721 

-  85 

—  0.09605 
-f  0.02858 
4-  0.0811 

—  107 

—  0.09024 
-|-  0.02180 

4"  0.0901 

—  126 

—  0.08212 
-f  0.01494 
-j-  0.0991 

—  143 

—  0.07200 

-f-  0.00804 

4-  0.1080 

155 
—  0.06021 

-|-    O.OOIII 

4-  0.1169 

—  163 

—  0.04709 

—  0.00583 
4-  0.1257 

I. 24061 7 
8.434666 
0.000983 
0.827078 
0.828061 

1.238322 
8.436961 
0.000989 
0.825548 
0.826537 

1 .242180 

8.433103 
0.000980 

0.828120 

0.829100 

1.251969 

8.423314 
0.000958 

0.834646 

0.835604 

1.267185 
8.408098 
0.000925 
0.844790 
0.845715 

1.287075 
8.388208 
0.000884 
0.858050 
0.858934 

1.310739 
8.364544 
0.000837 
0.873826 
0.874663 

1.337235 

8.338048 
0.000788 
0.891490 
0.892278 

1.365636 

8.309647 
0.000738 
0.910424 
0.911162 

0.240429 
0.284787 
«•990383 

0.311569 

0.199717 
8*999000 

0.362336 
0.078540 

8.995767 

0.397131 
9.892284 

8.980594 

0.418591 
9.533823 
8.952792 

0.428350 
9.023088 
8.91 i 104 

0.427400 1 

9.740576 

8.852968 

0.416255 

9.992310 
8.774006 

0.394966 

0.144042 
8.665299 

0.237179 
0.289290 

«,990«27 

0.309179 
0.205938 
8»99987o 

0.360652 
0.087600 
8.997124 

0.396074 
9.907121 

8.982497 

0.418110 
9.568389 
8.955399 

0.428415 
8.884512 

8.914449 

0,427994 
9.717404 
8.857332 

0.417363 
9.979867 
8.779669 

0.396595 
0.135740 

8.672929 

9.412368 
9.456726 

8„l62322 

9.485032 
9-373180 
8„i 72463 

9.533236 
9.249440 
8.166667 

9.561527 
9.056680 

8.144990 

9.572876 
8.688108 

8.107077 

9.569416, 

8.164154 

8.052170 

9.552737 
8.865913 

7.978305 

9.523977 
9.100032 

7.881728 

9.483804 
9.232880 

7.754137 

Mi5«2* 
5.604071 
3o2943i2 

5.354409 
5.660524 

3.601212 

5.253315 
5.704149 
3.793923 

5.086573 
5.735169 
3.930098 

4.765344 
5-754053 
4.029867 

3.915083 

5.761453 
4.103030 

4.865958 
5.758145 
4.155357 

5.127108 
5 . 744966 
4.190704 

5.272525 

5.722749 
4*111876 

5  390824 

^442935 
_  4«i44472 

5 . 376466 
5.273225 
4.067157 

5.296728 
5.023676 
3.933200 

5.118878 
4.629925 

3.705301 

4.677577 
3.827856 
3.214866 

4.627376 

3  083473 
3.113410 

5.105765 
4.395175 
3535103 

5.299027 
4.861531 
3-661333 i 

5.399865 
5.139010 
3.676199 

0.288711 
9.652465 

9.933891 

0.290142 
0.15B208 
9.818210 

0.279866 
9.898340 

9-577593 

0.285178 
9.964505 
9.831242 

0.259360 
9.994821 
9.927828 

0.076989 
9.999087 
0.042346 

0.197472 

9.980752, 

0.09333:^ 

0.223522 
9.939126 
0.112454 

0.242011 

9-868779 
0.111023 

^ 704533 
^•095400 
4,0^8363 

»{.433683 

5.666608 

5»43i433 
3.885367 
8.435972 

5.576594 
5.602489 

3.371516 
8.432123 

5.404056 

5.699674 

3.536543 
8.422356 

5.024704 
5.748874 
3.957695 
8.407173 

4.704365 
5.760540 
4.145376 

8.387324 

5.303237 

5.738897 
4.248689 

8.363707 

5.522549 
5.684092 

4.303158 
8.337260 

5.641876 
5.591528 
4.322899 

8 . 308909 

^Pp4U«r,  Bakabeciimmaiifeii.  II. 
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• 

»1 

l«75 

1874 

Datum 

Febr.  34      '       Jan.  15 
o„3995o6       o«377i9S 

Dec.  6 

Oct.  '.^        1       Hept.  17              Aug.  8 

Jnni  39 

Maiao 

April  10 

0*355844 

0.336005 

0.318230 

0.303205 

0.291544 

0.283842 

o,^x8o6i( 

yi— y 

9.739*3*       9.767594 

9.781576 

9.783668 

9.775239 

9.757161 

9.729732 

9.692988 

9.646''B< 

s,       s 

««240549        8n*56237 

8„247973 

8.213783 

8.146748 

8.029384 

7.807535 

7.082785 

•     7.693721 

•in  (  ^ 

2.426007  1      2.485167 

2.542698 

2.597643 

2.648892 

2.694663 

2.733084 

2.761926 

1      2.77«**^ 

9^989861        91.98727* 

91,985098 

9.983573 

9^982879       9.983108       9^984250]     9.986160 

9,9885«! 

^  C08^ 

0.409645       0.389923 

0.370746 

0.352432 

0.335351        0.320097       0.307294 

0.297682 

0.  29201( 

COS  d- 

9.999990       9999988 

9.999988 

9.999989 

9.999991       9.999994'     9*999998'     0.000000 

9  999<»9< 

^ 

0.409655'      0.389935 

0.370758 

0.352443 

0.335360 1     0.320103       0.307296 

0.297682 

0.  29203( 

1.2289651      I. 169805 

1. 112274 

1.057329 

1.006080 1     0.960309       0.921888 

0.893046 

0.  876oq< 

A-. 

—  669.13 

—  728,39 

—  791.67 

—   858.32 

—  927.09     —  995.10 

—1058.35 

—  Uli. 14 

—  1146.81 

A» 

+   140.09 

4-  142.89 

4-  145.33 

4-  147.41 

4-  149.12 

4-  150.46 

4-  151.43 

4-    152.02 

4-   152. r 

(AI 

—    529.04,   —   585-50 

—  646.34 

—  710.91 

—  777.97 

—  844.64 

—  906.92 

—  959.12 

—  994.  ?t 

-f   146.30 

4-  178.96 

4-  211.00    4-  240.61 

4-  265.54 

4-  283.02 

4-  290.28 

4-  285.05 

-H  266. 4I 

l'i 

-h     58.87 

-h    51.37 

4-    43  76 

4-    36.04 

4-    28.23 

4-    20.33 

4-    12.38 

+      4.38 

—        3  6* 

-h  205.17 

-h  230.33 

4-  254.76 

4-  276.65 

4-  293.77 

-h  303.35 

-h  302.66 

-f  289.43 

4-  262.81 

—       4.641             55« 

—      6.18 

—      6.48 

—      6.25 

5.30 

—      3.47 

—      0.70 

4-       2.9 

Xt 

—       3.38,  —       3.41 

—      3.44 

—      3.46 

—      3.47 

—      3.47 

3.47 

—       3  45 

—         3  4 

■  (Z)      ■ 

—       8.02 

—      8.92 

9.62 1           9.94 

—      9.72 

-      8.77 

—      6.94 

—       4.15 

—       0.4 

x,—x 

0.99008         0.99409 

0.99676 

1 

0.99804 

0.99787 

0.99618 

0.99286 

0.98783 

0.980^ 

y\—y 

o„6o728         o„64742 

0^68596 

o„72277 

0.75783'      0^79113 

0-82265 

0^85241 

0,8804. 

*\-- 

9.50243         9f»4936o 

9.48287 '      9.46953 

9.45378        9.43489        9.41296 

9.38739 

,        9.3^'«* 

0.05704        0.02803 

0.00064        9.97490 

9.95072,      9.92810        9.90710 

9.88769 

i        9.8V*'< 

9.96562'       9.95994 

9.95346 

9.94615,       9.93790 j       9.92866 

9.91832 

9.90681 

9.8940 

^  cos^ 

1.02446         I. 0341 5 

1.04330 

1.05189 

1.05997.       1.06752 

1.07454 

1.08102 

1  .OP*)«* 

cos  ^ 

9.99980         9.99982 

9.99984 

9.99985;       9.999871       9.99988 

9 . 99990 

9.99991 

9 .  91*«*«* 

e 

1.02466         1.03433 

I . 04346 

1 . 05204          1 . 0601 0          1 . 06764  1        1 . 07464 

1.08111 

i .on-o 

f 

3.07398         3   «0299 

3.13038 

3.15612;        3.18030         3.20292;        3.22392 

3.24333 

3. 2bl2 

Ä-, 

-h     «>.>5 

4-    10.52 

4-      9.94'  4-      9.40]  4-       8.88     4-      8.40 

4-      7.94 

4-      7.51 

-H       -.^ 

A', 

—     10, i6 

9.94 

—     9.71 

—       9.48'   —       9.25     —       9.01 

—      8.77 

-      8.53 

—       Ha 

(A'l 

-h      0.99 

4-      0.58 

-h      0.23 

—       0.08     —       0.37,  —       0.61 

—      0.83 

—      1 .02 

—        1    2 

—      4.62 

—      4.74 

—      4.86 

—       4.99 

5. II 

—      5.24 

—      5.37 

—      5.50 

—        ?   •» 

Yt 

-h       9.39 

-h      9.59 

-h       9-79 

4-      9.98 

4-    10.17 

+     10.35 

4-    10.53 

4-    10.70 

4-     10  ■ 

[Y] 
Xx 

-h      4.77 

4-      4.85 

+       4.93     +       4.99     -h       506 

-h       5-11 

4-      5.16 

4-      5.20 

4-         ^.2 

—      0.36 

—      0.33 

—      0.30 

—      0.28 

—      0.25 

—      0.23 

—     0.21 

—     0.19I 

—       0.  i 

Zt 

-h      0.25 

4-      0.24 

4-      0.22 

4-      0.21 

-h      0.20 

4-      0.19 

4-      0.17 

-h      0.16 

4-      o.i 

[Z) 

O.II 

—      0.09 

—      0.08 

—      0.07 

—      0.05 

—     0.04    —     0.04 1 —      0.03 

—       c  c 

a  S^r) 

+  123.26    -h     15.41 

4-    17.10 

4-  169.27 

4-  513.09  1  4-1090.62    4-1945.11 

+3120.51 

4-46 %9. ^ 

*  *<») 

—    52.18 

—      548 

—      5.09 

—    41.16 

—    99.00    —  159.66    —  201.25 

—  200.59 

—  13«;. c 

'  ?.<•) 

—         0.10      O.Ol 

—      0.011  —      O.II     —      0.31.  —      0.58     —      0.88 

1.15 

—        "5 

Zihler 

«IX 

-+-    70.98    -J-      9.92 

4-     12.00    4-  128.00    4-  413.78'  4-  930.38'  4-1742.98 

4-2918.77 

4-4525    1 

-Ho. 471023 

4-0.559786 

4-0.646457  4-0.728585  4-0.803861  4-0.869896 

4-0.924485  -4-0.965500 

4-o.<>vco< 

*y 

4-0.526747 

-Ho. 437951 

4-0.351264  4-0.269141 '4-0. 193952  4-0.128037 

-fo.  07  3631  1 4-0. 032869 

4-0.0O*-4 

ez 

-j-o. 001429 

4-0.001466 

4-0.001481  4-0.001473  4-0.001441 

-f-o. 001386 

4-0.001309  j-f-o. 001212 

4-0.0010  . 

W 

4-0.999199 

4-0.999203 

4-0.999202  4-0.999199  4-0.999254 

4-0.999319 

4-0.999425  4-0.999581 

4-0.9«*<»-'. 

log   IT 

9.999652 

9.999653 

9  99965 3       9.999652       9.999676 

9.999704 

9.999750:     9.999818 

9.q9(4<4l 

A* 

6 . 904042 

6.901672 

6.901465       6.903421       6.907537 

6.913816 

6922255'     6.932851 

6.94;M 

/,, 

0.477113 

0.477120 

0.477120      0.477107       0.477076       0.477020 

0.476932  1     0.476804 

o,4*6<>2 

1  — i>r 

7.380807 

7.378445 

7.378238       7.380181'     7.384289'     7.390540 

7.3989371     7.409473 

7.4221 ^ 

-y 

9.998955 

9.998961 

9.998961       9.998957       9998946       9998931 

9.998910      9.998884 

9.9Q8*  ,- 

log  ZAhler 

1.851136 

0.996512 

1.079181       2.107210,     2.616769       2.968660 

3.241292'     3.465199 

3  6^545 

9 

1.852181 

0.997551 

1.080220       2.108253       2.617823       2.969729 

3.142382       3.466315 

3,<>Nhs   * 

fq 

2.329294 

1.474671 

1.557340       2.585360       3.094899       3.446749I     3.719314I     3.943119 

4. 13521 

X  X\ 

—  528.05  1  —  584.92 

—  646.11     —  710.99 

—  778.34 

—  845.25 

—  907.75 

—  960. 14 

'    Q9> . • 

J  2  A',' 
S  >y 

4-       1.17  1  —       0.06 

—       0.27     —      4.59 

19.25 

51.51 

—  109.28 

—  200.55 

—  352    3 

4-  209.94    -h  235.18 

4-  259.69 

4-  281.64 

4-  298.83 

4-  308.46    4-  307.82 

-»-  294.63 

4-    26h     - 

^•^a, 

.i''^' 

—      7.99    —      0.98 

—      1.0^ 

—      9.82 

—    27.38 

—     51.77    —    78.40 

—     99.32 

102     ? 

-      8.13 

—      9.01 

—      9.70 

—    10.01    —      9.77 

—      8.81     —      6.98I 

—       4.18 

' —        c   • 

JS^l, 

+      0.38 

4-   -  0.05 

4-      0.06 

4.      0.62 

•f      1.96 

4-      4.28, 

+       7.751 

4-    12.46 

4-      1«   5 
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i«74 

1873 

Xirai 

1       Jan.  ao 

Dee.  II              Not.  i 

1       Sept.  aa 
On337i90 

Aag.  13               Jali  4 

Mai  as              April  15 

1     0^28x212 

0.288821 

0.300389 

0.316668 

o„36i339 

0.388390 

0;,4i7555 

0.448029 

9.590964 

9.525693 

9.452139 

9.373684 

9.298242 

9 . 240799 

9.222404 

9.259235 

9.348830 

1     8.078094 

8.297542 

8.454692 

8.577836 

8.679337 

8.765296 

8.839352 

8.903687 

8.959852 

1     ».781855 

2.769336 

2.740701 

2.696337 

2.637669 

2.566809 

2.486259 

2.398563 

2.306088 

9.991181 

9»99363i 

9n995675 

9n997i94 

9«998i93 

9«998757 

9«99899i 

9^998955 

9.998629 

0.291031 

0.295190 

0.304714 

0.319474 

0.338997 

0.362582'     0.389399 

0.418600 

0 . 449400 

9.99999» 

9.999978 

9.999957 

9.999929 

9.999896 

9.999861 

9.999828 

9.999797 

9.999772 

0.X91039 

0.295212 

0.304757 

0.319545 

0.339101 

0.362721 

0.J89571 

0.418803 

0.449628 

•     0.873117 

0.885636 

0.914271 

0.958635 

1.017303 

I. 088163 

1.168713 

1 . 256409 

I . 348884 

1  —1158.96 

—1143.29 

1099.23 

— 1030.40 

—  943.75 

—  847.52 

—  749.29 

—  654.81 

—  567-70 

'  -+-   152.06 

+  151.50 

+   150.55 

+  149.20 

"+•  147.45 

4-  145.31 

+  142.76 

+   139.80 

+  136.44 

t  — 1006.90 

991.79 

—  948.68 

—  881.20 

—  796.30 

—  702.21 

~  606.53 

515.01 

—  431.26 

+  »35.95 

+  197.26 

-h  155.90    4-  117.50 

+     86.28 

+    64.21 

+    51.131  -h    45.48 

4-    45.18 

—     11.7» 

—     19.80 

27.87     —     35-92 

43.95 

51.92 

—    59.82 

—     67.64 

75.37 

'   +  "4.  »3 

+  177.46 

+  128.03     +     81.58 

-+-     42.33 

+    12.29 

—      8.69 

—     22.16 

—    30.19 

-H      7.24 

+     11.66 

+     15.68     +     18.80 

+     20.75 

+    21.48 

+    21.16 

+     20.06 

+    18.45 

—      3.39 

—       3.35 

—       3.30I  —       3.24 

-       3.18 

—      3.10 

3.01 

2.91 

-—      2.81 

+      3.85 

+       8.31 

+     12.381  +     15.56 

4-    17.57 

+    18.38 

+     18.15 

+     17.15 

4-    15.64 

0.97217 

0.96123 

0.94796 

0.93213 

0.91349 

1 

0.89167       0.86628 

0.83684 

0.80271 

0^90672        0.93130 

o„954i7 

o„97534 

o«99477 

I »Ol 245 

1.02834 

1.04241 

i«o5457 

1        9»3»346 '       9n»8307 

9»23578 

9« 17955 

9.1 1160 

9ii02735 

8.91960 

8„77o85 

8„54033 

9.85358!       9.83897 

9.82610 

9.81497 

9.80567 

9.79841 

9.79316 

9.79019 

9.78965 

9.87975,       9.86393 

9«85257 

9.87002 

9.88634 

9n90i59 

9«9i573 

9.92880 

9ii94078 

1.09242'        1.09730 

1.10160 

1.10532 

1.10843 

I. 11086 

1.11261 

1.11361          1.11379I 

9.99994'       999995 

9.99996 

9.99997 

9 • 99998 

9.99999 

9.99999 

0 . 00000 

0.00000 

1.09248         1.09735 

1. 10164 

1.10535 

1.10845 

1.11087 

I. 11262 

'1 .11361 

1.11379 

t        3 . 27744         3 . »9»o5 

3 . 30492 

3.31605 

3.32535 

3.33261 

3.33786 

3.34083 

3.34137 

.    H-       6.69     -+-       6.31 

-h       5.94 

-f       5.59 

+       5.24 

4-      4.90 

+       4.56 

4-      4.24 

"+•       3-91 

'    —       8.05 

—       7.80 

—       7.55 

—       7.30 

—       7.04 

6.79 

—       6.53 

—      6.27 

—       6.01 

-        1.36 

—       1.49 

—       1.61 

—       1.71 

—       1.80 

—      1.89 

—       1.97 

—     2.03 

—       2.10 

—       5.76 

—       5.89 

—      6.03 

—       6.17 

—       6.32 

—      6.47 

—       6.63 

—     6.80 

—       6.99 

-4-     11.02 

+     11.17 

-h     11.32 

+     11.47 

+     11.61 

+    11.74 

+     11.87 

+    II. 99!+    12.11 

-h       5. »6 

+       5.28 

4-      5.29 

-h       5.30 

4-      5.29 

4-      5.27 

4-      5.24 

4-      5.  191  4-      5.12 

1   —       0.15 

—      0.13 

—      0.12 

—      0. 10 

—      0.08 

—      0.07 

—      0.05 

—      0.04 

—       0.02 

'  -4-      0.14 

+       0.12 

+      0. 11 

+      0.10 

+      0.09 

+      0.07 

+      0.06 

+      0.05 

+       0  04 

—      0.01 

—      0.01 

—         O.Ol 

0.00 

+         O.Ol 

0.00 

+         O.Ol 

+      0.01 

+       0.02 

+6599.60 

+8966.15 

+11762.24 

+14954.00 

+18450.46 

+22078.21 

4-25550.53 

+28436.07 

+30139  21 

-h     16.16 

+  273,01 

+   658.44 

+  1208.35 

+  1987.85 

+  3114.56 

+  4786.88 

4-  7311.23 

+11117.67 

—      1.28 

—       0.98 

—         0.40 

4-       0.45 

4-        1.44 

+        2.35 

4-        2.85 

+        2.54  j+       0.99 

1  +6614.48,  4-9238. 18  1 

+12420.28 

+16162.80 

+20439.75 

+25195.12 

4.30340.26 

4-35749.8414-41257.87 

-hc  999054 

+0.988290 

+0.957564  4-0.906330 

+0.834816 

+0.744262 

+0.637207 

+0.517802  1+0.392074 

+0.000065 

+0.011328 

4-0.042641 

-ho. 094^35 

+0.166783 

+0.258124 

+0.365989 

+0.486204  +0.612710 

1+0.000966 

+0.000823 

+0.000673 

+0.000522 

+0.000375 

+0.000241 

+0.000128 

+0.000046  +0.000004 

+1.000085 

+1.000441 

+  1.000878 

+1.001387 

+1.00I974 

+1 .002627 

4-1.003324 

+1.004052  4-1.004788 

0.000037 

0.000192 

0.000381 

0.000602 

0.000857 

0.001140 

0.001441 

0.001756;    0.002075 

6.960511 

6.977533 

6.996640 

7.017772 

7 . 040842 

7.065724 

7.092241 

7.120153      7.149139 

0.476402 

0.476116 

0.475771 

0.475364 

0.474899 

0.474383 

0.473826 

0.473240     0.472643 

7.436950 

7.453841 

7.472792 

7.493738 

7.516598 

7.541247 

7.567508 

7.595149,    7.623857 

•     9.998810 

9.998763 

9.998708 

9.998644 

9.998571 

9.998487 

9.998393 

9.998287      9.998170 

3 . 820496 

3.965586 

4.094132 

4.208517 

4.310476 

4.401316 

4.482020 

4.553274     4-615507 

3.821686 

3.966823 

4.095424 

4.209873 

4.311905 

4.402829 

4.483627 

4.554987      4.617337 

4.298088 

4.442939 

4.571195 

4.685237 

4.786804 

4.877212 

4.957453 

5.628227      5.089980 

— 1008.26 

—  993  28 

—  950.29 

—  882.91 

—  798.10 

—  704.10 

—  608.50 

517.04 

—  433.36 

—  509.4« 

—  731.83 

—  992.97 

—1276.59 

—1554.12 

— 1782.20 

— 1900.69 

—1832.43 

— 1486.03 

-+-  »»949 

-h  182.74 

-h  133.32 

+     86.88 

+     47.62 

4-     17.56 

—      3.45 

—    16.97 

—     25.07 

•   —     71.44 

-f     15.25 

+  183.05 

+  460.23 

4-  875.30 

+1453.02 

+2208.59 

4-3139.57 

4-4215.39 

+       3.84 

+       8.30 

4-    12.37 

+     15.56 

+    17.58 

+     18.38 

+    18.16 

+    17.16 

+     15.66 

-H     *5.3o 

-f     32.74 

+    39.89 

+     45.61 

+    48.31 

+    46.03 

4-    36.47 

+    17.21 

—     14.09 

16» 
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1873 

1872 

Datum 

Mftri  6 

Jan.  35 

Dec.  x6 

1       Nov.  6              Sept.  97            Aug.  18 

Jali  9 

_    -       i 

0*635133 

1       Mai  30 

*!— X 

0^479021 

01,509766 

o«5395*7 

91- 
0*567599 

0*593317       0^616038 

1 

;  0^649995 

yi— y 

9.472361     ,   9.609648 

9.747451        9.879050       0.001743    ;  0.114718 

0.218010 

1  0.311959 

S|— s 

9.008685 

9.050882 

9.086680 

9.116276       9- 139564 

9.156458 

9.166608 

9. 169616 

•tn    1 

2.210880 

2.114661 

2.018853 

1.924614       1.832880 

1.744413 

1.659870 

1.579776 

9«99790S 

9*996587 

9*9944 «6 

9*991073 

9*986205 

9*9794*3 

9*970318 

9*958459 

(  cos  9 

0.481117 

0.513179 

0.545111 

0.576526 

0 . 607 1 1 2 

0.636615 

j   0.664815 

0.691536 

cot^ 

9.999753 

9.99974» 

9.999738 

9.999740 

9.999748 

9.999761 

9.999781 

9.999804 

« 

0.481364 

0.513437 

0.545373 

0.576786 

0.607364 

0.636853 

0.665034 

0.69173*    . 

e» 

1.444092 

1.540311 

1.636119 

1.730358 

1.822092    '   1.9J0559 

1 .995102 

1.075196 

A'. 

—489.67 

—421.14 

—  361.73 

— 310.61 

— 266.81       — 229.32 

1  — 197.*4 

1  —169.73 

JT, 

+132.65 

4-128.46 

4-123.85 

4-118.83 

4-113.40  !  4-107.55 

4-101.30 

4-  94.65   , 

(A-) 

r, 

—357.02 

— 292.68 

—  237.88 

—191.78 

—153.41     —121.77 

—  95.94 

-  75-08  : 

-h  48.22 

4-  53.00 

4-  58.39 

4-  63.63 

4-  68.33 

4-  71.30 

4-  75.49 

4-  77.94  1 

Vj 

—  82.96 

—  90.41 

—  97.71 

— 104.82 

— 111.72 

—  118.39 

— 124.81 

—130.93  ! 

^1 

—  34.74 

—  37.41 

39.32     ;   —  41.19 

—  43-39 

—  46.09 

—  49.3* 

'  —  5*. 99  ' 

-f  16.58 

4-  14.64 

4-  i».75 

4-  10.99 

4-    9.39 

4-    7.96 

'  4-    6.71 

4-    5.61  ♦ 

;?» 

—     2.70 

—    2.58 

—     ».45 

—    2.31 

—     2.16 

—    1.00 

;  —   1.84 

—    1.67 

4-  13.88 

4-  ".q6 

4-   10.30 

4-     8.68 

4-    7.13 

4-    5.96 

4-    4.87 

4-    3.95 

Z| — X 

0.76315 

0.71719 

1 
0.66354         0.60051 

1 
0.51565    '    0.43540 

0.3*383 

0.1 8004 

yi   y 

1^06476 

1*07289 

1^07887  ;    1*08259  .    1^08398  '    1^08295 

1*07946 

1*07351 

St— s 

81,00860 

8. 14922 

8.57864  1   8.78497  ,    8.91803  '   9.01368 

9.085*9 

:  9-13956 

sin  (    ^ 

9.79>72 

9.79664 

9.80468  1   9.81605  1   9.83105  ■   9.84992 

9.87281 

1  9.89984 

9»95«66     !     9«96i43 

9*97009      9*97761       9*98400 

9*989*6 

9*99341 

9*99648 

^  cos  ^ 

1.11310    '     1.11146 

1.10878      1.10498  ,    1.09998 

1.09369 

1.08605 

1.07703  ' 

COI  ^ 

0.00000         0.00000 

0.00000 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9 . 99998 

*  9.9999- 

?, 

1.11310         1.11146 

1.10878      1. 10499  '    1.09999 

1.09370 

1.08607 

1.07706 

e^ 

333930         3-3343« 

3.3*634      3.31497      3.29997      3*8110 

3.25821 

3.13118  I 

A, 

4-     3-59 

4-     3. »6 

4-   2.94     4-   2.61 

4-    1.27    >  4-     1.93 

4-    1.57 

4-   I .10 

A'i 

—     5.75 

-     5.48 

—   5.21 

—     4.94 

—    4.67 

—    4.40 

—    4.13 

—   3.86 

(A) 

—     2.16 

—     2.22 

—   2.27 

—     *.33 

—    2.40 

—    2.47 

—    2.56 

—  1.66 

—     7.19 

—     7.40 

—   7.65 

—     7.92 

—    8.22    '  —    8.57 

—    8.96 

—  9.40  1 

1-2 

4-  12.22 

4-  ia.33 

4-   i»-43 

4-  i*.53 

4-  12.62      4-  12.71 

4-   i*.79 

4-   12.86 

(1-) 
^ 

-h    5.03 

4-    4.93 

4-    4.78 

4-    4.61 

4-    4.40   '4-    4.14 

4-    3.83 

4-    3.46 

—    0.01 

4-    0.01 

-f-    0.02    I  -f-    0.04 

4-    0.06 

4-    0.07 

4-    0.09 

4-     O.ll 

^ 

4-    0.02 

4-    0.01 

0.00 

—    0.01 

—    0.02 

—    0.04 

—    0.05 

—    0.06 

■'-^j 

4-  0.01 

4-    0.02 

4-    0.02 

4-    0.03 

4-    0.04 

4-    0.03 

4-    0.04 

4-    0.05 

J*V) 

-+-i9906.47  -1-26889.37 

4-20288.64 

4-  9598.47 

—  5069.79 

— 21663.45 

—41020.50 

|—  57046. 1^ 

*f(y) 

-1-16746.081  -1-24778.89 

4-35695.92 

4-49638.33 

4-66105.71 

4-83672.20 

4-99875.00 

4-11145462 

f  ^(») 

—         2.10  —         6.76 

—      12.49 

—       18.13 

—      11.74 

—      20.82 

—        12.894-           3-6" 

Zähler 

4-46650.45   -I-51661.50 

4-5597*. 07 

4-59218.67 

4-61014.18 

4-60987.93 

4-58841.61 

4- 5441*  04, 

4-0.268060 

4-0.155721 

4-0.066426 

4-0.011876,4-0.002357  -j-o. 044468 

4-0.138712 

4-0,«7'»-5-' 

h 

+0.737433 

4-0.850354 

4-0.940056 

-j-o. 994805  4-1.004256  -i-o. 961785 

4-0.866872 

4-0.726R'';- 

ez 

4-0.000010 

4-0.000071 

4-0.000190 

4-0. 0003641  -j-o.  000581   4-0.000824 

-j-o. 001065 

■  4-o.ooii-;| 

W 

4-1.005503 

-f- 1.006146 

4-1.006671 

4-1.007045  4-1.007194  4-1.007077 

4-1.006649 

4-1.00590- 

log  IK 

0.002383       0.002661 

0.002888 

0.003049       0.003113       0.003063 

0.002878 

0.0025S»»' 

M 

7.178782       7.208560 

7.*37834 

7.165833     7.191696     7.314487 

7.333*67 

7.347i«>t>' 

/,, 

0.471059 

0.471516 

0.471050 

0.470698       0.470502       0.470503 

0.47073* 

0.47120g 

I— A' 

7.653224 

7.682737 

7.71177* 

7.739580     7.765311 

7.788053 

7.806877 

7.820933 

JV 

9.998041 

9.997903 

9.997758 

9-997609       9  997463       9-9973*6 

9.997207 

9.997114 

log  Zähler 

4.668856 

4.7i3»67 

4.747971 

4.771459       4.785430,      4-785*44 

4.769684 

4.7356g? 

9 

4.670815 

4.715*64 

4.750213 

4.774850       4.787967       4.787918 

4.771477 

4.7385«! 

/« 

5.142874 

5.186780 

5.2*1*63 

5.245548       5*58469       5  2584*1' 

5.243209 

5.209-wr 

2'(.Y) 

—  359. «8 

—  294.90 

—  240.15^  —  194-1"     —  15581 

—  124.24 

—     98.50 

—       7-.'4. 

—    763.79     +   4a». 02 

4-2122.71*4-4316.91     4-6871.87 

4-9516.12 

4-11847.81 

4-1339:. «4 

—     29.71     —     3». 48 

—     34.54    —     36.58'  —     38.99 

—    41.95 

—   45.49 

—     49-53 

JTTT 

4-5364.94     4-6464. so 

4-7331.43'  4-7730.80;   4-7404.43 

4-6130.33 

4-3804.11 

4-  511 .82 

4-     13.89    4-     12.08 

4-     10.32I4-       8.71     4-       7.1714-       5-991 

4-      4.91 

4-      4.00 

^2  / 

-      59.01 

-  >>T.:3| 

-    18". 96  , 

264.16, 

-  336.5*1 

—    391   94 

—  415.66 

—  395.32 
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1 

1872 
Mira  II 

Jan.  31 

1871 

April  M 

Dec.  33 

Nov.  12                Oct.  3        ^       Aug.  34       1       Juli  15                Juni  5 

"     I  "                       1                         1                         1 

0.660035 

©„664675 

o«663337 

0„655415 

21- 
©„640234 

On6 16959 

0^584480 

0*541192 

0*484619 

0.397015 

0.473646 

0.542305 

0.603460 

0.657567       0.705087 

0.746470 

0.782164 

0.812596 

91S4888 

9.151707 

9.129077 

9.095623 

9.049373        8.987040 

8.903307 

8.787602 

8.615529 

1.^4530 

1.434426 

1.369635 

1.310187 

1.255998    ,    1.206894 

I. 162608 

I .122822 

1.087182 

'>.H339a 

9ii9a4637 

9^901676 

9«8739M 

9.857978 

9.889109     '   9.915712 

1 

9.938131 

9.956673 

0.716643 

0.740038 

O.761661 

0.781503 

0.799589 

0.815978        0.830758 

0.844033 

0.855923 

9.999829 

9.999856 

9.999882 

9.999908 

9  999931 

9.999952 

9.999970 

9.999983 

9.999993 

1  0.716814 

1  0.740182 

0.761779 

0.781595 

0.799658 

0.816026 

0.830788 

0.844050 

0.855930 

1  1.15044* 

2.220546 

2.285337 

2.344785 

2.398974 

2.448078 

2.492364 

2.532150 

2.567790 

-146.07 

-125.63 

— 107.89 

—  92.39 

—  78.75       —  66.66       —  55.86 

—  46.13 

—  37.31 

+  87.59 

-h  80.15 

+  72.34 

+  64.16 

+  55.63    ,   +  46.77    1  +  37.60 

+  28.15 

+  18.43 

-  58.48 

—  45.48 

—  35.55 

—  28.23 

—  23.12       —   19.89       —   18.26 

—  17.98 

—  18.88 

r  79-7* 

-f-  80.92 

+  81.65 

+  81.97 

+  81.95 

+   81.65        +   81.11 

+80.35 

+  79.39 

-136,75 

—  142.24 

—  147.36 

—  152.08 

—  156.39 

—  160.23        —163.60 

—  166.45 

—  168.77 

-  57.03 

—  61.32 

—  65.71 

-*•  70.11 

—  74.44 

—   78.58     ,   —   82.49 

—  86.10 

-  89.38 

T      4.67 

4-    3.86 

+     3.15 

+     2.55 

+     2.02 

-h      1.56 

+     1.16 

+    0.81       +    0.50 

-      ».49 

-     1.30 

—     1. 10 

—     0.90 

—     0.69 

—      0.48 

—     0.26 

—     0.04       -j-    0.19 

r    3.18 

+    2.56 

+     2.05 

-f     1.65 

4-    1.33 

+      1.08 

+     0,90 

+    0.77    1  +    0.69 

9.97959 

9 . 64286 

8,3304« 

9^62521 

9^87961 

0,|01208 

0*09121 

0*13912 

0^16581 

i„o65ii 

I „05440 

»«04153 

1^02674 

i«oio34 

0^99267 

o„974io 

0*95509 

0*93601 

9.19645 

9.21219 

9.23401 

9.24822 

9.25600 

9.25816 

9.25527 

9.24822 

9.23754 

9.93116 

9.96671 

0.00628 

0.04960    , 

0.09622 

0.14572 

0.19741 

0.25048 

0.30424 

1   9-99854    1 

9^99967 

o„ooooo 

9n99966 

9»9988i 

9»99764         91199631 

9*99499    :     9*99383 

1.06658 

1.05473 

1.04153 

1.02708 

1.01153 

0.99503 

0.97779 

0.96010 

0.94218 

9.99996 

9.99996 

9.99995 

9.99994 

9.99993 

9.99993         9.99992 

9.99992 

9.99992 

1.06662 

1.05477    ■ 

1.04158 

I. 02714 

1.01160 

0.99510    ,     0.97787 

0.96018 

0.94226 

1    3. «9986 

3.16431 

3.12474 

3.08142 

3.03480 

2.98530         2.93361 

2.88054 

2.82678 

+    0.81    ^ 

+    0.41    . 

—    0.02 

—     0.47 

—     0.95       —     1.44 

—     1.94       —     2.45 

—     2.95 

-     3.59    . 

—    3.3» 

—     3  04 

—     2.76 

—     2.48    '  —     2.20 

—     1.93    1  —     1.65 

-     1.37 

'  -     2.78    1 

—    2.90 

—     3.06 

—     3*3 

—     3.43    1  —     3.64 

—     3.87    1   —     4.10 

—     4.32 

-    9.91 

—  10.50 

—   11.16 

—  11.92 

—  12.78 

—   13.75 

—  14.84 

—   16.05    1  —   17.39 

.  i-  J2.93 

+  1300 

+  13.06 

H-  13-" 

+  13.17 

+  13.21 

-h  13.25 

+  13.29    ,  +  13.32 

-4-     3.02 

4-    2.50' 

+     1.90 

+    1.20 

-h    0.39 

—     0.54 

1.59 

—     2.76    1  —     4.07 

+    0.13 

-f    0.15 

+     0.17 

+    0.20 

-h    0.23 

+     0.25 

+    0.28 

+     0.32 

+     0.35 

—     0.07 

—    0.08 

—      O.IO 

—    0.11 

—    0.12 

—     0.13 

—    0.14 

—     0.16 

—     0.17 

T     0.06 

-h    0.07 

+    0.07 

+    0.09 

+    0.11 

+     0.12 

+    0.14 

+     0.16 

+     0.18 

—  67327.1 

—  69094. I 

—  61171.7 

—  44473-4 

—  21788.1 

+     3051-41  +  26223,8 

+  44780.1 

+  57059.6 

-115026.3 

+108069.7 

+  89864  6 

+  61922.6 

+  27679.7 

—     8425.7 

—  42078.3 

—  69983.8 

—  90287.8 

28.6 

-h         59.4 

+        91.3 

+       118.9 

-h       137.1 

+       143.0 

+       136.0 

+       118.1+         92.5 

^  47727.8 

+  39035-0 

+  28784.2 

+  17568.1 

+    6028.7 

-     5231.3 

—  15718.5 

—  25085.6  —  33135.7 

^0.446218 

-+-0.622603 

+0.783228 

+0.906987 

+0.979458 

+0,995018 

+0.956601  +0.873656-^0.759275 

-^.557206 

+0.379418 

+0.217290 

+0.092003 

+0.01 8051 

+0.001 119 

+0.038310  +0.120199+0.233679 

-ro. 001423 

+0.001487 

+0.001458 

+0.001341 

+0.001155 

+0.000926 

+0.0006851  +0.000459  +0.000267 

-r  1.004847 

+1.003508 

+1.001976 

+  1. 000331 

+0.998664 

+0.9970631+0.9955961+0.994314+0.993221 

0.002100 

0.001521 

0.000857 

0.000144 

9.999420 

9.998722       9.998083       9.997524      9-997045 

'•355485 

7.357780 

7.35391» 

7.344133 

7.328917 

7.3090271      7.2853631      7.258867      7.230466 

0.471931 

0.472872 

0.473984 

0.475205 

0.476463 

0.477693I      0.478840       0.479867      0.480750 

?. 829516 

7.832173 

7.828763 

7.819482 

7 . 804800 

7.785442       7.7622861      7.736258      7.708261 

9.997057 

9.997039 

9.997062 

9.997125 

9.997220 

9.997342'      9.997480       9.997627      9.997776 

4-678771 

4.59H54 

.4.459154 

4.244724 

3.780224 

3n7i86io       4»i964ii 

4*399424      4*520296 

4.6^1714 

4.594415 

4.462092 

4. »47599 

3.783004 

3»721268 

4*198931 

4^401797      4*522520 

5.153645 

5,067287 

4.936076 

4.722804 

4.259467 

4*198961 

4*677771 

4*881664'     5*003270 

-      61.26 

—       48.38 

—       38.61 

—       31.46 

—       26.55I—      23.53 

—      22.13; —      22,08 —      23.20 

^'3747.25 

+  12664.26 

+10202.74 

+  6705.20 

+  2703. 19I —  1235.06 

—  4644.56  —  7241,17, —  8928.64 

~      54.01 

;—     58.82 

—       63.81 

—       68.91 

—       74.05 

—       79.12 

—      84.08 

—       88.86 

—       93.45 

_-  3381.29 

—  7368.93 

—  10829.60 

—13244.33 

—  14323.43 

— 14056.  o6j  — 12664.97 

10503.93 

—  7951.28 

3.24 

1+      a.63 

+         2.12 

+         1.74 

+         1.44 

+         1.20 

+         1.04 

+         0.93I+         0.87  1 

-     325.12 

1—    209.57 

-       63.63 

+       90.97 

+     231.67 

+     340.96 

+    409.63 

+     436.94 

+     428.36  1 
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Datum 

r 

f"  ' 

% 

ftu 

/" 

/' 

f        -PI 

/ 

"f 

Six\ 

1871  Juni     5 

+  1688.59 

—  8951.84 

—53193.05 

+187199.36 

+  187294.3 

Juli    15 

- 

96.43 

+  907.97 

+2596.56 

—  7263,25 

—60556.30 

+134006.31 

+  134001.0 

Aug.  »4 

+ 

7-U 

""" 

187.98 

- 

284.41 

-f  «".54 

+3408.10 

—  4666.69 

— 65222.99 

+  73450.01 

+    73444.3 

Oct.     3 

+ 

77.53 

■"^ 

180.85 

^^^ 

465 . 26 

-h  517.13 

+3935.13 

—  1158.59 

—66481.58 

+     8227.02 

+      8224.0 

Nov.  12 

+ 

«39. 97 

■"^ 

103.32 

^^^^ 

568.58 

-h    61.87 

+3997.10 

+  2676.64 

—63804.94 

—  58254.56 

—    58156  5 

Dec.  2» 

+ 

15*. *8 

+ 

36.65 

53«. 93 

—  506.71 

+3490.39 

+  6673.74 

—57131.10 

— 122059.50 

— 122060.0 

1872  Jan.   31 

+ 

99.81 

-h 

188.93 

^^^ 

343.00 

—  1038.64 

+1451   75 

+10164.13 

—46967.07 

—179190-70 

— 179190.6 

M&nii 

3.68 

-h 

288.74 

^^^ 

54.26 

— 1381.64 

+1070.11 

+12615.88 

34351.19 

—226157.77 

— »26156.2 

April  20 

^_ 

97.30 

-h 

285.06 

-h 

230.80 

—1435.90 

—  365.79 

+13685.99 

— 20665.20 

—260508.96 

— 260508.60 

Mai    30 

^_ 

138.17 

-f 

187.76 

+ 

418.56 

— 1205.10 

—1570.89 

+13320.20 

—  7345.00 

—  281174.16 

— 281175.22 

Juli     9 

-h 

49.59 

-  786.54 

+11749.31 

—288519.16 

^288523.-5 

— 

116.79 

-f  468.15 

—»357.43 

+  4404.31 

Aug.  18 

— 

67.20 

—  318.39 

+  9391.88 

—284114.85 

— 284123.89 

— 

63.29 

+ 

400.95 

—2675.82 

• 

+  13796.19 

Sept.  27 

__ 

«.19 

.^~ 

130.49 

+ 

270.46 

-h     82.56 

—2593.16 

+  6716.06 

+20512.25 

—270318.66 

—270331.8- 

Nov.    6 

«7.45 

138.68 

-f 

131.78 

+  353.02 

— 2240.24 

+  4122.80 

+24635.05 

— 249806.41 

—  249824  c 2 

Dec.  16 

-f 

39.00 

^^■* 

111.23 

-+- 

20.55 

+  484.80 

—  1755.44 

+  1882.56 

+26517.61 

— 225171.36 

—  225193.33 

1873  Jan.  25 

+ 

36.58 

'^ 

72.23 

^^^^ 

51.68 

-h  505.35 

— 1250.09 

+    127.12 

+26644.73 

—198653.75 

—  198680.45 

Man  6 

— 

35.65 

-f  453.67 

—  1122.97 

— 172009.02 

— 172040.1- 

« 

+ 

27.00 

' 

— 

87.33 

—  796.41 

+25521.76 

April  15 

4- 

16.88 

+ 

8.65 

^_^ 

95.9« 

-h  366.34 

—  430.08 

—  1919.39 

+23602.37 

— 146487.26 

146524. <4- 

Mai    25 

+ 

8.10 

+ 

8.23 

_^ 

«7.75 

-h  270.36 

—  159.72 

—  1349-47 

+21252.90 

— 122884.89 

122929.13 

Juli     4 

+ 

».54 

+ 

16.33 

_„, 

71.42 

+  182.61 

+     11.89 

—  2509.19 

+18743.71 

— 101631.99 

101683.^0 

Aug.  13 

1.44 

+ 

18.87 

.^^ 

51.55 

-h  111.19 

+  134.08 

—  2486.30 

+16257.41 

—  82888.28 

8294-. 42 

Sept.  22 

-h 

«7.43 

+     58.64 

—  2351.21 

—  66630.87 

6669*».  61 

— 

3.9» 

— 

35.1a 

+  191.72 

+13905.19 

Nov.    1 

„^_ 

4.53 

+ 

13.51 

^^ 

21.61 

-h    23.52 

4-  216.24 

—  1159.50 

+  11745.69 

—  52725.68 

— -    52-99.3- 

Dec.  11 

^_^ 

3.54 

+ 

8.98 

__ 

12.63 

+      1.91 

+  218.15 

—  1943.16 

+  9802.43 

—  40979.99 

—   41050.13 

1874  J^n.  20 

^^ 

*.39 

-h 

5.44 

^_ 

7.19 

—     10.72 

+   207.43 

—  1715.11 

+  8077.31 

—  31177.56 

—  31260  i; 

M&n    1 

+ 

3.05 

. 

4.14 

—    17.91 

+  189.51 

—  1517.68 

+  6559.64 

—  23100.24 

—  23184.1- 

April  10 

-h 

2.38 

^.^ 

1.76 

—    22.05 

-h  167.47 

—  1328.16 

+  5131.48 

—  16540  60 

—    16623. 4M 

Mai   20 

+ 

2.18 

-h 

0.42 

—    23.81 

+   143.66 

—  1160.69 

+  4070.79 

—  11309.12 

—  Ii38g.r4 

Juni  29 

4- 

1.87 

+ 

2.29 

—     *3.39 

+  120.27 

—  1017.03 

+  3053.76 

—     7*38.33 

—      -313. «■> 

Aug.    8 

-h 

1.65 

+ 

3.94 

—     21.10 

+     99.17 

—     896.76 

+  1157.00 

—     4184.57 

—     4254. <*s 

Sept.  17 

•f 

4.35 

—     17.16 

+     82.01 

—     797.59 

+   1359.41 

—     2027.57 

—        20<|2.«* 

Oct.   27 

—     12.81 

—     715.58 

—      668.16 

—           *2-.V 

-H 

5.01 

+     69 . 20 

+     643.83 

Dec.    6 

—       7.8o" 

—     646.38 

—         24.33 

—           -8.IJ 

,+ 

4.50                     -f     61.40 

—         1.55 

1875  Jan.   1$ 

|—       3.30 

—     584.98 

—     587.53 

—         26.88 

—           -?.bJ 

Febr.  24 

1 
1 

—     516.88 

—      614.41 

—       «»5«    4: 

1 

1 

1 

—  1114.41 

1 

i 

! 

1 

—     1728.82 
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Ditam 


:^*i  Jani  5 
Juli  15 
Aug.  14 
Üct  3 
XoT.  ti 


r 


f" 


•III 


y^' 


Dec. 

22 

i'*2  Jan. 

3> 

Min 

II 

April 

20 

Mai 

30 

JttU 

9 

Aug. 

1« 

Sept. 

27 

Not. 

6 

Üec. 

16 

II*}  Jan. 

«5 

Min 

6 

April 

«5 

Mai 

*5 

Juli 

4 

Aug.  13 
Sept  22 
Xof.  I 
Dec.  II 
»«%Jaii.  20 


Min 

April 
Mai 
Juni 
Aug. 

ötpt. 


I 
10 


}^\  Jan 


10 

49 
t 

17 

i7 
.    6 

•    «5 
Feb.  24 


+ 


106.36 
10S.67 

45.  »5 

49.53 
136.67 

167.96 

«*5.34 
39.09 

39  63 
82.30 

81.4s 

59-35 
28.87 

6.67 

6.25 

11.81 

11.79 

9-59 

7.3» 
5.80 

4.7» 
4.10 

3  05 
1.15 


+ 
4- 
-f- 
4- 


4- 

+ 

+ 

+ 
4- 


24.63 

130.99 
233.66 

278.81 

229.28 

92.61 

75.35 
200.69 

»39.78 

200.15 

117.85 

36.40 

22.95 

51.82 

58.49 

5».*4 

40.43 
28.64 

19.05 

11.73 

5.93 
1.21 

2.89 

5.94 
7.09 

6.84 

5.49 

3.79 

2.72 

J.45 
1.16 


4- 
4- 
4- 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


4- 
4- 
4- 


378.33 
353.70 
222.71 
10.95 
289.76 

5*9. 041 
611 .65 

536.30 

335.61 

95.  «3 
104.32 

222.17 

»58.57 
235.62 

183.80 
125.31 

73.07 

32.64 

4.00 

15.05 
26.78 

3*. 71 

33.9» 
31.03 

25.09 

18.00 

11.16 

5.67 
1.88 
0.84 
2.29 

3.45 


/' 


4-  391.80 
4-  770.13 
4-ii»3.83 
4-1346.54 
4-1335.59 
4-1045.83 

4-  S»6.79 

—  84.86 

—  621.16 

—  956.77 
— 1052.60 

—  948.28 

—  726.11 

—  467.54 

—  231.92 

—  48.12 

4-  77.19 
+  150.26 

4*  182.90 

4-  186.90 

4-  «71.85 

4-  «45.07 

4-  ««».36 

4-  78.44 
4-  47.4« 
4-    »2.3» 

4-     4.32 

—  6.84 

12.51 

—  «4.39 

—  «3. 55 

—  1 1 . 26 

—  7.81 


— 2548.06 
— 2156.26 
—1386,13 

—  262.30 
4-1084.24 

4-»4«9.83 
4-3465.66 

-+-3992.45 

4-3907.59 

4-3286.43 
4-2329.66 

4-«277.o6 
4-  328.78 

—  397  33 

—  864.87 

— 1096.79 
—1144.91 
— 1067.72 

—  917.46 

—  734.56 
— •  547.66 

—  375-81 

—  230.74 

—  118.38 

—  39.94 

4-  7.47 

4-  29.79 

4-  34.«« 

4-  27.27 

'4-  «4.76 

4-  0.37 

—  13.18 

—  »4.44 

—  32.25 


I 


/ 


—  8044.73 
—10592.79 
—12749.05 
—14135.18 
—14397.48 

— «3313.24 

—  10893.41 

—  7427.75 

—  3435.30 
4-  472.29 
4-  3758.72 
4-  6088.38 

4-  7365.44 
4-  7694.22 
4.  7296.89 
4-  6432.02 
4-  5335.23 
4-  4190.32 
4>  3122.60 
4-  2205.14 
4-  «470.58 
4-  922.92 
4-  547.11 
-f-     3«6.37 

4-  197.99 
4-    158.05 

4-    165.52 

4-  195.31 
4-  229.42 
4-    256.69 

4-  271.45 
4-    271.82 

4-    258.64 

4-    234.20 

4-    201.95 


4-27722.11 
4-17129.32 
-f-  4380.27 

—  9754.9« 
—24152.39 

—37465.63 
—48359.04 

—55786.79 
— 59222.09 

—58749.80 
—54991.08 
— ^48902 .  70 
—41537.26 

—33843  04 
•«6546.15 
—20114.13 
—14778.90 
— 10588.58 

—  7465.98 

—  5260.84 
—3790.26 

—  2867.34 

—  2320.23 

—  2003.86 

—  1805.87 

—  1647.82 

—  1482.30 

—  1286.99 

—  1057.57 

—  800.88 

—  529.43 

—  257.61 

4-       1.03 
-f-    235.23  ' 
4-    437.18 


y 


Ä 


iv) 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
14- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
+ 
4- 
4- 


528147. 

61 

555869. 

72 

572999- 

04 

577379< 

.31 

567624. 

.40 

543472. 

,01 

506006, 

.38 

457647 

.34 

401860 

'55 

342638 

.46 

283888 

.66 

228897 

.58 

179994 

.88 

138457 

.62 

104614 

.58 

78068 

.43 

57954 

.30 

43175 

.40 

32586 

.82 

25120 

.84 

19860. 

.00 

16069 

.74 

13202. 

.40 

10882, 

.17 

8878 

31 

7072 

.44 

5424 

.62 

3942 

.32 

2655 

-33 

1597 

.76 

796 

.88 

267. 

.45 

9 

84 

10. 

87 

246. 

10 

683. 

28 

4-  528139.7 

4-  555860.8 

4-  572987.3 

-f  577368.3 

+  567613.4 

-h  543461.7 

4-  505997.3 

4-  457640.0 

4-  401856.10 

« 

-f-  342636.54 

-f-  283888.35 

4-  228898.24 

4-  179995-77 

4-  138457.73 

-f.  104613.73 

4-  78066.72 

4-  57952.03 

4-  43172.98 

4-  32584.77 

4-  25119.77 

4-  19860.59 

4-  16072.97 

4-  13209.03 

4-  10892.75 

4-  8893.84 

4-  7091.41 

4-  5446.92 

4-  3966.91 

4-  2681.01 


4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 


1623.52 
821.86 
290 . 98 

31.53 
30.40 

263.59 
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Z 


Datum 

t                                 ' 

ff"      /'"      /" 

r 

/ 

/ 

'/ 

^u\ 

1871  Juni    5 

1 

1 

4-  4*9. »3 

.^_ 

16288.54 

^^^^ 

16288.3 

t 

'4- 

8.64 

4- 

774.83 

Juli    15 

1 

1 

35.84J 

4-  437.87 



i55»3  7» 

»55»3.3 

1 

— 

5-47' 

27.20 

4- 

1212.70 

Aug.  »4 

+ 

6.24 

1 

41. 3> 

4- 

410.67 



14301.01 

— 

14300? 

-f  2.18 

+ 

0.77 

— 

68.51 

4- 

«623.37; 

Oct.     3 

+ 

8.42 



40.54 

4- 

342.16 

12677.64 

— 

12677.4 

^k  Y 

—  0.08 

-f 

9.19 

109.05 

-f- 

»965.53 

Nov.  12 

+ 

8.34 



3>-35, 

4- 

233.11 

— 

10712. 11 

— 

10711 .9 

—  3.26 

-h 

«7.53: 

— 

140.40 

^  ^ 

+ 

2198.64 

Dec.  22 

+ 

5.08 

^"^ 

13-82 

4- 

92.71 

— 

8513.47 

— 

8513.3 

—  599  i 

+ 

22.61    , 

— 

154.22 

-f- 

2291.35 

1872  Jan.   31 



0.91 

4- 

8.79 

_i. 

61.51 



6222.12 

— 

6221 .9 

—  5. 78 

+ 

21.70 

— 

145.43 

4- 

2229.84 

März  11 

—  3.81 

■■    " 

6.69 

4- 

15.01 

+ 

30.49 

114.94 

— 

206.94 

-f- 

1 

2022.90' 

399». 28 

J992.2 

April  20 

1 

1 

10.50 

-h  45.50; 

^— 

321.88 

— 

1969.38 

— 

1 969 .  30 

4-0.21   j 

4- 

45" 

— 

69.44 

4- 

1701 .02 

Mai    30 

-f-  3.74 

^■^^ 

10.29 

__ 

5.78 

-h 

50.01  i 

1 

«9-43 

— 

391.32 

4- 

1309.70 

■ 

268.36 

—— 

268.2' 

Juli     9 



6.55 

4- 

44. *3 

... 

410.75 

4- 

1041.34 

4- 

1041  .$; 

4-  4.08 

— 

«»•33i 

1^- 

24.80 

4- 

898.95 

Aug.  18 



».47 

-f 

31.90 

— 

385.95 

4- 

1940.29 

4- 

1940.64 

+  4.18 

— 

14.80 

4- 

56.70 

4- 

5»3.oo 

Sept.  27 

4- 

1.71 

4- 

17.10 

— _ 

329.25 

4- 

»453.29 

4- 

2453  8^ 

-f-  1.55 

— 

13.09 

'-f 

73.80 

+ 

183.75 

Nov.    6 

+  0.93 

+ 

3.26 

^.^ 

9-83| 

4.01  • 

77.81 

— 

*55.45 

71.70 

4- 

2637.04 

+ 

263-.-^ 

Dec.  16 

* 

+ 

4.19 

^_^ 

1 

5-64 

5.82 

4- 

71.99 

177.64 

»49-34 

4- 

»565 . 34 

+ 

2566.2^ 

1873  Jan.   25 

-f- 

3.26 

— 

11.46 

-i.- 

105.65 

-f- 

2316.00 

+ 

2317. c6 

— 

2.38 

+ 

60.53 

— 

354.99 

MArz    6 

'+ 

*  33 

1 

«3.84 

_- 

45.12 

4- 

1961.01 

4- 

1962.23 

— 

0.05 

+ 

46.69 

— 

400.11 

April  15 

-h 

1.40 

— 

13.89 

4- 

».57 

4- 

1560.90 

-h 

1562.26 

1 

4- 

»•35 

4- 

32.80 

398.54 

Mai    25 

+ 

0.71 

4- 

2. 06 

12.54 

+ 

20.26 

4- 

34.37 

^^^ 

364.17 

4- 

1162.36 

+ 

1163. P4 

JuU     4 

+ 

0.12 

1  — 

10.48 

•f 

54.63 

4- 

798.19 

4- 

799.-4 

1 

4- 

2.18 

4- 

9.78 

— 

309.54 

Aug.  13 

1 

1  

8.30 

4- 

64.41 

4- 

488.65 

-f 

490-22 

4- 

2.10 

4- 

1.48 

— 

*45.»3 

Sept.  22 

1 

6.20 

+ 

65.89 

4- 

243 . 52 

4- 

»45   =» 

1 

1  + 

2.01 

^^^ 

4.7» 

— 

179.24 

Nov.    1 

1 

1 

1 

4.19 

4- 

61.17 

K 

64.28 

4- 

65.;« 

1 

4- 

1.88 

— 

8.91 

— 

118.07 

Dec.  II 

— 

»3» 

+ 

52.26 

— 

53.79 

— 

52. -t> 

;-f 

1.63 

— 

11.22 

— 

65.81 

1874  Jan.   20 

1 

— 

0.68 

4- 

41.04 

1 

119.60 

— 

118.91 

^  0 

4- 

1.36 

— 

11.90 

— 

24.77, 

Mtira   1 

+ 

0.68 

+ 

»9. »4 

i"" 

>44"37 

— 

»44    c^»» 

4- 

0.90, 

— 

11.22 

4- 

4.37 

April  10 

+ 

1.58 

4- 

17.9a 

— 

140.00 

— 

l40.cc 

%  tf     ' 

,+ 

0.55 

— 

9.64 

-f- 

22.29 

Mai  2C 

1 

4- 

»•■3; 

4- 

8.28 

1  — 

117.71 

— 

118  .  ;• 

V              V 

i+ 

0.08 

1 

7.5« 

4- 

30.57 

Juni  29 

, 

1 
1 

4- 
0.19 

S.21  : 

5.30 

4- 

0.77 

+ 

3».  34 

87. »4 

•^ 

8-.-; 

Aug.    8 

1 

1  + 

2.02 ; 

1 

— 

4.53 

— 

55.80 

— 

5*»-«-» 

j  — 

0.32 ' 

3.28 

4- 

26.8t 

Sept.  1 7 

1 

1  + 
0.37 

1.70 

t.58 

7.81 

4- 

19.00 

»8.99 

— 

29.^1 

Oct.  27 

1 

.+ 

»33; 

— 

9.39 

— 

9.99 

— 

10     ¥z 

! 

— 

0.40 

• 

0.25 

4- 

9.61 

Dec.    6 

1 

1 

1 

_ 

:+ 

0.40 

0.93' 

4- 

0.68 

9.64 

1 

0.03 

0.38 

— 

l  .  1    . 

1875  Jan.   15 

1 

4- 

0.53. 

4- 

1.21 

•— 

8.96 

8.99 

0.41 

^— 

1  .  1- 

Febr.  24 

; 

1 

— 

7.75 

9.40 

— 

10. C» 

1 

— 

16.74 

1 

•^ 

»6.14 
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Das  Beispiel  zu  den  oben  für  den  Uebergaug  auf  oseulirende  Elemente  ent- 
wickelten Formeln  soll  der  vorstehenden  Störungsrechnung  für  Erato  entlehnt  wer- 
den; die  neue*  Osculationsepoche  lege  ich  auf  1871  Sept.  13  (in  die  Mitte  des 
Intervalles),  um  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  möglichst  einfach 
zu  gestalten;  die  Elemente,  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegt  waren, 
sind  wie  oben: 

®  Erato 
Epoche,  Osculation  1874  Dec.  26,0  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1870,0 

2.0  =  219°     8'     6''8 
jM^  =s  180    40   48.9 

TTo  =      38      27      17.9 

Qo=  125    42    39-7 
^=      2     12    23.9 

Vo  =      9    59    14-9 
/lo  =  640"  89605 

l«Jf  «0  =0.495  4793  • 

Wählt  man  als  Zeiteinheit  das  Intervall  von  40  Tagen,  so  berechnen  sich  die 
doppelten  und  einfachen  Integrale,  weil  die  neue  Osculationsepoche  in  die  Mitte 
eines  Stömngsintervalles  fällt»  nach  der  Formel   (vergl.  pag.  35,  53)  : 

[l/{x) dx^  =  «/(a+  [t  +  il«')  -  -/(«+  [t  +  ilt^)  +  7^/" (ö  +  [t +  i]tr)  - 

und  man  findet  so  unter  Zugnindelegung  der  obigen  Integraltafeln  für: 

187 1  Sept.  13. 

'/(«+i«  +  lH  4-  40838.51  +  575189- 17  —  1348932 
-  /(o+[»4-4H+     123.44+      560.09—      15.68 

+      .9I0    /"{«+[«-fW.+         5-93+  8.38-         0.36 

-    ,^^^j6  /"{"-^[i +{]«>)  +         0-35+  0.15-         O.Ol 

+  66^*1^  f"i<* +  [*  +  {»+         0.02—  O.Ol  0.00 

OppuWvr.  B>iliab«ttiBiDnaf«n.  U.  I7 


»4 
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+ 


I7_ 
5760 


d^  :  dt  dfj  :dt  dC  :  dt 

/(«+[«  +  !]«')  —  65222.99  +  4380-27  —  1623.37 

-/*  (ö4-[«  +  i]tt')+      14200  — 

-f"[a  +  [i+\]w]+  0.84  — 


+    <^'S^/^^^  +  t*  +  i^«''^ 


o  — 


57-76  + 
1.04 
0.04 


2.85 


man  erhält  also,  ioclem  man  beachtet,  dass  für  /  ak  Zeiteinheit  das  Stöningsintervall 
(40  Tage}  angenommen  ist: 

f  =  + 0.0040  9682     ,  »/  =  + 0.0575  7578     ,  C  =  — 0.0013  5054 

d^:di=  —  0.00650801,5,  rfij:Ä  =  + 0.0004  3214,3  ,  rfC:Ä  =  + o.oooi  6205,2 

Das  erste  Geschäft  ist  nun  die  Durchrechnung  der  Formeln  I — ^IV  (pag.  loo) ; 
ich  führe  diese  Rechnung  7  stellig  durch,  um  in  den  später  anzuführenden  (^ontrol- 
rechnungen  die  Berechnung  dieser  Formeln  nicht  wiederholen  zu  müssen;  im  All- 
gemeinen genügt  eine  6  stellige  Rechnung  völlig  und  ich  werde  mich  für  die  spä- 
teren Formeln  demnach  auf  eine  solche  6 stellige  Rechnung  beschränken. 

Die  Zwischenzeit  zwischen  der  Ausgangsepoche  und  dem  Zeitpunkte  der  neuen 
Osculation  beträgt  —  1200  Tage,  man  erhält  daher  zur  Hestimmung  der  Werthe 
r«  und  iTo  die  folgenden  Zahlen: 

roSintJo    0^289  9304 

9^857  0986 

r^cosVf^    0.274  4266 

^0  3i3°58'39"o7 

fUo  272  44  38.20 

«0  226  43  17.27 

Jog^o  0.432  8318 

(wk)    9.837  6414 
log/^o    0.482  2157 

[tck]  :K/>o    9- 596  5336 
[wk]  iVpti    0.078  7493 

F*ür  Ij  findet  sich  nun : 

cos  tQ  9.999  6778 

sin  %)  8.585  5012 

cos  t2n  =  sina  sin^  9ii766  1878 

9^909  4308 
sina  cos .^  9ii909  2185 
A  215^43' 52"  21 
Äina  9.999  7877 


Mq 

327^2' 53^64 

sin  fpQ 

9-^39  «314 

C08y>o 

9-993  3682 

Oo  cos  (/)o 

0.488  8475 

sin</}||  :  sin  i" 

4.553  5565 

K 

320^45' 45^99 

sin£^ 

9ii8oi  0829 

cos£o 

9.889  0403 

Subtr. 

0.  HO  0930 

cos  JEJ) — «0 

9- 778  9473 

sin^  ^=  sini  sinB  9.909  5407 

9.909  6504 
siuA  cos  B  9^765  8656 

B  I25%r27'*i6 
sinft  9.999  8903 


131      

und  es  findet  sich  nach  11) : 

J  +  Uo,          5  +  tio,     «0  82«27'9"48  352«24'44'43  226"43'i7"27 

sin (-4 4- «o) ,  8in(fi-f-Uy),  sinfio  9-996  2212  9n^20  7150  9n^62  1491 

fo  sin  a  ,         Tq  sin  6  ,  Tq  sin  t|)  0.432  6195  0.432  7221  9.018  3330 

logz^,          logyo»     log  2^  0.4288407  9ii553  4371  8^8804821 

^  ,    yo  7   ^   +  2.684  3596  —  0.357  6326   —  0.075  9420 

Aus  der  Anwendung  von  III;  und  IV]  folgt : 

cos  t?o     9.841   5948  I 

Add.     0.096  8294 

y  sin  r    9,1857  0986 

9.886  3626 

y  cos  r    9.938  4242 

r    320^20'  o"59 

u=r+w    233  438-79 

y     0.052  0616 
c=(w*)/:l^     9.648  5952 

{A  +  ü],       [B+U],         U              88«48'3  i"oo  358^46'  5"95  233^^  4'38"79 

cos(^+[7'),  cos(Ä-f-f^)»    cos  f^            8-3>7  8996  9-999  8996  9n778  6830 

r  sin  a     ,          c  sin  A  ,     c  sin  tg           9.648  3829  9.648  4855  8.234  0964 

log(<£ro:c^/],  \og[dyQ\dt),  \og[dZfiidt)      7.966  2825  9.648  3851  8^012  7794 

dx^idi    ,       dy^idt          dz^idt      +  o-oo9  2530  +0.445  0257  —  o.oio  2986 

£s  ist  also: 

x=z^-{'^  +2.688  4564  dx:dt=^dXi^idt-\-d^idt  +0.0027450 

y  =  yQ  +  ij  — 0.3000568  dy:dt  =  dy^:dt-\-dri'.dt  +0.4454578 

z=;B^  +  r  —0.077  2925  dx:dt=dzQ:dt'\'dC:dt  — o.oio  1365 

Wählt  man  nun  zum  Uebergange  auf  die  osculirenden  Elemente  die  erste 
Methode  (Incremente  der  Elemente  durch  Störungen),  so  genügt  fiir  die  Folge  eine 
68tellige  Rechnung ;  man  erhält  darnach  nach  dem  Systeme  V)  (pag.  loi) : 

«    ,  y      ,  X  0.429  503  9.477  204  0.429  503 

dtj   ^         dC     y         dt  6.635  627  6.209  654  6.209  654 

I    ,  ij      ,  I  7.612  447  8.760  239  7.612  447 

dyo  ,         <^o     )         ^^  9-648  385  8.012  779  8^012  779 

X|    ,  Fl     ,         Zj  7.065  130  5.686  858  6.639  157 

Xj   ,  Yi     ,  Z2  7.260  832  6.773  018  511625  226 

Additionslog:  0.214  iio  0.034  229  9-955  763 

[^i  +  Xj),  (Yi  +  Fj),  (Z,  +Z2)  7-474  942  6.807  247  6.594  920 

y    ,  «      ,  z  9.477  ^04         8.888  137         8.888  137 

rf^     ,         dfi     y         rf|  7.813  449        6.635  627         7.813  449 

^      ,  f      ,  r  8.760  239        7.130  508        7.130  508 

<&•   >      rfyo   j       ^  7966  282      9.648  385       7.966  282 

17» 
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—  X|  ,       —  Fl  ,         —  Z4 

Additionslog : 

(X,+  X4),  -[Y^+Y^],  -\Z.,+Z,) 
Subtractionslog. 


7.290  653 
6.726  521 
0.104  765 

7-395  418 
9.303  0S2 


5n523  764 

61.778  893 
0.023  489 

6,i8o2  382 

8.051  727 


6.701  586 
5^096  790 
9.989  075 
6.690  661 
9.392  065 


Z 


6.698  500    4^854  109    5„986  985 


log 


I 


ydrj, 
ydrj, 


zdl 

^dzQ 

zdZ 


8^242  952  6^112  831  5^097  791 

5.578  729  8.408  624  5.143  287 

—  0.017  49652   —0.000  129  67  — 0.000  012  53 

+  0.000  037  91  +0.025  ^^^  65  +0*000  013  91 

D  +0.008  035  75 


2fltro»         2dtfQ,        zdzQ 
d^  ,  dfj  ,  rfC 

Additioiislog: 

(ir*j2^i,  {wk)^A2,     [wky^A^ 


8.267  312 

7»8i3  449 
9.81 1  795 

8.079  '07 


9-949  415 
6.635  627 

0.000  211 

9.949  626 


8»3i3  809 
6.209  654* 
9.996  569 

8»3io  378 


—  0.000  078  083  +  0.000  384  816  —  0.000  003  312 

(wky^  A       +  0.000  303  421 

log  [wK{^  A  6.482045 

[vokY  9675  283 

A  6.806  762 


(^+^),  (yo+y),  («b+^) 
log  (^+2:),  (yo  +  y),  1^  +  -?) 


t 
B, 


+  5.372  816 
0.730  202 
7.612  447 
+  0.022  Ol  14 
B 
logB 

Aus  VI)   (pag.  loi)  findet  sich  nun: 

mmiM    .4^854109       ^wk)Vpi^m\ifi 

9,^998826         III008(^— Qo) 

5i»986  985  Add. 

184°!  2'42"3  Nenner 

58<'3o'  2^6   m8in(Jlf— öo 

sin(Af— is?o/  9-930769         tang(Q— ^; 
m  5.988  159  T 

cos  [M—Qq]      9.718  076  Q— Qu 

\[a-Q^)     +   3'  5^1805      (w*)Vpi 

)  (*i+Uo)   1 2  5"45'44"9   «  cos  [N—\^ 
M^{[ü+Q^]      58^26'57''4      Add. 
eo8 M—\  l.r^+  vJ^y  g. 7 1 8  712      Nennei 


—  0.657  689 
9^818  020 
8.760  239 

—  0.037  8668 

—  0.015  6485 

8ni94  473 


—  0.153  234 
9»»85  355 
7^130  508 

+  0.000  2069 


8.664  250   wcos  [xV— J  L*+^]i  6.699  881 
5.706  235       [wk)  co8|  {«— %)     9.837  641 


m  cos  M 
M 


0.000  478 

log  j  iy-p) 

6.862  240 

8.664  728 

J  iVp)  +. 

0.000  728  182 

5.918  928 

7.254  200 

iVPo 

0.542   138 

4.685  575 

Add. 

0.000  091 

+  6'io''36i 

log  J  (/») 

7,404  469 

0.078  749 

P>^ 

0.482  216 

6.699  881 

Add. 

0.000  363 

0.000  181 

P 

0.482  579 

0.078  930 

Vp 

0.241  289 
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secj  (Q— Qo) 
nsinN 

»cosiV 

N 

sin  [N—io) 

n 
cos  (N—i^) 


o.ooo  ooo 

5.706  871 

9-997755 
6.698  500 

5°49'i5''5 


tang  (t— ^) 
T 

m  • 

•-«0 


3°36'5i"6 
8.799617 
6.700  745 


iV-i  [•+•0] 


5.500  362 
5.421  432 
4685  575 

+  5''443 


^"7 


4- 

2"l2'26"6 

3"36'48''9' 
9.999  136  co8(JV— i[»+io])  9.999  136 


Aus  VII)   (pag.  loi)  ergibt  sich: 
«sin  iS* 

8  cos  S 
S 

sin  (Ä^|[Q-|-Q„]) 

2»sin|(Q— Qo) 

008(5"— IIQ+Oo]) 

* 
2 
Bini(o— Qo) 

m'  sin  M' 

m'cosM' 
M' 

cos{M' -{[i+H,]) 
m' 

n'siniV 


«'cosJV' 

N' 


N'—a 


« 


sinur— «0) 

CO«  (JV' — tto) 


9ii553  437 
9.996  179 

0.428  841 

352"24'40"6 

226°38'55"7 

9,i86i  629 

7.686  862 

9^836  620 

0.432  662 
0.301  030 

6.953  170 

7^130  508 
9^999651 

8fi527  305 
i82?i7'47'9 

180"  5'2i"3 

9fi999  999 
8.527  654 

0.000  000 

8n527  653 
9.886  857 

8.610  193 

320^24  44  O 

93^41 '26"7 
9.999  098 

8-723  336 
8^808  691 


Q      i25°48'5o"o6 

•  n        f        ff 

t  2*^12  29  34 


a  sin  J^ 

8.760  239 

9.998  904 

a  cos  S    . 

7.612447 

jp 

85"55'47"8 

2—Q 

320°  6'57-7 

sinp-Q) 

9^807  017 

a 

8761  335 

cos  (^— Q) 

9.884  990 

X,' 

8.646  325 

V 

7,548  491 

Add. 

9.963  868 

y.' 

««568  352 

Y,' 

7»523  482 

Snbtr. 

9958  953 

ro 

0.432  832 

n'  cos  (JV'     Mp) 

7n532  027 

Add. 

9.999  454 

Nenner 

0.432  286 

«'süi(JV    «„) 

8.722. 434 

tang(«— t^) 

8.290  148 

T 

4.685  630 

u—u^ 

1°  7'   2''70 

i  («-«<o) 

o°33'3i"3 

i(«H-««o) 

227°i6'48"6 

^— iL«+«o] 

93"  7'55"4 

co8(iV— J^M+V; 

8,737  49« 

secjlu— «J 

0.000  02 1 

log^(r) 

7,460848 

Add. 

9-999  536 

logr 

0.432  368 
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Die  Fonneln  VIII)   (pag.  102;  lassen  finden: 


J 

W  ^        6.153 

612 

sin  To         9^857  099 

D        7.905 

026 

eo  sin  Vq        9nP9f>  ^3^ 

Subtr.        9.992  233 

drQ :  di        Sffi92  764 

Zähler        7.897 

259 

• 

log 

^  G)        7-464  89. 

« 

Aus  IX)  und  X)   (pag.  102)  rechnet  sich 

nun: 

(^)  ^  w) 

5«555  004 

eo 

.    9.239  u» 

y-p^  (?) 

7.706  180 

y  cos  (ö— l?ü) 

7«579  464 

Add. 

9  996  923 

Add. 

9.990  386 

[tok)  g  sin  G 

7-703  «03 

Nenner 

9.229517 

Po  '  ro 

0.049  384 

y  sin  (G—Vq) 

7.821  496 

7,510  232 

tang  {v  -  r„) 

8.591  979 

^ip) 

7.404  469 

T 

4.685  796 

Subtr. 

0.251  360 

V ©0 

+     2°i4'i7"i8 

r  jf  cos  G 

7.761  592 

y  sin  6r 

7.865  462 

i  (0      »ü) 

1°  7'  8-59 

9.982  359 

i  {v  +  vo) 

315°  5'47''7 

ff  cos  G 

7.329  224 

G-i[v  +  Vo] 

1  i8°4o'59''o 

G 

73°46'46"7 

COS(6r  —  ^[«'  +  «0]) 

9„68i  209 

G—Vo 

119V'  7"6 

sec  i  (v  —  Vq) 

0.000083 

sin  (G— Co) 

9938  393 

log  J  (e) 

71.564  395 

• 

ff 

7.883  103 

( 

cos  (G  —  i?o) 

9*696  361 

Add. 

9.990717 

2^ 

9.540  161 

sin  (p 

9.229  848 

Add. 

9-995  383 

9 

9"'46'37"o 

J{e^) 

7n099  939 

\iV  +  Vo) 

9  52  50.9 

cos  4  (v  +  flP®) 

9.993  510 

Ol  — Wo     - 

-  1°  7'i4''48 

\J{e) 

7„26j  365 

71 TtQ      - 

-    1«    l'   4''l2 

sin  1  (y— flPü) 

7^269855 

iS  —  log  2 

4384  545 

y— 9ü 

—  i2'47"9io 

Aus  XI)   (pag.  102)  findet  sieh 

nun: 

2 

0.301  030 

2  «in  1  (0— ©o) 

8.591  731 

sin^  (0— ©o) 

8.290  701 

«ini  (<>4-co) 

91.848  752 

cos^  (V  +  Vo)  * 

9.850  216 

(y)2 

8,440  483 

cos  ^ 

9.993  650 

Subtr. 

9.938  010 

(«^ll 

8.435  597 

(y) 

8.378  493 

2  %\Jk\  IqP  — ^) 

"7ii570  885 

sin  i  (9  -f-  9o) 

9-234  515 

sin  ro 

9ii857  099 

»2 

6.662  499 

Subtr. 

9.992  615 

{o) 

8.428  212 

8378  001 

(A,j  sin  E^ 

7.080  096 

Add. 

0.021  339 

w? 

8.328282 

(A)  cos  i;, 

7^168  053  . 

Add. 

9.968881 

/  sin  Q' 

8.399  340 

9.894  618 

g'  cos  C 

8.297  163 

G' 

5iV43''3 

G'— js;, 

9o''54'57"3 

sin  (G'— £;,) 

9.999  944 

y' 

8.504  722 

cos  (G'— -Ei) 

8„203  715 

E 

322«35'4o"2 

—  sin  E 

9.783  512 

J  (e) :  sin  i". 

2^878  820 

log  [d  JMi) 

2«662  332 

435 


r:p 

%949  789 

g  cos  G 

7.329  224 

w 

7fl279  013 

sin  E^ 

9«8oi  083 

cos  JSli 

• 

9.889  040 

g'  cos  [Q'—E^] 

6n7o8  437 

Nenner 

9.999  778 

/siniG'-E;,) 

8.504  666 

tang  [E—E^ 

8.504  888 

T 

4.685  723 

E—Bo 

-|-i''49'54''24 

\  [B-Eo) 

o°54'57''i2 

i  (B+Bo) 

32i»4o'43''i 

cosi(£-t-^) 

9.894  618 

iin  i  (E—Eo) 

8.203  691 

-  2sm<fQ  :  sin-i" 

4,854  586 

•  log  [J  Jf,) 

2»952  895 

JMj 

—  i4'57"2i2 

J  M% 

—  7'39"549 

M     K 

+i"27'i7"48 

L—I^    -|-o°26'i3''36 


Für  q  erhält  man  nach  XII)  (pag.  102)  in  zweifacher  Weise  den  entsprechen- 
den Werth  wie  folgt: 


Po  — 


Jip) 


^ip) 

Po 
Subtr. 

Add. 

«.^(«») 
Nenner 

log  9 

*  9 

0 


7.404   469 

7»595  4i8 
0.482  216 

0.000  563 

9.742  100 

f>482  779 

0.783  809 

7.146  569 

611362  760 

.000  2305 


Add. 

rro 

Nenner 

2B 

A 

Add. 
log  P 


0.300  798 

0.733  630 
0.865  200 
1.598  830 

8n495  503 
6„896  673 
6.806  762 
9.361  758 
6„i68  520 


Ofi  P      6.663  999 

i — a^  P      0.000200 

\<hP      6.362  969 

*og  9      6.362  769 

Beide  Werthe  Rtimroen  innerhalb  der 
UnsicherhMt  der  Rechnung;  es  wird 
angenommen : 


logy 
log/ 

log  {—liii) 
log(/u  — /io) 


6.362  765 
0477371 

2.806  787 
9.646  923 

4-o"44353 
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Die  neuen  Elemente  sind  also,  wenn  man  die  Epoche  auf  den  neuen  Oscu- 
lationspunkt  legt: 

@  Erato 

Epoche  und  Osculation  1871  Sept.  13,0  mittl-  Berl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1 870^0. 

L  =       5°56'24V 
M  =  328  30  II.  12 

-TT    =       37   26  13.78 

g  =  125  48  50.06 

f  =      2  1229.34 

9=      94626.99 

•     fi  =       64i"33'958 

Um  eine  sichere  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  erhalten, 
werden  aus  diesen  Elementen  die  gestörten  (Koordinaten  und  Geschwindigkeiten 
abgeleitet;  die  7stellige  Rechnung  stellt  sich  unter  Benützung  der  Formeln  I]  bis 
I^ )  (p^-  i^  ^i^  folgt: 


ft 

2.807  0880 

k" 

3.550  0066 

«? 

0.742  9186 

• 

«i 

0247  6395 

a 

0.495  2791 

cos  If 

9.993  6498 

a  cos  if 

0.488  9289 

sin  if 

9.229  8485 

sin  if  :  sin  x" 

4.544  2736 

M 

328°3o'ii"i2 

E 

322  35  40.23 

sin  E 

9^783  4120 

cos  E 

9.900  0154 

Subtr. 

0.104  4195 

cos  E — e 

9-795  5959 

Aus  I)  erhält  man: 

cos  •      9.999  6774 

sin  t       8.585  7985 

cos  Q  =  sin  a  sin 

A      9^767  2706 

9,1908  8685 

sin  a  cos 

Ä      9^908  6564 

Ä      215^50' 2^78 

sin 

i  a       9.999  7879 

r  sm  V 

0^272  4409 

9.858  5065 

r  cos  V 

0.290  8750 

V 

3i6°i2'56"26 

w 

27«  372372 

u 

227  50  19.98 

r 

• 

0432  3^85 

P 

0.482  5787 

Vp 

0.241   2893 

[wk) 

9.837  6414 

[wk]  :  Vp 

9.596  3521 

sin  Q^^sinisinB       9.908  9790 

9.909  0894 

sin  b  cos  B      9fi766  9480 

B      i25°47'37''36 


sin  b       9.999  88 


ß 
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Und  aus  II)    pag.  loo)  folgt: 

A+u,  B  +  u,     u  83°4o'22"76  353''37'57"34  227°5o'i9"98 

9m{A  +  u)j  sm{B  +  u),  sin«  9.997  3467  9^044  9456  9^869  9708 

TBina,     rsinb,     r  sin  t  0.432   1564  0.432  2581  9.018  1670 

3?  ,           y  ,            z  4-  2.688  4571  —  0.300  0570  —  0.077  2926 

Die  Unterschiede  gegen  a'o  +  ^,  yo  +  7?  ^o  +  C  sind  in  Einheiten  der  siebenten 
Decimale  beziehungsweise  : 

+  7  —  2  —  I 

was  eine  gute  Uebereinstimmnng  ist. 

Weiter  findet  sich  nach  III)  (pag.  100)  : 

cos«?  9.858    5065  r  322°Il'22"l6 

Add.         0.091  7191  U  2334845.88 

ysinF        9^840  0724  y  9.052  5751 

9.897  6505  c  9.648  9272 
y  cos  r        9.950  2256 

A+U,  B+U  ,  U  89°38'48"66  359°36'23"24        233°48'45"88 

008  1^+17),  cos  (5+ ZT),  cos  U  1*1^9  8338  9-999  9898         9n77i    1656 

c  sin  a  ,  <;  sin  &  .  c  sin  t  9.648  7151  9.648  8168         8.234  7257 

dxidt,  dy  :  di  j  dz  :  dt  4-0.002  7450  +0.445  4578  — o.oio  1366 

so  dass  die  Unterschiede  wieder  nur  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale: 

o  o  —  I 

Es  erscheinen  demnach  die  obigen  Elemente  einer  strengen  Controle  unter- 
worfen. 

Ich  werde  nun  das  zweite  Formelsystem  anwenden  und  direct  aus  den  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  Elemente  ableiten ;  hierbei  wird  wohl 
die  Anwendung  siebenstelliger  Tafeln  nöthig  sein,  um  die  wünschenswerthe  Ge- 
nauigkeit zu  erhalten.  Vorerst  sind  wieder  die  ungestörten  Coordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten abzuleiten  und  nach  XIII)  (pag.  103)  die  der  gestörten  Bewegung 
entsprechenden  Werthe  derselben  zu  bestimmen.  Der  erste  Theil  der  Rechnung 
fällt  demnach  mit  der  oben  (pag.  130,  131)  durchgeführten  zusammen.  Ich  ent- 
lehne deshalb  derselben  die  folgenden  Werthe: 

logz  0.429  5030  log  (dx  :  dt]         7.438  5423 

logy  9»477  2035  log  (dy :  dt]         9.648  8066 

logz  8„888  1373  log  {dz:  dt  8^005  8880 

Nach  V)   (pag.  103)  findet  sich: 

xdy    0.0783096  ydz      7.4830915  xdz    8^4353910 

ydx    6^9157458  zdy      8^5369439  zdx    6^3266796 

Oppolzer.  RAhnb<><timiiinng<>n.  IT.  18 


Subtr.     o.ooo  2986 
0.078  6082 
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Subtr.       0.036  7638 

8-573  7077 
[fck]     9.8376414 


Subtr.     0.003  3944 
8n43i  9966 


ypBixkisinQ 


Vp  8in  f  cos  Q 


8.736  0663 
9.9089799 

8n594  3552 
I25°48'49"46 


ypüni 


V/icost 


8.827  0864 
9.999  6774 

0.240  9668 

2«I2'29"3I 


Vp  0.241 2894 

p  0.482  5788 

8int  8.585  7970 

cos't  9.9996774 

sin  Q  9.908  9799 

cos  Q  9^767  2688 


Au»  VI)    (pag.  103)  findet  sich: 

X  cos  Q  0^196  7718 

ysin  Q  91,386  1834 

Add.  0.062  4587 

y  cos  Q  cos  t  9.244  1497 

—  2:  sin  Q  cos  f  o„338  1603 

Add.  0.036  4652 

ycosQcosf — rsinöcost  0^301  6951 

z  sin  i  7^473  9343 

Add.  0.000  6452 


rcosu    0^259  2305 

2-2 

0.859  0060 

9^8699719 

y' 

8.954  4070 

r  sin  u    0^302  3403 

Add. 

0.005  3764 

u     227°5o'2o"57 

a:24-y2 

0.864  3824 

r    0.432  3684 

z^ 

7.7762746 

Add. 

0.000  3544 

r« 

0.864  7368 

Probe:   r 

0.432  3684 

Die  Benützung  der  Formeln  VII)    [pag.  103*  führt  zu  folgenden  Zahlen: 


xdr 

7.868  0453 

p:r 

0.050  2104 

ydy 

9^126  OIOI 

sin  (f  sin  r 

9^069  9212 

Add. 

0.024  ^657 

9.858  5071 

xdx  +  ydy 

9n>o»   3444 

sin  (/>  cos  V 

9.088  3564 

zdz 

6.894  0253 

V 

3i6»i2'56"52 

Add. 

0.002  7028 

i« 

158**  6'28"26 

rdr 

9^098  6416 

sin  (p 

9.229  8493 

\p  :   wk) 

0.403  6480 

r 

9"46'27"o5 

I  :  r 

9.567  6316 

cos  (p 

9.993  6498 

Nach  VIII)   (pag.  103)  wird: 

45  +iy     49''53'i3''52 

cotg  '45  +iy)     9925  5510 

tang  ^  V    0.604  0513 

\E    i6i°i7'5o''25 


E  322°35'4o"50 

waE  9n783  5* «2 

sin  g>  sin  E  — 5°54'3o''89 

M  328^30' ii''39 


Durch  die  Anwendung  von  IX)  (pag.  103)  findet  sich: 


tu     271-372405 
/r       37''26'i3"5i 


139     

Schliesslich  folgt  aus  Xj  (pag.  104J  : 

\oga  0.495  2792 

^  log  a  0.247  ^396 

|log  a  0.742  9188 

logA"  3.550  0066 

fi  641  "3  3  93 

Aus  der  Formel  XI)  (pag.  104)  findet  sich  aber  jw  =  64i"33958,  welcher  Werth 
der  genauere  ist;  die  Berechnung  dieser  Formel  habe  ich  nicht  angesetzt,  da  sich 
die  diesbezüglichen  Zahlen  in  dem  obigen  Beispiele  wieder  finden,  und  zwar  in  den 
letzten  zwei  Formeln  von  V)  (pag.  101)  und  in  Xlla]  und  XIK)  (pag.  102,  103). 
Als  Controle  hättie  man  wieder  die  Rückrechnung  der  Coordinaten  und  Geschwin- 
digkeiten vorzunehmen,  welche  Controlrechnung  ich  aber  hier  übergehe,  weil  schon 
ein  diesbezügliches  Beispiel  bei  der  ersten  Methode  ausfuhrlich  mitgetheilt  er- 
scheint. Durch  Vergleichung  der  Zahlen  erkennt  man  leicht  die  überwiegende  Ge- 
nauigkeit der  ersten  Methode  und  ich  möchte  dieselbe  stets  empfehlen;  sie  verur- 
sacht zwar  einen  grösseren  Zeitaufwand,  in  Anbetracht  aber,  dass  der  Uebergang 
auf  oscnlirende  Elemente  selten  vorgenommen  wird,  und  dass  die  Grenauigkeits- 
zunahme  eine  beträchtliche  ist,   kann  dieser  kaum  allzusehr  ins  Gewicht  fallen. 


B.  Specielle  Störungen  in  den  polaren  Ooordinaten. 
§  1.    Aufstellung  der  Differentialgleichungen. 

Die  Bestimmung  der  Störungen  nach  polaren  Coordinaten  gewährt  in  viel^ 
Fällen  ganz  wesentliche  Yortheile  gegen  die  eben  vorgetragene  Methode,  nach 
welcher  die  Störungen  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  ermittelt  werden,  so  dass 
es  wünschenswerth  erscheint,  auf  dieselbe  hier  näher  einzugehen.  Die  Wahl 
der  polaren  Coordinaten  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden, 
deren  jede  ihre  gewissen  Yortheile  bei  der  Rechnung  bietet;  die  zweckmässigste 
Form  scheint  mir  aber  jene  von  Hansen  vorgeschlagene  zu  sein,  mit  den  Mo- 
dificationen,  die  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuche  für  1877  veröffentlicht  hat  (dritte 
Methode],  welche  hier  mit  ganz  geringen  Abänderungen,  auf  welche  übrigens 
Tietjen  selbst  schon  hinweist,  zum  Vortrage  gebracht  wird. 

Es  dürfte  zwar  die  von  Hansen  gewählte  Form  die  Störungen  im  Allge- 
meinen etwas  kleiner  erscheinen  lassen,  als  diese  Methode,  und  deshalb  der  Ueber- 
gang auf  osculirende  Elemente  für  längere  Zeit  hinaus  vermieden  werden ;  doch  ist  der 

18» 


—    uo    

Rechnungsmechanismus  nach  der  letzteren  Methode  so  bequem,  dass  er  diesen  Nach- 
theil MTohl  überwiegt. 

Es  sollen  vorerst  die  Grundgleichungen  der  Störungstheorie  hier  wieder  an- 
gesetzt werden,  indem  die  Kuchstaben  in  ihrer  Bedeutung  wie  auf  pag.  71  unver- 
ändert beibehalten  sind;  die  Gleichungen  sind  nach  einer  einfachen  Umsetzung: 


dti 


Führt  man  die  polaren  Coordinaten  ein  durch  die  Relationen : 

z  =  r  cos  b  cos  /  ^=  (r)  cos  /  Zj  =  r^  cos  Bi  cos  Li 

jf  =  r  cos  b  sin  /  =  (r)  sin  /  yj  =  rj  cos  Ä^  sin  Li 

«  =  r  sin  J  zx=ri  sin  J5i 

und  betrachtet  die  Ebene  der  ungestörten  Kahn  als  Fundamentalebene,  so  wird  r; 
die  Projection  des  Abstandes  des  gestörten  Körpers  von  der  Sonne  auf  die  ungestörte 
Bahnebene  darstellen,  lieber  die  Lage  der  X-Achse  in  dieser  Ebene,  die  vorläufig 
willkürlich  erscheint,  wird  später  (pag.  144)  verfügt  werden;  überdies  aber  wird 
man  sich  über  den  Sinn,  in  welchem  die  positive  Z-Achse  zu  zählen  ist,  zu  einigen 
haben;  es  soll  darüber  die  Annahme  gemacht  sein,  dass  vom  Pole  der  positiven 
Z-Achse  aus  gesehen,  der  Himmelskörper  sich  umgekehrt  wie  der  Zeiger  einer  Uhr 
bewegt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

^=Jl L 

SO  wird  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  i)  erhalten,  wenn  man  die  erste 
derselben  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  multiplicirt  imd  dann  addirt: 


d^y 
d0 

y   dt^  ~              dt 

dx\ 


=  :?  A«  m,  {  xtfi  —  yx,  }  JT ; 

Nun  ist  aber  das  angezeigte   Differential   nichts  anderes,    als   das  Differential  des  . 
doppelten   Sectordifferentials ,    für  welches  letztere  man   mit  Benützung  der  polaren 
Coordinaten  setzen  darf: 

ersetzt  man  überdies  in  dem  Factor  von  K  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  durch 
die  polaren,  so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Ghrösse  U  einfuhrt  durch : 

2  k^mi  {  ztfi  —yxi  }  K=  2  k^tn^  K[r]  r^  cosÄ,  sin  [L^  —l)  =2  U, 
als  Resultat  der  Transformation: 

—  4*.    ly    , 


dt 


U1     

die  Integration  dieser  Gleichung  gibt: 

(r)2  ^  =  Const  -hf^  Udt , 

wobei  man  zu  beachten  haben  wird,  dass  die  Kestimmung  des  Werthes  des  angezeigten 
Integrales  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  erlangt  werden  kann.  Die  Be- 
stimmung der  Integrations-Constante  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  wenn  man  be- 
achtet, dass  in  der  ungestörten  Bewegung  (vergl.  I  pag.  43)  die  Relation  besteht: 

WO  p^  den  Parameter  der  ungestörten  Bahn  vorstellt ;  nun  kann ,  sobald  man  von 
den  Störungen  absieht,  dl  mit  dv^^  und  weiter  [r]  mit  Tq  identificirt  werden;  in 
diesem  Falle  wird  aber  auch 

und  es  verschwindet  demnach  das  Integral  dieses  Ausdruckes;  man  hat  daher  die 
Constante  richtig  bestimmt  durch: 

Const  =  k  Vpq 
und  die  erste  Fundamentalgleichung  für  die  Ermittelung  der  Störungen  in  den  po- 
laren Coordinaten  wird  sein : 


{r)^^  =  kyp,+f2Udt.  I) 


Da  diese  Gleichung  nur  eine  Relation  zwischen  (r)  und  /  aufstellt,  muss 
man  bestrebt  sein,  eine  weitere,  neue  Bedingungen  enthaltende,  Gleichung  aufzu- 
suchen; dieselbe  wird  leicht  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  i)  erhalten  wer- 
den können,  wenn  man  die  erste  derselben  mit  x,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und 
addirt;  man  erhält  so: 


tPx 


^"^  +y 


,4       rfx  dy  ) 

d0   '^      f^     —  dt  Wdtj    '^  \dt]   S  '^     r3 


=  Sk^nH  \(xx,+yy,)K-^-^\      ; 


setzt  man  also,  indem  man  unter  dem  Summenzeichen  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten durch  die  polaren  ersetzt,  zur  Abkürzung: 

»o  wird  erhalten,  wenn  man  linker  Hand  fiir  die  Differentialien  der  rechtwinkeligen 
Coordinaten  die  polaren  einfilhrt: 


■'-^- t(^r+ «Miin +^= w-'^- 


(r;J  ito,  , 


oder,    indem   man   die   angezeigte   Differentiation    ausführt  und  mit    (r)   beiderseits 
dividirt: 


U2 


rf»_fr) 
dfi 


-r)(i^'+^=ir]Sß-^r>Iu,    . 


Diese  Gleichung  enthält  aber  noch  die  Grösse  r,  die  durch  (r)  zu  ersetzen  ist;  der 
Unterschied  beider  ist  aber  offenbar  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breiten- 
störungen und  wird  im  Allgemeinen  fast  unmerklich  sein ;  doch  kann  auch  hier  die 
völlige  Strenge  in  einfacher  Weise  erreicht  werden.     Man  hat  vorerst: 

also  ist 

die  in  den  runden  Klammem  angesetzte  Reihe  ist  aber,  wenn  man  setzt : 

—    gy 

völlig  identisch  mit  dem  dritten  Theile  der  von  Encke  bei  seiner  Methode  be- 
nützten Grösse y,   (vergl.  pag.  73  und  Tafel  XI)  man  kann  also  setzen: 

^__2 3    z^   Lf\ 

wobei  man  aber  bei  der  Anwendung  wohl  stets  wird  annehmen  dürfen: 

indem  man  hierbei  nur  Glieder  vierter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstörungen 
übergeht;  schreibt  man  also: 

t  (r)6  \3/    ' 

so  wird  man,  wenn  überdies,  um  abzukürzen,  geschrieben  wird: 
für  die  obige  Differentialgleichung  haben: 

welches  die  zweite  Fundamentalgleichung  ist,  die  in  Verbindung  mit  I)  (pag.  141) 
zur  Kenntniss  der  Werthe  (r)  und  /  fuhren  wird. 

Um  nun  die  dritte  Gleichung  in  i)  (pag.  140)  in  eine  für  die  Bestimmung 
der  auf  der  Fundamentalebene  senkrechten  (Koordinate  z  passende  Form  überzu- 
führen, setze  man: 

2  »Fl  =  2  A»m,  Jfr,  sm  Äj , 

und  wie  dieses  schon  oben  geschehen  ist: 
SO  wird  man  schreiben  dürfen: 
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ereetet  man  nun.  wie  dieses  früher  gesseigt  wurde,  r  durch  (r) ,  so  wird  man  haben : 


r«   ~    (r)»     r  +  "W«"l        ~"    W»  r         *     (r)M  3  )! 

wobei  /  mit    dem    Argumente    q  =  -j-^    aus    E  n  c  k  e '  s  /-  Tafel  (Tafel  XI)    zu 

nehmen  ist,  und  übrigens  \f  wohl  stets  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf, 
da  dadurch  nur  Fehler  5*«'  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstörungen  entstehen. 
Führt  man  nun  die  Abkürzungen: 

ein,  wobei 

angenommen  ist,  so  erhält  man  als  dritte  Fundamentalgleichung: 


d^ 


+  [w]z=W,     .  III) 


Diese  Gleichung  III)  unterscheidet  sich  vortheilhaft  von  den  Gleichungen  I) 
und  II)  dadurch,  dass  dieselbe  unmittelbar  eine  DifFerentialgleichung  für  die  Störung 
selbst  ist,  während  die  beiden  anderen  Gleichungen  die  Gesammtbewegung  des  ge- 
störten Körpers,  die  derselbe  durch  seine  gestörte  Bewegung  um  die  Sonne  ausführt, 
beschreiben.  Es  wird  daher  für  die  Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung 
wünschenswerth  erscheinen,  die  Gleichungen  I)  und  II)  so  zu  transformiren ,  dass 
dieselben  sich  in  Differentialgleichungen  für  die  Störungen  in  (r)  und  /  verwandeln. 

Dieses  kann  in  mehrfacher  Weise  geschehen,  je  nachdem  man  die  Störungen 
zerlegt  und  auf  die  Coordinaten  (r)  und  /  vertheilt;  die  von  Hansen  imd  Tietjen 
gewählte  Zerlegung  scheint  die  grössten  Vortheile  zu  bieten,  weshalb  ich  dieselbe 
den  weiteren  Entwickelungen  zu  Grunde  lege. 

Zerlegt  man  den  Bogen  l  in  die  zwei  Theile  V  und  iV,  so  ist  diese  Zer- 
legung willkürlich  und  man  kann  für  eine  dieser  Grössen  eine  beliebige  Annahme 
machen,  wenn  man  nur  dafür  Sorge  trägt,  dass  durch  entsprechende  Bestimmung 
des  anderen  Bogen»  der  Relation 

stets  genügt  wird. 

Es  soll  nun  N  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung : 

dN 


{r)^-^=f2Udt 


genügt  wird.  Da  hier  iV'  nur  an  eine  Differentialgleichimg  gebunden  erscheint ,  so 
bleibt  noch  eine  willkürliche  Oonstante  übrig,  deren  zweckmässige  Bestimmung 
später  offenkundig  wird. 
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IMfferentiirt  man  die  Relation  zwischen  /,    V  und  N,  so  wird : 

J4  t^       J4  jI 


dt  dt      ^      dt 

und  wenn  nun  beiderseits  mit  [r]^  multiplicirt  und  die  durch  die  Gleichung  2)  aus- 
gedrückte Bedingung  einfuhrt,  so  findet  sich: 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  I)  (pag.  141)  so  resnltirt  sofort  eine  Bestimmung 
für   Vy  indem  beide  Gleichungen  gleichzeitig  nur  bestehen  können,  wenn  man: 

setzt;  so  dass  V  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  bestimmt  erscheint,  so- 
bald über  N  eine  der  eben  gewählten  Bedingung  entsprechende  Annahme  gemacht 
ist.     Setzt  man  nun  die  erlangten  Bedingungen  in  3)  ein,  so  wird: 

dt     —       (r)2      ^    (r)2    J  -  '  ^^  5a' 

und  hieraus  folgt  durch  Integration: 

« 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstante  wird  man  durch  die  folgenden  Be- 
trachtungen gelangen.  Wären  keine  Störungen  vorhanden,  so  würde  das  zweite 
Integral  verschwinden,  das  erstere  kann  aber,  da: 

dv    _   kVp 
dt    ~      r«" 

ist,  wo  r  die  wahre  Anomalie  vorstellt,    als   die  wahre  Anomalie  aufgefasst  werden 

und  wir  haben  daher  in  dem  Falle  der  ungestörten  Bewegung: 

/^  =  tj^  +  Const. 

Bei  der  Einführung  der  polaren  Coordinaten  statt  der  rechtwinkeligen  wurde 
zwar  die  X  F- Ebene  als  Fundamentalebene  bezeichnet,  jedoch  über  die  La^  der 
X-Achse  oder  über  den  Ausgangspunkt  der  Zählung  von  /  wurde  nichts  festgesetzt ; 
trifft  man  jetzt,  um  Alles  unzweideutig  bestimmt  zu  haben,  die  Verfügung,  dass  / 
vom  aufsteigenden  Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  gezählt  wird,  so 
ist  /  das  Argument  der  Breite  und  die  Integrations-Constante  ist  demnach  nichts 
anderes ,  als  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten ,  eine  Grösse,  die  durch  cu^  be- 
zeichnet werden  soll,  indem  der  Index  »o«  darauf  hinweist,  dass  dieser  Werth  den 
ungestörten  Elementen  zu  entlehnen  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  gewählte  Bezeichnung  möge  weiter  eingeführt  werden: 


=  ~ir)TS^^dt  IVa) 


dt  (r)i 

wobei  man  leicht  erkennen  wird ,  dass  man  durch  eine  mechanische  Integration  den 
Werth  von  Ju  wird  ermitteln  können.  Man  hat  dann  statt  des  obigen  Ausdruckesi 
für  /  zu  setzen: 

/=  V+io^  +  Jio  .  IVW 


U5     

Der  gewählten  Bestimmung  gemäss  wird  sich  demnach  V  nur  um  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  der  Störungen  von  der  wahren  Anomalie  r  unterscheiden  und  es 
wird  daher  möglich  sein,  an  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  M  eine  Correction 
J  M  von  derselben  Ordnimg  anzubringen,  die  bewirkt,  dass  durch  Anwendung  der 
bekannten  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  unter  Benützung  der  un- 
gestörten Elemente  für  dieselbe  V  resultirt.  Indem  vorerst  diese  Correktion  J  M 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird  und  die  Bestimmung  derselben  für  später  vorbehalten 
bleibt,  ergibt  sich  das  folgende  Formelsystem: 

((r))  sin  V  =  Oq  cos<jt>o  sin£ 
((r))  cos  F  =  öo  (cos-B  — ^o) 


V) 


In  diesen  Ausdrücken  stellt,  wie  man  leicht  sieht,  M^y  die  ungestörte  mittlere 
Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche,  t  die  seit  der  Epoche  verflossene  Zeit  in  mittleren 
Sonnentagen,  /lo;  ^)  sin<jt>o  =  ^07  beziehungsweise  die  mittlere  siderische  Bewegung, 
die  grosse  Achse  und  die  Excentricität  der  ungestörten  Elemente  vor.  Es  ist  klar, 
dass  der  durch  diese  Formeln  gefundene  Radiusvector,  der  gleichsam  den  Radiusvector 
in  der  ungestörten  Bahn  zur  gestörten  mittleren  Anomalie  vorstellt,  nicht  mit  (r) 
übereinstimmen,  sondern  sich  ebenfalls  um  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der 
Störungen  von  demselben  unterscheiden  wird.     Setzt  man  also: 

(r)  =  ((r))  (!+»')  VI) 

SO  wird  die  Bestimmung  des  gestörten  Ortes  keine  Schwierigkeit  haben,  sobald  ^M 
und  r  gegeben  sind.  Es  w4rd  daher  als  die  nächste  Aufgabe  bezeichnet  werden 
müssen,  aus  den  Differentialgleichungen  I)  und  IIj  (pag.  141,  142)  solche  abzuleiten, 
welche  die  Bestimmung  von /:/3f  und  v  ermöglichen,  womit,  falls  diese  Bestimmung 
gelungen  ist,  noch  der  Vortheil  erreicht  wird,  dass  die  Rechnung  statt  der  Ge* 
sammtbewegung  nur  die   verhältnissmässig  geringen  Störungen   zu  bestimmen  hat. 

Ehe  aber  an  die  Lösimg  dieser  Aufgabe  geschritten  werden  soll,  mag  noch 
die  Bemerkung  Platz  greifen,  dass  diese  Wahl  der  Coordinaten  ohne  Schwierigkeit 
auf  Bahnen  von  beliebiger  Excentricität  angewendet  werden  kann,  und  nicht  auf 
*»olche  von  massiger  Excentricität  beschränkt  ist,  wie  dies  auf  den  ersten  Blick  er- 
M;heinen  könnte,  da  die  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  hier  auftritt.  Es  erweist 
sich  sogar  gerade  in  solchen  Fällen  die  von  Hansen  getroffene  Wahl  der  Coordi- 
naten besonders  vortheilhaft;  doch  kann  auf  die  nothwendigen  Aendenmgen  erst 
eingegangen  werden,  wenn  die  diesbezüglichen  Formeln  entwickelt  sind. 

Um  nun  die  oben  angesetzte  Aufgabe  zu  lösen,  muss  die  differentielle  Rela* 
tion  zwischen  (r;  und  v  ermittelt  werden.     Aus  der  Gleichung  VI)  resultirt  sofort: 

^^^         i-+-«öCosK   '  "^ 

<lie  Differentiation  nach  den  mit  der  Zeit  veränderlichen  Grössen  ergibt : 

^ppolser,  BaknbMtimnimgen.  11.  19 
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i^  _  Po  ^  j.     Poi^-h»")       ^    _•     pr  dV_ 

dt  ~   I  -|-<^  001  K  ■  di  ^  (1 4-flo  CO»  r/2  ^^    "'  '^     dt 

welcher  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  5)  und  6]  (pag.  144, 145J  sich  in: 

d{r)    (r)  dy      .        k ep  sin  V 

~dT  —  r+T  •  "sr  ■*"  "(n-y)]/^  '^ 

verwandelt;  diese  Gleichung  ergibt  durch  weitere  Differentiation: 

<P(r)    _     (r)     ffty (r)        /<'*'\^    1    _«_  ^i?l    <<y    ,     ^gpcoBF   <f  F  A;<^MnK     rfr 

rf<2     —  I-|-Krf<2         -(i-|.,.)2   V</     ■*'i-h»'     rf<    'dt    ^  [i^y)^^    dt  (i-hr)2VÄ    ''^     ' 

führt  man  nun  in  dem  mittleren  Gliede  dieses  Ausdruckes  für  — rr—   den   Werth 

at 

aus  7]  ein,  so  erhält  man:       ^ 

rf«(r)   _     (r)  d«y  ke^co%V  dV 


c<^ 


I  -h  y      dfi  (1  +  V)  y>o  ^' 


und  wenn  jetzt  noch  -^  durch  die  Relation  aus  5)   (pag.  144)  ersetsEt  und  dabei  be- 
achtet wird,  dass  zu  Folge  der  Gleichung  6)   (pag.  145}  : 


eocosF=^P?Lii±^-i 

(r) 


und  zudem: 


ist,  so  folgt: 

dfi  {r)3     "^  (r)2  ~  i4.y  *    rf<«    ■*"  (r)«  *   i+.r    '  ^^ 

Tergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  II)  (pag.  142) ,  so  findet  man  linker  Hand  Tom 
Gleichheitszeichen  bis  auf  das  mittlere  Glied  eine  völlige  Uebereinstimmung ;  dasselbe 
lässt  sich  jedoch  ohne  Schwierigkeit  so  zerlegen,  dass  auch  dieses  Glied  identisch 
gemacht  wird.     Die  Quadrirung  der  Gleichung  Ij    (pag.  141)  gibt  nämlich: 

schreibt  man,  um  abzukürzen: 


/t.v,.(,+tep 


, Udt 

*  Vpo 


so  bestimmt  sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth  von      ^  ,  wie  folgt: 
und  hiermit  kann  die  Gleichung  8)  geschrieben  werden: 

dt»  '^    \dt]    ^r«         i  +  y    rff«   ^   (r)«      i+y  (r)3      J  ^    ^^ 

welche  nun  in  Verbindung  mit  II)  (pag.  142)  die  sofortige  Elimination  von  €P{r]  und 
dl  gestattet.     Führt  man  die  Elimination  aus  und  schreibt: 
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H,  =  ^f^-  fu'dt 


Hx  +  H2  =  Hq 

so  wird  die  verlangte  Differentialgleichung: 

-j^  +  hy  =  Ho,  VII) 

welche  rückBichtlich  der  Form  mit  der  Gleichung  III)  (pag.  143)  identisch  ist  und 
eine  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  von  v  abgibt^  während  III)  zur  Bestimmung 
von  z  gedient  hat.  Da  überdies  ^w  bereits  durch  die  Differentialgleichung  IV)  (pag.  144) 
bestimiAt  erscheint,  so  erübrigt  zur  Bestimmung  von  /  nichts  weiter,  als  die  Ermittelung 
des  Differentialausdruckes  für  J M.  Um  diesen  zu  erhalten,  nehme  man  die  zwei 
Gleichungen : 

Sin  V=  ^  ,,  ,7^    smjB 

(W) 

((r))  =00  [i—eoCO^E] 
vor,  aus  denen  man  sofort: 

sin  V  = ^^ 5^ 

I — «Ö  CO«  J? 

findet.  'Differentiirt  man  diesen  Ausdruck  vorerst  logarithmisch,  so  wird: 

«in  F  «inj?  I— «^coaJs  ((r))  «inJS 


und  man  hat  somit: 


dV=i^.  dE=  ^-^^  dE. 


Ferner  liefert  die  Gleichung: 

M=^  E — ^0  sinE 
durch  Differentiation  und  eine  leichte  Substitution: 

es  ist  also: 

dV  dV        dB    <io>  CO«  yp  J^Vp^ 

dM  ^    dE    '    dM  ""    ((r2))    '  ~    HW)* 

wobei  von  der  bekannten  Relation: 

k 
f^o  =  — T 

Gebrauch  gemacht  wurde.     Aus  der  ersten  Gleichung  in  V)  findet  sich  aber  durch 
Diffeientiation : 


dM  ,     dJM 

-jj-  =  ^0  +  ~^^  - 


aW  ist : 


*""Ärr(r>~\^^  dTs ' 


dV  ^   dV       dM 
dt  dM  'dt 
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miiltiplicirt  man  nun  beiderseits  mit  [r^^  und  beachtet  die  Relationen  3'   ^pag.  144' 
und  VI)   (pag.  145),  so  findet  sich  leicht: 

woraus : 


folgt;  setzt  man  also: 


dJM  _       J  — '«_+_?' 

dt    ""■  ^^     :i  +  yy 


1  4-ly 


,<« 


so  wird  die  letzte  noch  nöthige  Differentialgleichung  zur  vollständigen  Ermittelung 
der  Störungen: 

dJM  I'ITT 

^^    =  — /^oy<y>  viii 

wobei  er  mit  dem  Argument  v  leicht  in  eine  Tafel  gebracht  werden  kann.  Eine 
solche  Tafel ,  auf  6  Stellen  berechnet  *) ,  ist  diesem  Werke  als  Tafel  XIII)  ange- 
hängt;   dieselbe  gibt   den  Werth   von  log  a  für  10'      ^  ^  ^^^    ;     weshalb    gerade 

diese  Form  gewählt  wurde,  wird  sofort  bei  der  Zusammenstellung  der  Formeln  für 
die  praktische  Rechnung  klar  werden.  Will  man  übrigens  von  dieser  Tafel,  die 
kaum  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung  bedingt,  absehen,  so  hat  man : 

ZU  setzen,  welcher  Ausdruck  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  berech- 
net; es  ist  dann: 

dJM  ,       » 

— -^^ =  _  [tofA^)  av 

wo  w  die  für  t  geltende  Zeiteinheit  vorstellt. 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  ist  demnach  in  den  folgenden  4  IKf- 
ferentialgleichungen  enthalten,  die  ich  übersichtlich  zusammengestellt  aus  der  vor- 
stehenden Entuv'ickelung  hier  hervorhebe: 


dJM 

-  di      =-/'•♦"' 


IX 


dt 

dJ 

d 


+  [w]z=  Wo 


Ehe  ich  daran  gehe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  diese  Differential- 
gleichungen ohne  allzugrosse  Schwierigkeiten  die  angesetzte  Lösung  in  aller  Strenge 
erreichen  lassen,  will  ich  auf  jene  Modificationen  aufmerksam  machen,  die  l>ei 
Hahnen  mit  starker  Excentricität,   also  bei  Kometenbahnen  mit  mehr  parabolischem 


*,  Die  Rechnung  der  Tafel  Reibst  in  von  K.  Schräm  10 stellig  durchgefahrt  worden. 
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Charakter,  mit  den  obigen  Gleichungen  vorzunehmen  wären.  Man  wird  sofort  ge- 
wahren, daBs  man  nur  die  zweite  Oleichung  in  IX)  zu  modificiren  hat,  indem  die 
übrigen  durch  diesen  Umstand  nicht  berührt  erscheinen. 

Um  nun  diese  Gleichung  in  eine  für  alle  Fälle  brauchbare  Form  umzu- 
ändern, soll  anstatt  der  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  die  Störung  der  Zeit 
ennittelt  werden,  also  jenes  Zeitintervall,  welches  der  Himmelskörper  bedarf,  um 
den  Bogen  V — c©  ^^  ^^^  gegebene  Epoche  in  der  ungestörten  Bewegung  zu  durch- 
laufen.    Nun  ist  aber: 

somit  wird: 

-^  =  -av  X 

(lie  Gleichimg  fär  die  Störung  in  der  Zeit,  wodurch  die  verlangte  Transformation 
enreicht  ist. 

Da  bei  Kometenbahnen  die  Hauptstörungen  gewöhnlich  die  Zeit  des  Perihels 
treffen,  so  möchte  ich  gerade  in  der  von  Hansen  getroffenen  Wahl  der  polaren 
Koordinaten,  wo  die  Störung  des  zur  gestörten  Anomalie  gehörigen  ungestörten  Ra- 
diusvector  ermittelt  wird,  einen  ganz  besonderen  Vortheil  erblicken  und  glaube, 
dass  die  Anwendung  dieser  Methode  für  pepodische  Kometen,  falls  man  Störungen 
in  den  ('oordinaten  bestimmen  will,  besonders  zu  empfehlen  ist.  Will  man  jedoch 
die  Störungen  für  eine  Kometenbahn  nur  so  weit  entwickeln,  dass  man  die  Beob- 
achtungen einer  Erscheinung  von  den  Störungen  befreien  will,  ein  Fall,  der  bei  den 
meisten  Kometen ,  die  keine  verhältnissmässig  kurze  Periode  haben ,  statt  hat.  so 
wird  in  diesen  Fällen  wohl  die  Anwendung  der  Encke' sehen  Methode  als  besonders 
bequem  empfohlen  werden  dürfen. 


§  2.    Integratioii  der  Differentialgleichnngen« 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  wird  bei  dieser  Methode,  ähnlich 
so.  wie  es  bei  Encke's  Methode  geschehen  ist,  vorgenommen  werden  können, 
wobei  jedoch  der  erleichternde  Umstand  hinzutritt,  dass  die  die  Rechnung  er- 
schwerenden mit  q  verbundenen  Glieder  hier  nicht  vorkommen.  Eigentlich  bedürfen 
nur  die  erste  und  dritte  Gleichung  in  IXj  des  vorangehenden  Paragraphen  einer  näheren 
Betrachtung,  da  die  anderen,  als  auf  einer  einfachen  Integration  beruhend,  kein 
näheres  Eingehen  erfordern. 

Die  beiden  angezogenen  Gleichungen  haben  die  gemeinsame  Form: 

Diese  Gleichungen  kommen  in  doppelter  Weise  in  Betracht,  indem  einerseits 
l>rim  Beginn  der  Rechnung,  wo  nichts  Anderes  über  z  bekannt  ist,  als  dass  das- 
<^1W  in  Anbetracht  der  Nähe  des  Osculationspunktes  klein  sein  muss,    ein  zweck- 


iSO     

massiges  Verfahren  anzugeben  ist,  um  eine  indirecte  Rechnung  au  vermeiden;  an- 
dererseits werden  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  durch  die  mechanische  Quadratur 
und  durch  die  Kenntniss  der  vorangehenden  Werthe,  für  x  genügende  Annitherungen 
finden  lassen,  um  auch  in  diesen  Fällen  die  lästige. indirecte  Rechnung  eu  umgehen, 
besonders  wenn  man  die  Methode  zu  Hilfe  ninmit,  die  Tietjen  im  Berliner  Jahr- 
buche für  1877  für  diesen  letzteren  Fall  publicirt  hat.  Es  soll  zunächst  der  Beginn 
der  Rechnung  in's  Auge  gefasst  werden. 

Am  zweckmässigsten  ist  es  unter  allen  Umstanden,  die  Rechnung  so  anzu- 
legen, dass  dieselbe  der  Zeit  nach  in  regelmässigen  Intervallen  fortschreitet  und  dass 
die  Osculationsepoche  in  die  Mitte  zwischen  zwei  Werthe  fällt;  bezeichnet  man  da- 
her irgend  einen  zweiten  Differentialquotienten  des  Störungswerthes  xaii  f  [a '\-%w^ 
so  wird  für  den  ersten  Werth,  der  um  ein  halbes  Intervall  der  Osculationsepoche 
nachfolgt /(a)  zu  setzen  sein,  für  den  vorangehenden  Werth /(a — to)  etc.  Berück- 
sichtigt man  daher  das  Differenz-  und  Integrationsschema'  (pag.  4),  welches  bei  der 
mechanischen  Quadratur  ausführlich  auseinandergesetzt  wurde,  so  kommt  die  Epoche 
der  Osculation  auf  die  Zeile  [a — \to). 

Man  wird  für  den  Anfang  der  Rechnung  4  Werthe  für  die  Differentialquo- 
tienten berechnen  und  zwar  so,  dass  2  Werthe.  der  Osculationsepoche  vorangehen 
und  2  Werthe  nachfolgen,  und  hierbei  Aie  Störungen  bei  der  Berechnung  der  Coef- 
ficienten  der  Differentialgleichungen  ganz  weglassen;  aus  dieser  Vernachlässigung 
der  zweiten  Potenzen  der  störenden  Massen  kann  bei  der  Nähe  der  Osculations- 
epoche wohl  niemals  ein  merkbarer  Fehler  entstehen. 

Hat  man  sich  in  dieser  Weise  4  Werthe  für  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichungen verschafft,  so  wird  die  Bestimmung  der  zweiten  Differentialqnotienten 
und  die  Bestimmung  der  Anfangsconstanten  der  mechanischen  Quadraturen  in  der 
folgenden  Weise  vorgenommen  werden  können.  Die  4  erlangten  Werthe  seien  der 
Reihe  nach: 


P-' 

P-, 

p-^ 

P-r 

P" 

Po 

p+' 

P*r 

wobei  der  Index  auf  die  gewählte  Zeitepoche  unzweideutig  hinweist.  Für  x  wird 
man,  wenn  mit  /  die  Zeit  in  Einheiten  des  Intervalles  bezeichnet  wird ,  die  Form 
aufstellen  können: 

wobei  die  Coefficienten  t,  t',  a,  ß,  y,  i  einer  näheren  Bestimmung  bedürfen.  Dif- 
ferentiirt  man,  so  wird: 

'^f  =  ri  +  2at+ißP  +  ^Yfi+^»t^+  ... 

und  weiter: 

-jjr  ^^  2a  +  2  ißt  -h  3-4/'^  +  4-5*'^  +     .. 
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Zählt  man  die  Zeit  von  der  Oscitlationsepoche   aus,  so  müssen  für  die  Zeit  ^  =  o, 
d.  i.  für  die  Zeit  der  Osculation  sowohl  die  Coordinaten  als  auch  die  Geschwindig- 
keiten in  der  ungestörten  und  gestörten  Bewegung  nach   der  Idee  der  osculirenden 
Elemente  identisch  sein ;  man  hat  daher  für  r  und  r  sofort  die  Bestimmung  erlangt, 
dafis  beide  der  Null  gleich  sein  müssen.     Man  darf  daher  für  z  die  Form  aufstellen : 

z  =  afi  +  (it^  +  yt*  +  3^^+   ... 
Die  Werthe  für  p  und  P  werden  ebenfalls  eine  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen der  Zeit  zulassen  und  man  wird  setzen  nlürfen : 

P=A  +  Bt+Cfi  +  Dt^  +  ..' 

p  tss  a  +  bt  ^  cfi  +  dfi  -f-  ,. . 
Da  die  numerischen  Werthe  für  P  und  p  gegeben  sind,  so  wird  man  leicht  aus  dem 
Differenzschema  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  ableiten  können.  Es  soll  dies 
an  den  Werthen  von  P  ausführlich  erläutert  werden;  bildet  man  demnach  das  fol- 
gende Differenzschema,  welches  sofort  verständlich  ist,  wenn  man  hiermit  die  Aus- 
einandersetzungen auf  pag.  4  vergleicht,  so  erhält  man: 

Po  /"  (a) 

P+x 

dann  ist,  wie  dies   eine  leichte   und    offenkundige  Entwickelung  zeigt,    die  mit  der 
auf  pag.  26  ff.  identisch  ist: 

A  =  i  [P_.  +  />o)  -  tV  {/"  [a-tc]  +  /»  (a)  } 

D  =  i/"'  [a]   . 

Eine  analoge  Entwickelung  kann  für  die  Coefficienten  a,  i,  c  und  d  vorge- 
nommen werden,  doch  wird  die  Berechnung  auf  die  beiden  ersten ,  nämlich  auf  a 
und  b  beschränkt  werden  können,  wie  dies  die  sofort  folgenden  Ausführungen 
zeigen. 

Substituirt  man    die  für  x,    Pund  p  aufgestellten  Ausdrücke  in    die   obige 
pag.  149]  Differentialgleichung,  so  findet  sich: 

2a  +  6ßt+{i2y'-aaifl+{2o8+lia  +  ba)t'^=A  +  Bt'\'Cfi  +  Dt'^, 
woraus  sich  sofort  durch  die  Vergleichung  ergibt: 

#  =  |,        a  =.  A  (i»  - '-f -^)  .  ) 

Der  letzte  Coefficient  d  wird  in  der  Regel  so  klein,  dass  man  denselben  wird  über- 
gehen können.     Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  in  dem  Ausdrucke  für  x : 

x  =  afl  +  (ii^  -{-yt^  +di^+  ...  3) 


h 


a  =  — 


2) 
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t=  —  |,    — -J,    -f-i  und  4-f,    so  erhält  man  die  vier  zu  den  gegebenen  Zeit- 
momenten gehörigen  Werthe  der  Störung  und  kann  dann  berechnen: 

Scheinbar  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  dieselbe  Substitution  in  dem 
Ausdrucke  für -^^  ausfuhrt;  es  ist  dann: 

dt* 


£x 


=  A  +  Bt+(C--'-^)fi+(l)-^^^)P; 


hierbei  wird  es  jedoch  nöthig,  das  letzte  Glied  mitzunehmen  und  die  Coefficienten 
genau  zu  berechnen,  was  im  ersteren  Falle  wegen  der  Kleinheit  des  Factors,  p  nicht 
nöthig  ist. 

Es  sollen  nun  diese  Formeln  durch  ein  ausführliches  Beispiel  erläutert  wer- 
den, und  zwar  nach  der  erstereu  Form,  der  ich  unter  allen  Umständen  den  \'or- 
zug  gebe. 

Das  für  Erato  unten  ausfuhrlich  mitgetheilte  Beispiel  hat  bei  Beginn  der 
Rechnung  für  die  Berechnung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  y  ergeben: 

p  =  h  P=Ho 

1874  Oct.  27  +0.009590  -f-  169.24 

—  37  -  55-55 

Dec.      6  9553  —46  +113.69  4-4-75 

+    9  — 2  — 50.80  — 0.16 

1875  Jan.   15  9562  — 48  +     62.89  +4.59 

+  57  —46.21 

Febr.  24  9619  +     16.68 

Daraus  erhält  man,  indem  für  diese  Form  der  Rechnung  die  Mitnahme   des  Coeffi- 
cienten d  unnöthig  ist,  die  Werthe  der  Coefficienten  durch  i)    pag.  151]  : 

A  =  +  88.29  —  0.58  =  +  87.71 
B  =  —  50.80  +  O.Ol  =  —  50.79 

ü  =  +  2.33 
log  a  =  7.980; 

es  ist  also  nach  2;  und  3]    pag.  151)  : 

1/  =  +  43.85  <2  _  8.465  t'^  +  0. 161  <*    , 

und  demgemä.ss  durch  successive  Substitution  der  Werthe  — ^,   — J,  +J,  +|  für  t: 

V-2   =    +     128.04 
l'-,    =    +         12.03 

^o      =+  991 

«'+,    =    +         70.92      . 

und   nach   der  Formel  4/  finden   sich  demnach   die  gesuchten   zweiten  Differential - 
(juotienten : 
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dfi 

<Pyo 


=  4-  168.01 

=  +  113-58 
=  +  62.80 


Die  eben  entwickelte  Methode  der  Bestimmung  der  zweiten  Differentialquo- 
tienten wird  bei  der  H an sen-Tietjen' sehen  Methode  ebenfalls  bei  der  Bestim- 
mung der  Störung  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Coordinate  z  in  Anwendung 
ll^ezogen  werden  müssen,  doch  wird  der  Umstand,  dass  diese  letztere  Störung  sehr 
klein  ist,  diese  Rechnungsoperation  ungemein  rasch  erledigen  lassen. 

Es  wird  also  sein: 


p 

=  M 

P—  Wo 

1874  Oct.  27 

0.009647 

25,89 

-48 

+  1.84 

Dec.  6 

9599 

—  24.05                 +  19  f 

0 

+  2.03 

-II 

1875  Jan.  15 

9599 

—  22.02                 +     8 

+  49 

+  2. II 

Febr.  24 

9648 

—  19-91 

2  =  —  11.526  fl+  0.339^^*  -h  0.015  ^*- 


also 


und 


Z— a  = 

=   — 

-  27.00 

«-x  = 

^  — 

-    2.92 

Zo       - 

—  — 

-  2.84 

«+i  = 

=    — 

-24.71 

iPs-a 
dfi 

: 

—  25Ö3 

rf/2 

=r 

—  24.02 

dt^ 

: 

—  21.99 

JA 

srs 

— 19.67 

Die  übrigen  in  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  auftretenden  Integrale 
sind  emfache  Quadraturen  und  bedürfen  daher  keiner  weiteren  Entwickelungen. 

Den  Umstand,  dass  p  stets  klein  ist,  hat  Hansen  benutzt,  um  für  den  Be* 
ginn  der  Rechnung  ebenfalls  ein  directes  Integrationsverfahren  anzuwenden;  denn 
es  ist  offenbar : 

-^JJPdt^-fJpdOfJPdi^+ffpdt^fJpdf^fJpdt^-... 

Ich  begnüge  mich  jedoch  mit  dieser  Andeutung,    da  dieses  Verfahren,  wie- 
wohl es   den   Vortheil   einer   viel  ausgedehnteren   Anwendung  besitzt,    bei  weitem 

OypoU«r,  BahBbeRlimnmnfeii.  U.  2U 
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unbehülflicher  und  mühsamer  rieh  gestaltet,  als  die  oben  angegebene  Methode. 
Der  Vorwurf  der  BeBchränkung  auf  die  ersten  Intervalle  ist  kein  massgeben- 
der, da  man,  sobald  die  Rechnung  im  Gange  ist,  sofort  einen  anderen  Weg 
einzuschlagen  in  der  Lage  ist,  der  sich  sehr  bequem  erweist  und  den  ich  nun- 
mehr auseinandersetzen  will.  Uebrigens  lässt  sich  ein  viel  bequemeres  analytisches 
Verfahren  angeben,  von  welchem  im  letzten  Abschnitte  der  Störungsrechnung  die 
Rede  sein  wird,  doch  sind  die  oben  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  für  die  vor- 
liegenden Zwecke  bequemer,  weshalb  ich  mich  auf  diesen  Hinweis  beschränke. 

Sobald  man  also  die  vier  zweiten  Differentialquotienten  ermittelt  hat,  wird 
man  sofort  in  der  bekannten  Weise  (vergl.  pag.  53J  die  doppelte  mechanische  Qua- 
dratur auf  dieselben  anwenden,  also  zunächst  die  Anfangsconstanten  für  die  erste 
und  zweite  summirte  Reihe  berechnen  nach: 

dann  wird  man  die  einfache  und  doppelte  Summation  ausfuhren  und  auf  diese  Art. 
wenn  die  Rechnung  bis  zum  Werthe^(ö-l-[t — \]w)  durchgeführt  ist,  den  genauen 
Werth  von  ^]f  [a-^-iw]  ermittelt  haben. 

Weiter  wird  man  sich  zu  erinnern  haben,  dass  nach  der  Theorie  der  mecha- 
nischen Quadraturen: 

^i  =  "f  («4-««')  +  ^f  {a  +  iw)  —  ^^/"  [a  +  iw)  +... 

ist ;  dieser  Ausdruck  wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Berechnung  der  vorher- 
gehenden Intervalle  einschliesslich  des  Intervalles  a-f-(t  —  i)ti7  durchgeführt  ist,  eine 
genügende  Näherung  für  den  Werth  von  x^  ergeben^  um  hiermit  den  zweiten  Diffe- 

rentialquotienten  -jJ^  mittelst  der  Relation : 

näherungsweise  blerechnen  zu  können ;  in  dem  letzteren  Ausdrucke  bedarf  es  wegen 
des  kleinen  Factors  p  nur  einer  genäherten  Kenntniss  von  x^j  so  dass  es  voll- 
kommen genügen   wird,   zu  dem  bereits  genau  bekannten  Werthe  von  y  (a-f-tir' 

die  Werthe  von  ~  /  («  +  «tr)  und —f"  [a+iw]  nach  dem  Gange  der  Funktion 

in  dem  vorangehenden  Differenzschema  hypothetisch  hinzuzufügen;  ein  Fehler  in 
diesen  Annahmen  geht  nach  den  eben  gemachten  Betrachtungen  ganz  wesentlich 
verringert  ins  Resultat  über.     Je<lenfalls  also  wird  dieses  VerfiEÜiren  für 

einen  hinreichend  genauen  Werth  finden  lassen,  welcher,  einer  weiteren  Rechnung 
zu  Grunde  gelegt,  bei  der  nur  nach  f^^  {a+itt)  hypothetisch  anzunehmen  wäre,  den 
völlig  strengen  Werth  wird  finden  lassen.     Eine  etwas  fehlerhafte  hypothetische  An- 
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nähme  fur^"(a-|-ttr'   wird  aber  niemals,  weder  in  der  ersten,  noch  in  der  zweiten 
Annäherung,  einen  merkbaren  Fehler  verursachen  können,  da  das  Kesultat  nur  um 

das  Product  aus  der  fehlerhaften  Annahme  in  —  verfälscht  wird. 

240 

Dieses  indirecte  Verfahren  hat  indess  manche  Unannehmlichkeiten  und  ver- 
grossert  die  Arbeit:  dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  es^  wie  die  Erfahrung  lehrt, 
nicht  immer  möglich  ist,  füx /[a-i-iw]  nach  dem  Gange  der  Differenzen  genügende 
.Annäherungen  einzuführen,  um  stets  einer  Wiederholung  der  Rechnung  überhoben 
zu  sein.  Es  lässt  sich  aber  ein  Verfahren  angeben,  welches  die  indirecte  Rechnung 
völlig  beseitigt;  dasselbe  ist  von  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuch  für  1877  zuerst  an- 
gegeben worden. 

Den  gemachten  Auseinandersetzungen  gemäss  wird  man  stets  in  der  Lage 
sein,  den  Ausdnick: 

Sp  =  "f  (a+itr)  -  ^  /"  {a  +  iwi  +  ^  P  5) 

« 

mit  völliger  Schärfe  ssu  berechnen,  da  die  einzige  unbekannte  Grösse/*"  (a-^iw) 
stets  mit  genügender  Annäherung  aus  dem  Gange  der  Funktion  ermittelt  werden 
kanU;  wenn  man  dieselbe,  was  in  den  meisten  Fällen  ohne  Nachtheil  geschehen 
kann,  nicht  ganz  übergehen  will.  Es  wird  deshalb  vorausgesetzt  werden  können, 
dass  Sp  ein  völlig  bekannter  Werth  ist. 
Vergleicht  man  diesen  Werth  mit: 

^1  =  y  (a  +  iw)  +  ^/(«-f-««öj  —  ^  /"  {a  +  itoj  +  . . . 
so  sieht  man,  dass  man  wegen 


setzen  darf: 


schreibt  man  also : 


so  wird 


und  hiermit: 


[a  +  ttoi  =-^-/  =P— />x, 


pxi  =  pSp—  ^P^^ii 


^        •+t'.P 


pxi  =  p'  &, 


f{a+itc]  =  ^-=P-p'Sp  7) 

womit  jede  indirecte  Rechnung  vermieden  ist,    da  die  drei  Grössen  P,  p'  und  Sp 

direct  berechnet  werden  können. 

Der  hier  erläuterten  Methode   entsprechend  wird   man  daher  die  Integration 

der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  IX  (pag.  148;  ausfuhren  können.     Die  übrigen 

tileichangen  sind  direct  berechenbar  und  fuhren  auf  einfache  Integrationen.   Für  die 

einfachen  Integrationen  wird  man  den  gemachten  Voraussetzungen  über  die  Lage  der 

Oscnladonsepoche  nach  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante  die  Formeln: 

20  • 
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Jf  [X)  dx  =  ]f  [a^iw]  -  ^  /'  (a+ftr)  +  ^  /"'  (a  +  »«^)  -  •  •  • 

zn  benützen  haben,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  der  letzteren  Formel  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  die  Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind. 


§  3.    Berechnang  der  Coordinaten. 

Die  oben  auseinandergesetzte  Methode  der  Berechnung  der  Störungswerthe 
in  den  polaren  Coordinaten  setzt  die  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  voraus,  die  in 
der  Bahnebene  in  der  Bichtung  des  Badiusvector,  senkrecht  auf  denselben,  und  s^ik- 
recht  auf  die  Bahnebene  wirken;  diese  Kräfte  erscheinen  in  den  obigen  Formeln 
nicht  unmittelbar,  sondern  es  treten  die  Grössen : 

tr=  A;*mi  K[r]  r^  cos  B^  sin  (L, —  T) 

R  =  k^mi  K~  cos  Bx  cos  [Li — /) 


auf,  wobei  gesetzt  ist: 


W=k^mi  KriAaBi 


V  —  L L 


Die  Grössen  r  und  /  berechnen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Elementen, 
fi  kann  aus  den  Ephemeriden  direct  entlehnt  werden,  B^  und  L\  dagegen  müssen 
aus  den  Ephemeridenangaben  abgeleitet  werden.  Die  Ephemeriden  geben  nämlich 
die  heliocentrischen  Längen  X  und  Breiten  /f.  Vor  Allem  müssen  diese  Angaben 
auf  das  fixe  Aequinoctium  reducirt  werden,  auf  welches  sich  die  zu  Grunde  gelegten 
Elemente  beziehen.  Als  fixes  Aequinoctium  wird  man  wohl  am  besten  das  mittlere 
Aequinoctium  des  nächsten  Jahrzehentanfanges  benützen,  um  für  die  Angaben  des 
Berliner  Jahrbuches  die  bequemste  Anwendung  zu  erhalten. 

Lx  und'JSi  sind  den  Längen  und  Breiten  analoge  Grössen,  jedoch  anstatt  auf 
die  Ebene  der  Ekliptik  auf  die  ungestörte  Bahnebene  bezogen,  femer  liegt  der 
Anfangspunkt  der  Zählung  nicht  im  Frühjahrspunkte,  sondern  im  aufsteigenden 
Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik. 

Betrachtet  man  daher  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  der  Bahn, 
dem  Pole  der  Ekliptik  und  dem  heliocentrischen  Orte  des  störenden  Plaaeten  auf 
der  Ilimmelskugel ,  so  erhalt  man  leicht  die  folgenden  Relationen,  wenn  man  mit 
Qo  und  i^  den  aufsteigenden  Knoten  und  die  Neigung  bezeichnet : 


q  sin  Q  =  sin  ßQ' 

q  cosQ  =  co8/S?o'  sin  [l^'  • — Q^] 
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sin^i  =  sin^o'  cosi^  —  cos/^q'  sin^  6in(V  —  Qo) 
co8i9i  cosi/|  =  cos/S^q'  cor  (V  —  Qo)  )  i) 

cos^i  sini/|  =  sin/S^o'  ^^^^  +  C08/!^o'  cosi^  8in(V  — %)  ; 
setzt  man  also,  um  die  Formeln  in  eine  bequeme  Form  zu  bringen: 

so  wird: 

cos  Bi  cos  Li  =  co6/i?o'  cos  (A©'  —  Qo) 

cos^i  sin  Xi  =  j'  cos  (Q — f'o)  }  3) 

sin^i  =  q  sin  (Q  —  ^j  ; 

der  Abstand  des  gestörten  Körpers  vom  ungestörten  q  findet  sich  aus: 

Q  cos^  cos  0  =  Ti  cos JSi  cos  (-Li — /)  —  (r) 
Q  cos^  sin  ®  =»  ri  cosÄj  sin  (Xj  — /j  ^  4J 

ß  sin  ^  =  fi  sin  Ä|  —  z  • 

wobei : 

/=  F+oio  +  ^w  (vergl.  IVb  pag.  144) 

ist. 

Von  diesen  Formeln  kann  man  Gebrauch  machen,  wenn  man  streng  die 
Rechnung  durchführen  will  auf  Grundlage  der  heliocentrischen  Coordinaten  der 
störenden  Planeten,  die  sich  in  den  Ep'hemeriden  finden.  Beziehen  sich  die  Coor- 
dinaten,  wie  dies  im  Berliner  Jahrbuch  bis  1867  inclusive  und  den  übrigen  astro- 
nomischen Ephemeriden  der  Fall  ist,  auf  das  jedesmalige  wahre  Aequinoctium ,  so 
wird  man  die  auf  pag.  82  angeführten  Formeln  zur  Reduction  auf  das  gewählte  fixe 
Aequinoctium  benützen. 

Im  Berliner  Jahrbuch  für  1868,  1869  und  1870  finden  sich  die  heliocentrischen 
Coordinaten  nicht  unmittelbar,  indem  die  daselbst  allein  angeführten  Längen  in  der 
Bahn  mit  den  im  Anhange  angeführten  Bahnlagen  zur  strengen  Berücksichtigung  der 
Breiten  der  störenden  Planeten  über  dieser  Bahnebene  nicht  ausreichend  sind;  da- 
gegen werden  die  mitgetheilten  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  verlangten  Grössen 
leicht  gebeU;  denn  es  ist: 

Ti  cos  A^'  cos  ß^'  =  Xx 
fi  sin  V  cos/?o'  =  yi 
ri  8in/9o'  =  ^  , 

wobei  man  ausser  der  Prüfung,  die  sich  aus  dem  regelmässigen  Gange  der  Differenz- 
werthe  ergibt,  als  theilweise  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  den  Umstand 
benützen  kann,  dass  der  so  gefundene  Werth  von.  r^  mit  dem  im  Jahrbuche  ange- 
gebenen übereinstimmen  muss. 

Vom  Jahre  1871  ab  geben  die  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  83  gemachten  Be- 
merkungen im  Berliner  Jahrbuche  angeführten  Angaben  die  Mittel  an  die  Hand, 
unmittelbar  die  verlangten  Grössen  Aq',  ß^'  und  T)  demselben  zu  entlehnen. 
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Vom  Jahre  1880  ab  finden  sich  aber  auf  meinen  Vorschlag  Angaben  im  Ber- 
liner Jahrbliche,  welche  die  Rechnung  nach  den  Formeln  i),  2]. und  3)  des  vor- 
liegenden Paragraphen  wesentlich  erleichtem. 

Es  finden  sich  nämlich  in  der  Columne  ^0  ^^^  Breiten  des  Planeten  über 
der  am  Fusse  der  Tabelle  angegebenen  Bahnlage,  welche  letztere  durch  eine  längere 
Reihe  von  Jahren  constant  angenommen  wird.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie 
man  diese  Angaben  für  die  Rechnimg  verwerthen  kann. 

Betrachtet  man  zwei  Ebenen  im  Räume,  von  denen  man  eine  als  die  Fun- 
damentalebene wählt  und  legt  in  die  Richtung  des  aufsteigenden  Knotens  die  ge- 
meinsame positive  X-Achse,  während  die  Achsen  der  Y  und  Z  den  sonst  üblichen 
Annahmen  analog  gewählt  werden  sollen ,  so  erhält  man,  wenn  /  die  Neigung  der 
beiden  Ebenen  gegen  einander  bedeutet,  in  der  bekannten  Weise  für  den  Uebeigang 
von  den  rechtwinkeligen  auf  die  Fundamentalebene  bezogenen  Coordinaten  ^,  17,  w 
eines  Punktes  auf  die  analogen  auf  die  andere  Ebqne  bezogenen  Coordinaten  ^,  r/,  T 
desselben  Punktes  (^rgl.  I  pag.  12)  die  Gleichungen: 

i=r 

q  =  rj'  cos/ —  r  sin/ 
C  =  jj'  sin  /  -h  C  cos/ . 

Bezeichnet  man  den  sphärischen  Abstand  (Breite}  des  Himmelskörpers  von  dem 
durch  die  Fundameutalebene  mit  der  Himmelskugel  gebildeten  grössteu  Kreise  mit  b, 
in  Bezug  auf  die  andere  Ebene  mit  b' .  und  den  Winkelabstand  des  Fusspunktes 
dieses  sphärischen  Perpendikels  mit  der  X-Achse,  gezählt  in  der  Bewegungsrichtung 
des  Himmelskörpers,  beziehungsweise  mit  u  und  u' ,  so  wird  man  auch  schreiben 
dürfen,  wenn  man  mit  r  den  im  Allgemeinen  willkürlich  zu  wählenden  Abstand  des 
Himmelskörpers  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  bezeichnet: 

r  cosÄ  costt  =  r  cos4'  cosw' 

r  cos b  sin  u  =:  r  cos 4'  sin  u'  cos/ —  r  sin  6'  sin/  /  5) 

r  sin  &  =  r  cos  b'  sin  u'  sin  J+  r  sin  b'  cos  / 

Wählt  man  nun  als  Fundamentalebene  die  Ebene  des  gestörten  Himmels- 
körpers zur  Zeit  der  Osculationsepoche  und  beachtet,  dass  die  polare  Coordinate  Li 
(vergl.  U  pag.  144]  vom  aufsteigenden  Knoten  (Q]  aus  gezählt  wird,  so  wird  man, 
wenn  man  mit  O  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  des  stö- 
renden Planeten ,  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Himmelskörpers,  gezählt  in  der 
Bewegungsrichtung,  bezeichnet,  die  Relation: 

Li=^u  +  0 

haben,  und  weiter  wird  die  in  5)  durch  b  ausgedrückte  Coordinate  dann  identisch 
mit  der  am  oben  angeführten  Orte  mit  B^  bezeichneten  Grösse. 

Bezeichnet  man  mit  L  die  in  den  Ephemerideu  mitgetheilte,  auf  das  gewählte 
fixe  Aequinoctium  bezogene  Länge  in  der  Bahn,  so  wird,  da  L  aus  der  Addition 
der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  .Irgumeutes  der  Breite  entsteht  sein, 
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wenn  man  analog  irie  oben  durch  <!>'  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der 
Hahnebene  des  störenden  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten  der  Hahn  des  störenden  Körpers  (q')  in  der  Ekliptik  darstellt: 

tt'  =  X  —  (Q'  +  <D')  ; 

ausserdem  wird  die  in  5)  durch  V  ausgedrückte  Grösse  offenbar  mit  JBq  identisch 
und  man  wird  den  Sinus  dieses  Bogens  mit  dem  Bogen  selbst  vertauschen,  dessen 
Cosinus  aber  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen.  Demgemäss  hat  man  zur  Berechnung 
?on  Bx  und  Z|  das  Formelsystem: 

cos^i  cos«  =  cos«' 

cos  Sj  sin  u  =  sin  u'  cos  / —  Bq  sin  1"  sin  J  61 

sin^i  =  sinw'  sin/+J5o  sin  i"  cos/ 

Hiermit  sind  die  Grössen  B^  und  Li  bekannt  und  die  weitere  Rechnung 
nach  den  Formeln  4)   (pag.   157J  hat  keine  Schwierigkeit,  da  wie  oben: 

anzunehmen  ist. 

Die  aus  Bq  in  den  Formeln  6j  resultirenden  Correctionen  können  sehr  leicht 
mit  Hilfe  der  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  in  Rechnung  gebracht  wer- 
den, doch  kann  es  imter  Umständen  bequem  sein ,  vorerst  u  und  Bx  ohne  Rücksicht 
auf  Bq  zu  rechnen,  Werthe,  die  ich  beziehungsweise  mit  Uq  und  Bi "  bezeichnen  will, 
und  nachträglich  den  Unterschied  u — tio  auf  differentiellem  Wege  zu  bestimmen;  aus 
der  IKfferentiation  der  Gleichungen  6}  erhält  man  leicht  nach  einigen  offenkundigen 
Reductionen : 

Wiewohl  demnach  die  Berechnung  der  Grössen  L\  und  Bx  nunmehr  wenig 
an  Bequemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  lässt  sich  doch  noch  eine  für  viele 
Fälle  wesentlich  bequemere  Form  angeben.  Ist  nämlich  die  gegenseitige  Neigung 
der  in  Betracht  kommenden  Ebenen  [J]  eine  massige  Grösse,  wie  dies  in  der  That 
für  die  meisten  Planeten  der  Fall  ist,  so  kann  man  zuerst  B^  ganz  ausser  Acht 
lassen,  indem  man  die  daraus  entstehenden  ('orrectionen  einer  nachträglichen  Be- 
rücksichtigung mittelst  der  Formeln  7)  vorbehält  und  man  erhält  dann  durch  Divi- 
nion  der  beiden  ersten  Gleichungen  6)  : 

tangfiQ  =  tangtt'  cos/; 
wendet  man  auf  diesen  Ausdruck,  in  welchem  der  Vorausse;tzung  gemäss  cos  /  wenig 
von  der  Einheit  verschieden  ist,  die  im   ersten  Bande  (pag.  28)  angeführte   Reihen- 
entwickelung  an.  und  beachtet,  dass: 

-  - :         =  —  tang^iJ  8 
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ist.  so  wird  sein,  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  7)   (pag.  159)  sofort  heranzieht: 

^       sin/-  Bq ~_i —  sin2t<'  H .    „   8in4tt'  —  . . .  9^ 


f  008« 

u  =  u  — 


11^ 


Die  Benätzung  dieser  Reihe  kann  von  Fall  zu  Fall  durch  Anwendung  einer 
kleinen  Hilfstafel  wesentlich  erleichtert  werden. 

Für  die  Durchrechnung  der  Formeln  ist  nicht  die  Kenntniss  des  Bogens  B\ 
nöthig,  sondern  nur  die  Kenntniss  der  Werthe  von  sin  B\  und  cosJ3|;  für  die  Be- 
rechnung des  Sinus  wird  aus  6]   (pag.  159)  folgen: 

sin  J3|  =  sinti'  sin«/  +  B^  ^ui  i"  cos/ ;  10) 

da  sinJSi  der  Voraussetzung  nach  nicht  gross  ist,  so  wird  man  auch  stets  sicher 
den  Uehergang  auf  den  Cosinus  machen  können,  dessen  Kenntniss  man  für  die 
Formel  9)  und  für  die 'spätere  Rechnung  bedarf. 

Die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  setzt  noch  die  Kenntniss 
der  Orössen  O,  O'  und  /  voraus.  Aus  der  Betrachtung  des  sphärischen  Dreieckes, 
welches  die  Ekliptik  mit  den  Bahnebenen  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
bildet,  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  die  diesbezüglichen  aufsteigenden  Knoten  und 
Neigungen  beziehungsweise  mit  Q,  Q'  und  1,  t*  bezeichnet,  durch  Anwendung  der 
Gauss* sehen  Gleichungen: 

8in|/sini  [0  +  H/)  =  sini(ö'— Q)  sinKt"  +  t) 
sin^/cos^  (<D  4-  O')  =  cos^ (ö'  — ö)  sm\(i:  —  t) 
cosj/sin|  (<D  —  <D')  ==  sin^  (Q'—  Q)  cos  J  (f  +  t) 
cosj/cos^  (<Ö  —  0')  =  cos^  (Q— Q)  cos4(r  —  •)  , 

welche  Formeln  die  erforderlichen  drei  Grössen  /,  O  und  O'  unzweideutig  bestim- 
men; dabei  wird  man  zweckmässig  die  an  sich  willkürliche  Voraussetzung  machen 
dürfen,  dass  /kleiner  als  180"  angenommen  wird,  also  sin^/  und  cos-} /stets  positiv 
sind,  wodurch  sich  die  Quadranten  für  die  Winkel  ^((D  +  0')  und  \{0 — 0')  er- 
geben. Die  so  ermittelten  3  Grössen  wird  man  so  lange  unverändert  beibehalten 
können,  als  die  Elemente  Q,  Q',  1  und  i'  keine  Aenderung  erfahren;  da  dies 
nach  der  vorliegenden  Methode  mindestens  für  ein  Jahrzehent  ohne  Unbequemlich- 
keit geschehen  darf  ^  so  wird  die  Berechnung  dieses  sphärischen  Dreieckes  selten 
genug  auszufuhren  sein  und  kann  demnach  den  vorbereitenden  Rechnungen  ange- 
schlossen werden. 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  vorliegenden  Methode  der  Störungsrechnung,  da  die 
Störungscoordinaten  auf  eine  fixe  Ebene  bezogen  sind,  eine  Aenderung  des  Aequi- 
noctiums  auf  dieselbe  ohne  Einfluss  ist;  nur  muss  darauf  geachtet  werden,  dass 
auf  diese  Aenderung  bei  der  Berechnung  der  Coordinaten  gehörig  Rücksicht  ge- 
nommen wird.  Man  wird  demgemäss  in  den  Elementen  die  durch  die  Präcesaion 
im  Knoten,  in  der  Neigung  und  im  Abstände  des  Perihels  vom  Knoten  bewirkten 
Aenderungen  in  Rechnung  ziehen  (I  pag.  81)  und  mit  den  auf  dasselbe  Aequinoctium 
bezogenen  (/oordinaten  des  störenden  Planeten  verbinden;  da  aber  voraussichtlich  im 
Berliner  Jahrbuch  zu  jenen  Epochen,  w^o  eine  Aenderung  des  Aequinoctiums  eintritt. 


ißt    

auch  eine  Aenderung  der  Grössen  Q'  und  t  toigenommen  werden  wird,  so  wird 
man  die  Berechnung  der  Formeln  1 1 )  stets  auf  die  Epoche  dieser  Aenderungen  be- 
schränken dürfen. 

Schliesslich  dürfte  es  passend  sein,  an  dieser  Stelle  zu  erwähnen,  wie  man 
die  nach  dieser  Methode  erlangten  Störungswerthe  zur  Berechnung  einer  strengen 
Ephemeride  verwerthen  kann. 

Man  wird  sich  zu  dem  Ende  aus  den  Störungstabellen  für  die  Epochen  der 
Ephemeride  die  Werthe  ^Mj  Jcd^  vmtlAz  ermitteln.  Es  wird  hierbei  zweckmässig 
sein,  für  einige  der  Ephemeride  nahe  liegende  Störungsepochen  und  für  die  Mitte 
derselben  die  Störungswerthe  zu  bestimmen,  und  mit  Hilfe  der  so  gebildeten  kleinen 
Störungstafeln  die  Zwischenwerthe  zu  interpoliren ;  es  wird  sich  dieses  Verfahren, 
bei  welchem  man  eine  Reihe  von  Werthen  braucht,  etwas  kürzer  erweisen ,  als  die 
directe  Rechnung  für  jeden  einzelnen  Werth  mit  Hilfe  der  P-  und  Q-Coefficienten 
(vergl.  Tafel  VI— IX). 

Man  gelangt  mit  Hilfe  der  Formeln  V)  und  VI]  (pag.  145)  zur  Kenntniss  der 
Coordinaten  des  Planeten  in  der  imgestörten  Bahnlage;  es  ist  also  zu  rechnen: 

M=Mf^  +  lif^t  +  JM 

M=E—eo"smE 
((r))  sin  V^=  Oq  cos 90  sini 
((r))  cos  F=  «0  (cos^ — cq] 

l  =  V  -{-  (üQ  +  J(0 

(r)  =  ((r))  (i  +v] 


12) 


Um  nun  z  bei  der  Berechnung  der  rechtwinkeligen  Aequatoreal  -  Coordinaten 
zu  berücksichtigen,  denke  man  sich  zwei  rechtwinkelige  Coordinatensysteme  mit  einem 
gemeinsamen  Anfangspunkt  und  mit  gemeinsamer  X-Achse,  welche  letztere  mit 
der  Knotenlinie  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  (Q^)  zusammenfallen  soll ;  die 
XF-Ebene  möge  die  gewählte  fixe  Ekliptik  sein,  die  Xj  Fj -Ebene  aber  soll  der  un- 
gestörten Bahnlage  entsprechen  und  die  diesbezüglichen  Z-Coordinaten  sollen  in  der 
üblichen  Weise  gezählt  werden.  Bezeichnet  man  mit  t^  die  Neigung  der  unge- 
störten Bahnebene  gegen   die  Ekliptik,   so  hat  man  sofort  die  Relationen: 

y  =  yi  cos«o — «1  sini;, 
z  s=  yi  sin  t^  -|-  x^i  cos  ^   . 

Setzt  man  für  X|,  y^  die  polaren  Coordinaten,  so  werden  die  ekliptikalen  auf  Q0  als 
Ausgangspunkt  bezogenen  Coordinaten : 

X  =  (r)  cos  / 

y  =  (r)  sin/  cos^ — Zi  sin%) 

X  =  (r)  sin  /  sin  ^  -|-  «j  cos  %)  . 

Verlegt  man  nun  den  Ausgangspunkt  der  Zählung   auf  den  Frühjahrspunkt, 
BO  wird  sein: 

Oyy«li«r,  B«hiilMttiiBiooiig«m.  U.  21 
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und  die  Substitution  ergibt: 

z^  =  (r)  {  cos  /  cos  Qq  —  sin  /  sin  Qo  cos  1q  }  +  xJ}  sin  Qq  sin  ^ 
y^  =  (r)  {  cos/  sin  Qq  +  sin/  cos Q©  cos  ij,}  —  z^  cosQq  sintljj 
z^  =  (r)  sin/  sin^  +  z^  cos%,  ; 

verwandelt  man  diese  Ekliptikalcoordinaten  mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  (pag.  12) 
angesetzten  Transformationsformeln,  so  wird  man  leicht  finden: 

X  =  (r)  {  cos/  cosQq  —  sin/  sinQo  cosil)  }  +  «i  sinQo  sin^ 

y  =  (r)  (  cos/  sinQo  ^^^^  4-  sin/  cosQq  cost||  cose  —  sin/  sin^  sinß  } 

—  Zi    {  C09Q0  sii*^  co8€  +  cos^  sin«  } 
/  =  (r)  {  cos/  sinQo  ^^^^  ~H  sin/  cosQo  cos%)  sine  4-  si^^^  sini^  cose  } 

+  ^1    {  —  c^s  Öo  MJi*o  sin  €  4"  cos  ^  cos  t  }  . 

Die  Einführung  einiger  Uilfsgrössen  wird  die  Berechnung  dieser  Ausdrücke 
erleichtem  (veigl.  I  pag.  1 6) ;  setzt  man  nämlich : 

«  siniV=  sinto 
«  C08iV=  cos  Qo  cosii) 
m  sin  J(f  =  cos  Qq  sin  t'o 
mcosüf  =  cos^ 
sina  sin^  =  cos Qq 
sina  cos^  =  —  sinQo  cost^ 

sini  sinJS  =  sinQo  C0S6  /       >3) 

sini  cos J3  =  n  cos  [N  +  «) 
sine  sinC=  sinQo  sine 
sine  cos  C  =  »  sin  (iV 4-  «) 
cosa  =  sinQo  sin^ 
cos  4  =  —  m  sin  [M  4-  €) 
cos  c  =  m  cos  [M  +  c) 

so  ist,  wenn  man  statt  Z\   den  Buchstaben  z  schreibt  und   darunter  die  Störung  in 
der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  ('oordinate  versteht: 

X  =  (r)  sinasin  (-4  +  ^  +  «  cosa 

%f  =  (r)  sin  J  sin  (J5  +  ')  4"  ^  cos  b  ^         |  *  j 

z'  =  (r)  sin  c  sin  (C  +  /)  4"  *  cos  c  . 

Als  Probe  fiir  die  Richtigkeit  dieser  Constanten  kann  benützt  werden  (vergl. 
I  pag.  17): 

.     .  sinft  nnc  8iii(C — B) 

^  sin  a  cos  A 
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§  4.    Uebergang  auf  osealirende  Elemente  nach  Hansen-Tieljen's  Methode. 

Das  Bediirfniss  des  Uebeiganges  auf  osculirende  Elemente  tritt  bei  dieser 
Methode  aus  ähnlichen  Ursachen  ein,  wie  bei  Encke^s  Methode ;  nur  werden  im  All- 
gemeinen die  Störungen  weit  mehr  anwachsen  können ,  als  bei  der  letzteren  Me- 
thode, bevor  es  nothwendig,  wird,  diesen  Uebergang  zu  machen. 

Um  nun  diese  Uebertragung,  falls  sie  aus  irgend  einer  Ursache  wünschenswerth 
erscheinen  sollte,  ausführen  zu  können,  bedarf  man  geeigneter  Formeln  und  ich  werde 
ähnlich,  wie  früher,  zwei  Arten  des  Ueberganges  vornehmen,  nämlich  vorerst  jene 
Methode,  nach  der  man  die  Unterschiede  der  gestörten  und  ungestörten  Elemente 
ermittelt,  und  welche  einer  grösseren  Genauigkeit  fähig  ist,  ohne  allzugrosse  loga- 
rithmische Tafeln  anwenden  zu  müssen,  und  dann  jene,  in  der  man  aus  den  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  unmittelbar  die  Elemente  ableitet. 

Aus  der  Störungsrechnung  sind  für  die  gewählte  Osculationsepoche  zu  bestim- 
men:  JM^   Jia^  y,  -^,   «,  -^  ymd  IsUdi;  die  erste  Aufgabe,    die  zu  lösen  ist, 

besteht  dann  wieder  darin,  ^  (r),  J  y-^  und  J  {V/>)  (vergl.  über  die  Bedeutung  die- 
ser Symbole  pag.  89)  zu  ermitteln,  da  dann  die  Herleitung  der  Elemente  wie  bei 
Encke's  Methode  möglich  ist. 

Man  hat  vorerst: 

r  =  ((r))  [i^v):  cosÄ  =  ((r))  (i  +  *')  (i  +   "S^)  D 

wobei  der  Winkel  4  bestimmt  ist  durch  die  Relation: 

Es  soll  also  zunächst  der  Unterschied: 

(M)-ro 
ermittelt  werden.    Es  ist: 

also  findet  sich  der  Unterschied  der  excentrischen  Anomalien  durch  die  Gleichung: 

JM=  [E—E^]  —  ze^wi\[E—E^)  cosi(JB-h^)  ••  3) 

Da  aber  durch  eine  vorausgehende  Rechnung  sowohl  £,  als  auch  E^  mit 
einem  hohen  Grade  der  Annäherung  bekannt  ist,  so  kann  eine  fast  directe  Be- 
stimmung von  E — E^  leicht  genug  ausgeführt  werden.    Setzt  man  nämlich: 

WO  ß  die  Bogenverwandlung  ist,  welche  Grösse  sich  fast  ohne  Mühe  aus  den  loga- 
rithmischen Tafeln  ergibt  und  bei  der  Kleinheit  von  [E  —  Eq)  im  Allgemeinen  wenig 

von  der  Einheit  verschieden  ist,  so  wird: 

21* 
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Nun  bestehen  die  Gleichungen: 

((r))  sin  F=  Oq  cosqpo  sin  JS  =  ro  sinuo  +  2  Oq  cosr^po  sin^  (£ — £o)  cos^  [E  +  E^ 
((r))  cos  F=  Oq  (co8£—  öo)  =  »"o  cosuo  —  200  8in|(-B — ^)  sin^  (-B+ JE^i)   ; 

setzt  man  also: 

cos^o  cos^  [E  4-  J^)  =  w'  cos  JV 

sinK^  +  E;,)  =n'sinJV  5) 

2  00«'  ßini(£— iS;,)  =ao/:?»'(JB— ^)8ini"  =  » 


so  wird 


—  COB  (-Y — »0) 

tang(r-ro)=     ''• 


1 sin  (JV— ro)  6) 


ro 


[[r])  -  ro  — coii(F-rö)  * 


Man  kann   aber  F — r©  und  ((r))  — r©  auch  in   anderer  Weise  ableiten,    die 
mit  Vortheil  als  Controle  angewendet  werden  kann;  es  ist: 

(W)  =öb  (i— ^oCOsJSf) 
^0  =  «0  (i— «ocos^o) 
also  wird: 

((r))  —  ro  =  2  öo^o  sinj  (£—£„)  sin^  [E+E^)  = 

=  a^e^ß  [E—  E^)  sin  i"  sin \[E+E^)  7a) 

Um  eine  andere  Form  für  die  Berechnung  von   V — v^  zu  erhalten,    erinnere 
man  sich  au  die  bekannten  Gleichungen: 


\[[r]]  sini  r=  Vcio(i+^o)  ««J-B 
V^lrj")  cosi  r=  V^(i— <Jol  cos|£; 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  links  mit  V  Tq  cos  \  Vq  ,  rechts  mit  dem  äqniTB- 
lenten  Werthe  Vo©  (i — \)  cos  ^  El,  und  ähnlich  die  zweite  Gleichung  beziehungs- 
weise mit  Kro  sin 4 Po  und  V«^  (1+^)  sini-^o  und  subtrabirt,  so  folgt  sofort: 

Der  Uebergang   von   (y))  auf  (r)   macht  sich  sehr  einfach,    da  die  Relation 
besteht : 

{r)  =  {{r))  (i+v)i 
es  ist  also: 

('•)-((r))  =  ((r))v;  8) 

schliesslich  folgt  aus  i]   (pag.  163)  unmittelbar: 

r  --   r   ==  2  T)  \    ; 


setzt  man  also : 


9) 


cot  6 

so  wird: 

J  (r)  =  r-ro  =  ((r))  -r,  +  ((r))  y  lo) 

wobei  ((r)] — Tq  nach  6)  oder  7a)  zu  berechnen  sein  wird. 

Um    j  j^  —  ^1  zu  erhalten,  beachte  man,  dass : 

r2=  (r)«  +  z2 
ist,  woraus  durch  Differentiation  nach  der  Zeit: 

folgt,  da  nun: 

roosd  «=  (r) 
ist,  so  kann  man  schreiben: 

_BecJ*:-^  +tangi  j^  11) 

aus  der  Gleichung  7)   (pag.  146)  folgt: 

d 


man  hat  also  die  Gleichungen : 

dr         *  II  \\dy     .       kt^wV        .    :         1   dz 

-  8ec  4  =  ( (r) )  ^  4-  „^^,y-    +  tang  i  ^^ 

Jro  1  A;«oBint^  ,  A;^Bint\)      ,     asin^ift     A;«oBint^ 

— — -  sec  0  ^ 7= —  aec  o  =      —==: — ^  -t r — 7=5: —  • 

und  durch  Subtraction  folgt  hieraus: 

-  8mr,  (^^  4- -=sf-)  )  +  tangi  ^  ; 
fuhrt  man  hier  nach  Gleichung  9)  den  Werth  von  y  ein,  so  resultirt  endlich: 


Die  Bestimmung  von  ^  (V^j?)  kann  leicht  mit  der  Bestimmung  des  Knotens 
JiTg,  und  der  Neigung  /  der  gestörten  Bahn  in  der  ungestörten  Bahnebene  ver- 
bunden werden. 

Die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  dargestellt  durch: 

X  =  (r)  cos  / 
y  =  (r)  sin/ 

z  =  e 
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dx 
dt 

dy 
dt 

dz 
dt 


f  \     •    ydl    ,  1  dir) 

(r)  cos  I  ;t;-  +  8in  / 


dt 


dt 


dz 
dl 


Man  erhält  also: 


i  Vp  cos/ 


"^di 


dx 

Vdt 


W» 


dl 

dt 


dz  dy 


dt 


(r)  «in/^j  — «(rjcos/jj. 


*  Vp  sin  JTo  sin/   =  y  j7 

it  V/>  cos  üf^  sin/   =  a:  ^  —  r  -  *  =  (r)  cos/  ^*  +  z  (r)  sin/ 


z  sin/   -j^ 


</i 


<l< 


<;< 


—  z  cos  / 


rf(r[ 


13) 


Zählt  man  alle  Längen  vom  Punkte  /  aus  und  beachtet,  dass  nach  Gleichung 
I)  pag.   141: 

ist,  so  erhält  man: 

k  Vp'coaJ  =  kVpn  +fsUdt 

i  Vpam  (£i  — /)  8in/  =  —  ^|*  V^  +fs  Udt  } 

Beachtet  man  nun  (vergl.  Gleichung  7)  pag.  146)  : 

dt  ll'^'J  dt  ■+•  (,+„y^ 

SO  findet  sich: 

:  .      sin  (/—iTo)  taiig/=  -^ 


t4) 


cos  (/ — Äi)  tang/=s 


tf  s  d  fr) 

(r)  -— z  ■ 

^  ^    dt  dt 


15) 


kVpo+f^Udt 

womit  JK^  und  /  bestimmt  erscheinen ;  dabei  wird  /  erhalten  durch  die  Gleichung : 

1=  V+Wo  +  J(o  .  16) 

Aus 

iVp  =  (ky^  +  fsUdt)secJ 
folgt  weiter: 

j  {y^  ^Y^-Vp^  =  |^/:srrf/  +  2i<^sin«4/|8ec/         17) 

und 

-^[p]  =p-Po  =  \2Ypo  +  J{Vp)]  ^{VFl  ■  18; 
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Es  erscheint  angemessen,  gleich  hier  den  Uebergang  von  E^  und  t/auf  Q — Q^ 
und  t  -^  to  aufzuweisen ,  wobei  sich)  die  Bestimmung  von  (o  —  Wq  unter  Einem 
durchführen  lässt. 

Kennt  man  das  Argument  der  Breite  des  Planeten! in  der  gestörten  Bahn  in 
Bezug  auf  die  ungestörte  (u),  so  ist: 

tang(tt)  =  tang(/ — K^)  secJ, 

Erinnert  man  sich,  dass  Ausdrücke  von  der  Form: 

tang  ip  =  n  tangqp 
sich  in  die  bekannte  Reihe  (vergl.  I  pag.  28] : 

auflosen  lassen,  so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  von  /zweckmässig  erhaltcni : 
Jiu)  =  («)  -  {l^S,)=^-!^^  8m2  (/-Äi)  +  i^A*  8m4  {l-Ko)  +  ••      19) 

Um  nun  die  Aenderung  des  Knotens,  der  Neigupg  und  des  Arguments  der 
Hreite  in   Bezug  auf  die  Ekliptik  zu  finden ,  wird  die  Betrachtung  des  bezüglichen 
sphärischen  Dreieckes  leicht  die  vei-     r 
langten   Relationen    finden    lassen. 
Die  Durchachnitte  der  in  Betracht 

« 

kommenden  Ebenen  mit  der  Him- 
melskugel seien  durch  Kreise  dar- 
gestellt, bei  P  befinde  sich  der  Pla- 
net zur  Zeit  der  gewählten  neuen 
Osculationsepoche,  die  punktirte  Li- 
nie stelle  das  sphärische  Perpendikel 
vom  Punkte  P  auf  den  die  unge- 
storteBahnlage  darstellenden  grössten 
Kreis  vor ;  die  Bedeutung  der  Seiten 
und  Winkel  ist  unmittelbar  in  die  Figur  eingesetzt  und  bedarf  daher  keiner  näheren 
Erläuterung. 

Setzt  man  also  als  Seiten: 

6  =  TT 
c  =  Q^Qo 
als  Winkel: 

A  =  180°—» 

^o  geben  die  Nep er' sehen  Gleichungen: 

tang-^  =  tangia 


's 


ua 


tang 


2 


=  tang^^a 


co8j(if-HCj 
ntiiJB—C) 


4  es 


«ofort : 

cosKii  — /) 


tangH Jf  +  (Q-Qo) }  =  ^^f^^;- tangl  Jü 


20) 


welche  Formeln  man  zur  Bestimmung  von  IT  und  [Q — Qq)  benützen  kann.  Ist  aber 
i^  nicht  gar  zu  klein  (nur  wenige  Bogenminuten),  so  wird  man  mit  Yortheil  von 
den  folgenden  Reihenentwicklungen  Gebrauch  machen,  die  man  wohl  stets  bei  den 
in  der  Regel  stattfindenden  Verhältnissen  wird  benützen  können.  Wendet  man 
die  oben  in  Erinnerung  gebrachte  Reihenentwickelung  auf  die  Gleichung  20)  an,  so 
findet  sich  leicht: 


i{jr+{a-Q.))-iJ!i=i55«-^^smiq,+4Äiaj^i5^  8m.Äi  + 


+  i    <'*''»tfy*^>'    «m3iro+..=   I 


sm  I' 


I  { jT- (a-ü,)} ~  iJr» ^  -  *"'»i,^7^^^Bii.jro+i^*"'y*^y <^'rin. jg;, 


21) 


und  man  hat: 


-i    ^^'^^^y^^'^     .m3S.+  ..^n 


I 


J(Q)    =  Q  — Qo    =1— n. 
Weiter  ist  in  der  ungestörten  Bahn: 

Wo  =  A> — «0 
dagegen  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  in  der  gestörten  Bahn: 

öl  =  (w)  +  K—v  =  [l—Eo)  +  ^M  +  K—v  ; 
die  Subtraction  der  letzteren  Gleichungen  ergibt: 

öl— Wo  =  J[K)+  J[u)  +  (/— 4)  —  (ü— ro)  ; 
man  hat  aber  zu  beachten,  dass  ist: 

^  =  «0  +  Wo 

/    =ss   V-^  Wq  +  ^Öl 

demnach  ist: 

/— ^  =  (r— üo)  +^« 

und  man  wird  daher  haben: 

m—Wo  =  J[K)+J(u)  +  Jio  +  {{V^f>o)  —  (v—v,))    j 
/r  — TTo  =  (cei— ölo)  4"  (Q— Qo)  )  ' 

wobei   die  Bestimmung  von   e  —  t^o  noch  nöthig  ist,    die  weiter  unten  vetgeuom- 

men  wird. 

Aus  der  Neper'schen  Gleichung: 

folgt  sofort: 

tangl  (t-io)  = ^^^^^^  tangj/  24) 

womit  • — f^  bestimmt  erscheint. 
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Zur  Bestimmmuiig  von  {v  —  t?o) ,  [e — «o) »  (*^ — ^0^)7  (9  —  Vo)?  (a*  —  f^o)  ^^^ 
{M—Mq)  wird  man  dieselben  Formeln  verwenden  können,  welche  früher  fiir  den 
Uebergang  auf  osculirende  Elemente  bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  aufgestellt 
wurden  (pag.  102,  103) ,  so  dass  hiermit  die  Entwickelung  der  Formeln  für  die  erste 
Fonn  des  Uebergangs  erledigt  ist. 

Will  man  aber  unmittelbar  die  gestörten  Elemente  erhalten,  so  lassen  sich 
auch  hierfür  recht  bequeme  Formeln  angeben,  deren  Berechnung  mit  Vortheil  dazu 
benützt  werden  kann^  um  die  aus  den  eben  entwickelten  Formeln  erhaltenen  Re- 
sultate zu  controliren. 

Zur  Berechnung  der  gestörten  Bahnlage  gegen  die  ungestörte  Bahn  wird  man 
die  Formeln   15)    (pag.  166)  benützen  und  weiter  rechnen: 

y^=[kVpo  +J^Udt)  sec/ 
tang  (w)  =  tang  (/ —  K^  sec/ , 


25) 


hierauf  wird  man  die  Formeln  20J  und  24]   (pag.   i68j  heranziehen,  um  daraus  Q,  t 
und  K  zu  erhalten. 

Die  Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  resultiren  aus  (vergl.  pag.  89] : 

sm9)sinr=  Y^       I 


sin  (jp  cos  V  =  -^ I 

wobei  j-  zu  berechnen  sein  wird  aus  (pag.  165) : 


/  26) 


dr    (r)    dir)   _.     z     dz  . 


die  Grösse      .       fand  schon  bei  Berechnung  der  Formeln  15)  ihre  Verwendung  und  ist 


}  ^8) 


dt 
nach  Formel  14)    (pag.  i66j  leicht  zu  erhalten;  femer  ist  nach  pag.  168: 

w  ^  (ti)  +  K —  V 

Weiter  ist: 

tang  J^  =  tang|r  cotg  (45  +i9>) 

lind: 

a 


29) 


am  i" 


/!  =  - 


l 


30) 


A 


Ich  werde  nun  die  für  die  Rechnimg  nöthigen  Formeln  hier  zusammentragen. 
Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für  die  neue  Osculationsepoche  aus  der  Störungs- 
rechnung entlehnt  sind  die  Werthe  von: 

JM,  Jiü,  ^j  "jV  )  ^j  "57  ^T^dj  2  Udt , 

Of polier,  Rabnbestimmangen.  U.  22 
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Man  wird  hierbei  den  Umstand  zu  berücksichtigen  haben,  dass  für  t  als  Ein- 
heit der  Sonnentag  gilt,  wenn  man  für  die  Constante  des  Sonnensystems  k  den 
im  ersten  Bande  pag.  45  angeführten  Werth  benützt.  Um  aber  aus  den  Summations- 
tabellen  mit  möglichster  Bequemlichkeit  die  Integralwerthe  entlehnen  zu  können, 
wird  es  sich  empfehlen,  als  Zeiteinheit  das  bei  der  Störungsrechnung  benützte  Zeil^ 
intervall  to  zu  wählen,  man  wird  demnach  in  den  folgenden  Formeln  überall  dort, 
wo  die  Grösse  k  erscheint,  sofort  (wk)  annehmen  und  kann  dann  w,  soweit  es  bei 
den  einfachen  und  doppelten  Integralen  in  Betracht  kommt,  der  Einheit  gleich  setzen. 

Zunächst  bestimmt  man: 

M(i  =  Mqo  +  fiot  .  I) 

wo  3/00  die  mittlere  Anomalie  der  Ausgangselemente  ist,  t  die  Zeit  (in  Einheiten  des 
mittleren  Sonnentages)  die  zwischen  der  Epoche  dieser  Elemente  und  der  gewählten 
neuen  Osculationsepoche  verflossen  ist.  Bezeichnet  man  mit  £00  ^i^  ^^  mittleren 
Anomalie  Mq,  dagegen  mit  Eq  die  zu  (M^  +  JMj  gehörende  excentrische  Anomalie, 
so  hat  man  zu  rechnen: 


Mo 
ro  sin  t?o 

Tq  COSf70 


^00— «0"  sin^oo    1  Mo  +  JM=  £0  — V  sin  Eq 

Oq  cos  (po  sin^Qo  ,  ((r))  sin  V  =  a^  cos  tpo  sin  Eq 

Co  (cos ^00  —  ^0)  )  •  (M )  cos  F  =  «0  (cos  JBü  —  Cq) 

r  =  {(r))  (i  +  y) 

r=  [r]  seci,     tgÄ  =  -^ 


^^^^=((r))4^  + 


(r) 
{wk)eo  sin  V 


dt 


dt  (,   4.  y)  j/po 


II 


Hierauf  berechnet  man: 

sin  [l—Ko)  tg/= 

cos  (/ — Kq]  tgj  = 


[r) 


.dz  d  [r] 

^'^■di^'-dF 


Udt 


^(p)={2Vp^-{-J  {\p]  }  J  (V/i) 


III 


Dann  ist 


I 

11=: 


stn 
h 


sin 


pr  sin  Ä",  +  ^^^,  sin  2  Äi  +  j^j^,  sin  3  Äi  -f  .  .  . 
pr  sin  Äi  +  j^j^,  sin  2  Äi  —  :^-„  sina  JSi  +  .  .  . 


\ 


IV 


m 


^  (JT)  =  I  +  II 

Hierauf  schreitet  man  zur  Bestimmung  von  J  (r)  und  J  j^j  .    Bezeichnet  man 

mit  ^  die  zu  sin^  [E — E^  gehörige  Bogenverwandlung  also : 

log/?  =  aS  —  log  sin  i" 

wobei  S  die  bekannte  Hilfsgrösse  zur  Berechnung   des   Logarithmus  des   Sinus   der 
kleinen  Bogen  darstellt,  so  wird  sein: 

^      ^00  —     ,  _^^  cos!  {^o-h^) 

nl  cosiV=  cosqpo  cos^  [E^  +  £00) 
n  sin  N  =^  sin^  (£0  +  £00) 

^^  "^  ro — nsin(JV — t?o) 

Zur  Controle  rechne  man: 

(W)  -ro  =  ao«bj*(-Bo— -ßi«)  sin  i"  sin^ljE^j  +  i^K,) 

sini  (F-ro)  =  ^^^^^  (j;,-£ool  «in  i" 


VI) 


Man  findet  dann: 


V  -\'  ^  8in2  4  ft 

'  cosft 


^(r)=r-ro={((r))-ro}  +  ((r))y 
Zur  Bestimmung  der  Excentricität  und  der  wahren  Anomalie  hat  man: 

dtn  [wh) 


vn) 


Vpo 
I    ( <; 


'i^iyp)+yp^(-w)\ 


tg(t)  — «o) 

^  («)  =  «  —  «0 


>  VIII) 


cos  {  [v  —  t'o) 

sin  9  =  Co  +  -^  (^) 


^W 


sin4(cp — cpo)  = rr-r: 


9>o) 


Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  anzugeben ,  hat  man: 

22* 


na 


(ff)  =  2Bin^;r  — ro)  cos^(p-j-Po)  coBtp —  zsin^fi/)  —  ^o)  ^^^\{<p-^^o)  sinuo 
(y)  =^(c)  —  28m|(r  —  Uq)  8m|(r  +  c>o) 

y'  sin  G'  =  (A)  sini;^)  +  (ff)  -^ 
y'  cos  G'  =  (k)  cos  ^  -f.  (y)  -ü 

M-Mo  =  (£- j;«)  -  -^  sinilE-E,,]  cos^  (£4.^;^)  _-^  sinÄ 


IX) 


Weiter  ist : 


W (jJq 

7t TVq 


J[K)  +J{u)  +  Jui  +  (F— ro)  —  (»  —  »0) 
(w— Wo)  +  (Q— Qo)  • 


X) 


Zur  Bestimmung  des  letzten  Elementes  /u  hat  man: 


\ 


XL 


q  als  Argument  für  die  ^-Tafel  (Tafel  XI) 

f*— f*o  =  — /jA^o 

Zur  Controle  der  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  die  Elemente  durch 
die  directe  Rechnung  bestimmen  und  haben,  indem  man  vorerst  die  Formelsysteme 
I)  und  II)   (pag.  170J  wie  oben  erledigt: 


sin(/-iro)tg/=-^ 


cos  (/—Äi)  tg/ 


dz 


dir) 
dt 


Weiter  ist: 


(tf /.)  VfJ  +  /^'  Udt 

/  =  f^  +  Wo  4-  ^^ 

[wk]  V^=  ^{wk)  V^^+flüdt  j  sec/ 

tg(tt)  =tg(/— Äi)  secJ. 
tgi  {K+  (Q-Qo) }  =  -^'A^:i^r\-  tgiÄi 


III 


tgKTT-  (Q-Qo)} 


tgiÄi 


8ini{ii)-h«^i 
Daiin  ist  zu  rechnen: 


IV 


sin  (p  Bin  V  = 


(r)    dir)         z    dz 
~r     dt   '^  r    dt 


[wk]     dt 


P 

Sin  (p  cos  t>  =  ^  —  I 
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Ci>  =   (tt)   -f-  K D 

TT  =  W  +  Q  . 


SchliessHch  ist: 


tangiJ5=  tang|r  cotg(45«  +  i9?) 


8in  I 


a 


_     V 


coa'^fp 


M  = 


*" 


i 


VI) 


§  5.    Bechnnngsbeispiel  zu  Hansen-Tietjen's  Methode. 

Es  sollen,  um  die  voianstehenden  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  @  Erato  durch  die  An- 
ziehimg der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
Intervalles  und  mit  Annahme  derselben  Elemente,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  gedient  haben,  um  Anhaltspunkte  zur  Ver- 
l^leichung  der  Resultate,  die  nach  verschiedenen  Methoden  erhalten  wurden,  zu  ge- 
winnen. Indem  ich  betreffs  der  allgemeinen  Bemerkungen,  über  die  Wahl  der  Inter- 
valle des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf  den  §  5  der  Encke' sehen  Methode  (pag.  105) 
verweise,  setze  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente 
hier  an : 

@  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit. 

mittl.  Aeq.  1870,0 
io  =  219°  8'  6"8 
M^  =  180  40  48.9 

7tQ     =       38   27     17.9 

Qo    =    125  42   39.7 
io     =       2  12  23.9 

9>o  =       9  59  14.9 
jUo    =  640"  89605 

logoo  =  0-4954793  • 

Auf  den  -unteren  Rand  eines  Zettels  schreibt  man  vorerst  jene  constanten 
Logarithmen  hin,  die  im  Verlaufe  der  Störungsrechnung  auftreten ;  hierbei  hat  man 
zu  beachten,  dass : 


«0    =  sin^o 
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ist.     Mit  Rücksicht  auf  die  voranstehenden  Elemente  und  Massenannahmen  (veigl. 
Tafel  XII)  der  störenden  Planeten  hat  man: 

logco"  =  4.553  556  log|  {tü^k^)  10'  =  6.851 

logco  =9-239131  log2Aio7V/?to  =  7-379  778 

log Oq  cos^Po  =  0.488  847  log  2  k  Vpq  =  0.379  77^ 

logöo  =  0-495  479  \og(w^k^)  10'  =  6.675  283 

üt  =  272^44'  38"2  log  12  =  1.079  181 

log  (m?U2)  m^  =  3.654  972     (w  =  40)  log  (—/Wo)  =  2^806  788 

log {w^k^)m^  =  3.13102  logio"*'  :  sini"  =  8.314  425 

wobei  die  Zahlen  so  angesetzt  sind,  dass  die  in  Einheiten  des  Radius  verstandenen 
Störungsgrössen  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  die  im  Bogenmaass  ange- 
setzten in  Einheiten  der  Bogensekunde  erscheinen. 

Hieran  schliesst  sich  die  Rechnung  der  Grössen: 

M^  Mo  +  /Wo^  +  ^^ 

M=E^eo"smE 
((r))  sin  F=  Oo  C0B(pQ  sin  JS 
((r))  cos  F  =  Oq  (cos^ — ^0) 

/  =  V  ^  Wq  +  Jio 

[r]  =  (ir))(i+v) 

Bei  den  zwei  der  Osculationscpoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervallen 
kann  man,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  Grössen  /!f  M^  Jto  und 
V  der  Null  gleich  setzen;  man  übergeht  dadurch  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Stöningen.  die  bei  der  grossen  Nähe  der  Osculationscpoche  wohl  stets 
unmerklich  sein  werden.  Hat  aber  die  Rechnung  bereits  die  Anfangsintervalle  über- 
schritten, so  bildet  man,  je  nachdem  die  Rechnung  der  Zeit  nach  fortschreitet  oder 
nach  rückwärts  fortgesetzt  wird,  die  Grössen  J  M  und  Jtj  mit  Benützung  der  dies- 
bezüglichen  Integraltafeln    (vergl.  pag.  68   Formel  2)  und  3))    durch  die  Formeln: 

bei  Rechnimg  nach  Vorwärts: 

Jf[x)  dx^^f[a\  [t+  J)  w)  +  1/  («  +  »tr)  +  ~  [10/'  [a^{i-\\w)  + 

+  9/"  (a+[t-i]«j)  +  8/'"  (o+[t-|]u?;  +   ...] 
und  bei  Durchführung  der  Rechnung  nach  rückwärts: 

a+[i-i|» 

jf{Adx=^f[a-^\i-\\xo)  -  I/(o+H  4-^[io/'  (a+[»+i]M»)  - 

—  9/"  (o+[«+i]«')  +8/'"  (o-f  [»  +  fjtr)  —  ...] 

Für  V  und  die  später  erforderliche  Grösse  z  hat  man  Doppelintegrale  nöthig.  Man 
bildet  also,   je  nachdem  die  Rechnung  mit  der  Zeit  vor-  oder  rückschreitet, 
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^  dmIi  vorwärts: 

/(o+ [,•+,]«,)  =/(o  +  »tr)  +/■  (o4-[»— i]«)  +f"{a+[i-i]w)  + 

4-/"'(o4-[»— llw)  +... 
nach  rückwärts: 

/{a  +  [i—i]to)  =f(a+ito)—f'  (a+[i+i]to)  +f"{a  +  [i+i]u>)  - 

-/"'  {a  +  [i+i]u>)  +  ...  , 

und  hat  damit  die  folgende  für  diese  Zwecke  genügende  Annäherung : 

a+iw 

fff(x]  dz^  =  "/  ■a+[i±  i]  w)  4-  ^/  {a+[i±  i]  u>)    . 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  geschritten  werden;  da 
das  Berliner  Jahrbuch  für  das  hier  in  Betracht  kommende  Intervall  der  Störungs- 
rechnung die  auf  pag.  158  ff.  erwähnten  erleichternden  Hilfsmittel  noch  nicht  gibt, 
so  wird  es  ani  zweckmässigsten  sein,  unmittelbar  aus  den  heliocentrischen  auf  das  fixe 
mittlere  Aequinoctium  bezogenen  Längen  {^o')  und  Breiten  [ß^')  der  störenden  Planeten 
(über  die  Ermittelung  dieser  Angaben  yergl.  pag.  82,  83,  156)  und  deren  Radien- 
vectoren,  die  nöthigen  Grössen  nach  den  Formeln  2)  und  3)  pag.  157  zu  berechnen. 
Man  hat  dann: 

q  sin  Q  =  sin  ß^ 
q  cobQ  =  cos  ßo  sin  (If/  —  Qp) 
cos  Bi  cos  Li  =  cos  ßo  cos  (Iq'  —  Q^) 
cos  J?i  sia  Li  =  q  cos  (Q  —  %q) 
svaBi=qmi(Q — i^) 

Da  aber  die  in  diesem  Paragraphen  enthaltene  Zusammenstellung  der  Formeln  bei 
der  practischen  Verwendung  als  Leitfaden  dienen  soll,  so  muss  hier  auch  die  zweite 
Formelgruppe  aufgeführt  werden,  die  auf  pag.  159  und  160  erläutert  ist,  und  die 
allenfaUs  ohne  erheblichen  Irrthum  angewendet  werden  kann,  wenn  man  genähert 
richtige  Annahmen  über  die  Bahnlage  des  störenden  Planeten  macht  und  Bq  der  Null 
gleich  setzt.     Man  hat  so  vorerst  zu  rechnen: 

sin  ^  /sin  |(Ö)  +  O')  =  sin  |  (q'  —  Q)  sin  |  (t  +  i) 
sin  \  Jcos  1(0)  +  Ö>')  =  cos I  (q' —  Q)  sin ^  (»'  —  t) 
cos  \ /sin  \{0 —  Ö>')  =  sin i  (q' —  Q]  cos  |  [f  + 1) 
cos  \  Jcos  1(0)  —  0)')  =  cos  ^  (a'—  Q)  cos  |  (1"  —  ») , 

welche  Rechnung  zu  den  Vorbereitungsrechnungen  gezählt  werden  kann. 

Ist  nun  L  die  Länge  in  der  Bahn  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium,   Bq  die 
Breite  über  der  durch  Q-    und  t   bestimmten  Bahnebene,  so  ist  zu  rechnen: 

tt'  =  L— (Q'+O)') 
cos  Bi  cos  u  =  cos  u' 

cos  Bi  sin  u  =  sin  u  cos  /  —  JSq  ^^  ^ '  ^^  ^ 
sin  Bx  =  sin  «'  sin  J  -{-  Bq  sin  i"  cos  / 
Li  =  M  -f-  0)  , 

wodurch  Bi  und  L|  bestimmt  erscheinen. 


«76     

Nun  gestaltet  sich  die  Rechnung  für  beide  Methoden  gleichmässig  in  folgender 
Weise : 

fj  =  r,  cos  Bicos  [Li  —  /) 
jj,  =  Tj  cos  Bi  sin  (Li — l) 
t,  =  Ti  sin  B^ 
Q  cos  d-  cos  0  =  f  j  —  (r) 
Q  cos  ^  sin  6  =  1^1 

Q  sin  ^  =  Cj  —  2 

17=  (u;U2)mi  lo'JTiy,  (r) 

fr,  =    (irU^jm,  lo'jr^, 
tiTj  =    (mj^A^)  mt  io'  -j  . 

Die  Werthe  (tr'A^)  i»i  lo'  sind  in  der  Tafel  XII  für  die  verschiedenen  Planeten 
aufgenommen.  Die  Rechnung  nach  den  voranstehenden  Formeln  ist  für  jeden  stö~ 
renden  Planeten  gesondert  durchsufuhren ;  bei  Beginn  der  Rechnung  wird  man  für 
die  beiden  der  Osculationsepoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervalle  wieder 
ohne  Nachtheil  z  =  o  setzen  dürfen ;  bei  der  Rechnung  der  Grössen  U,  Ä,  W^  und 
tti  wird  man  sich  auf  die  zweite  Decimale  der  siebenten  Stelle  beschranken  können 
und  dem  entsprechend  ist  die  Rechnung  für  das  folgende  Beispiel  durchgeführt. 

Bezeichnet  man  die  für  die  verschiedenen  störenden  Planeten  erhaltenen 
Werthe  von  U,  Ä,  IV^  und  tri  durch  die  entsprechenden  Indices,  so  bildet  man 
jetzt : 

V  r  =  [\  +  i\  +  r^  +  c^5  +  •  •  • 

Ist  die  Störung  in  z  schim  beträchtlich  angewachsen,  was  übrigens  erst  im  wei- 
teren Verlaufe  der  Rechnung  eintreten  wird,  und  jedenfalls  bei  den  Werthen  in  der  Nähe 
der  Osculationsepoche  nicht  in  Betracht  kommt,  so  wird  man  zur  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  höheren  Potenzen  von  z  auf  die  Störungen  noch  zu  rechnen  haben : 


J2R  =J.>U»)io7(-^).;*j 
^JIf'=|(«,U2)io-('J)-J,, 


wobei  z  näherungsweise    für   die  geforderte    Epoche    ohne   Schwierigkeit   aus  dem 
doppelt   summirten  Werthe  erhalten   wird;    in  diesen  Ausdrücken  wird   man  unbe- 


—   n7   — 

denklich  ^  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen ;  sollte  diese  Annahme,  was  wohl  kaum 

je  eintreten  wird,  nicht  genügend  genau  sein,  so  entlehne  man  mit  dem  Ar- 
gumente: 

—  JL 

aus  der  Encke* sehen/ Tafel  (Tafel  XI)  den  Werth  von/. 

Sobald  der  Werth  2*  TJ  bekannt  ist,   bildet  man  das  Integral   1 2  U  dt;  {üt 

die  Anfangsconstante  und  den  Integral  werth  gelten  die  folgenden  Formeln  (vergl. 
pag-  35): 

/(a-4ii,)  =  -^/«(a-iii.)+^/'"(«-i«')-... 

ff{x)  dx  =  lf[a  +  iw)  -  ^/'  (a  +  if€)  +  ^/"'  (a+ifo)  -  ... 

wobei  die  Funktionswerthe  aus  der  ET-Tafel  zu  entnehmen  sind,  die  in  dem  unten 
folgenden  Beispiele  mitgetheilt  ist.  Die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  hat 
keine  Schwierigkeit,  da  sofort  nach  der  Anlage  der  Rechnung  vier  Werthe  für  SU 
bekannt  sind.  Bei  der  Bildung  der  Integrale  hat  man  zu  beachten,  dass  die 
Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind  und  dass  man  die  bei  der  Rechnung  feh- 
lenden Differenz  werthe  nach  dem  Gange  der  Funktion  bestimmen  muss.  Die  An- 
nahme   für   y*"'  (a  4-  i  ^)     kann     wegen     des    verhältnissmässig    kleinen    Factors 

—  leicht  genug  überschlagsweise  gemacht  werden,  die  Berechnung  von/'  [a-^-iw] 

aber  muss  genauer  durchgeführt  werden.     Man  erhält  leicht,  wenn  man  auf  die  Be- 
deutung von  y '  [a  4-  ifi>)   zurückgeht  und  nur  auf  jene   Differenzwerthe  Rücksicht 
nimmt,  die   in   völliger  Strenge  gegeben  sind    (vergl.  pag.  67)  bei  der  Rechnung: 
nach  vorwärts : 

+  f''(a  +  [i  —  2]w)  +  ...     ] 
nach  rückwärts: 

f(a  +  iw)  =/•  (a+[i  +  \]w)  +  ![/"  (a  +  [i+i]w)  -/"•  (a  +  [i+i]w)  + 

In  dem  für  die  Summation  von  U  bestimmten  Bogen  setzt  man  nun  in  die 
entsprechende  Columne  log/ ^^c?/  und  log  /  CT  c?^,  wobei  man  sich  zu  erinnern 
bat  dass: 

OfyoUor,  BakobtttiinmiiDgeii.  II.  23 
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ist.  Sind  die  störenden  Kräfte  sehr  bedeutend,  so  wird  stets  eine  grosse  Unsicher- 
heit in  der  Berechnung  von  j  TT  dt  in  den  letsten  Stellen  übrig  bleiben ,  doch  hat 
dieses  auf  das  Resultat   keine    sehr   schädigende   Wirkung,    weil   dieses    Integral 

schliesslich  mit  dem  bei  Störungsrechnungen  stets  kleinen  Factor  ^  ^  .4  zu  mul- 
tipliciren  ist. 

Hieran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  Formeln: 

Ä  =  «  —  Ifo 


h'  = 


i-hi^A  10-7  • 


Nunmehr  hat  die  Berechnung  des  zweiten  Differentialquotienten  von  v  keine 
Schwierigkeit;  wie  derselbe  für  die  ersten  Intervalle  erlangt  wird,  ist  oben 
[pag.  151  ff.]  ausfuhrlich  auseinandergesetzt  worden;   ist  die  Rechnung  einmal  im 

Gange ,  so  geben  die  doppelt  summirten  Werthe  -j^ ,  die  aus  dem  y-Bogen  zu  ent- 
nehmen sind,  sofort: 

Sh  =  •/  {«+tir)  -  ^  /"  (a+tw)  +  ^  fii 

-^  =  ^0  —  Ä'  -Sä  , 
wobei  der  im  Allgemeinen  fast  unmerkliche  Werth  von  —  /"  [a  + 1 $9)   in  Bexug 


Nun  rechnet  man,  da  jetzty  (a  +  ^'^)  =  -j;^ bekannt  ist  genau: 


auf  y  [a-i-ito)  nach  dem  Gange  der  Funktion  zu  extrapoliren  ist. 

dfi 

wobei  jetzt  über  den  Werth  von  /"  [a  +  iw)  eine  wesentlich  genauere  Annahme  mög- 
lich ist,  da  es  sich  nunmehr  bloss  um  eine  Extrapolation  um  ein  Intervall  handelt. 

Weiter  hat  man: 


dt 


=  —  jUo  a  1^ 


wobei  a  mit  dem  Argumente  y  aus  der  Tafel  XIII  zu  entlehnen  ist;  in  dieser  Tafel 
ist  die  Constante  w  gleich  40  Tagen  bereits  in  die  Grrösse  a  mit  aufgenommen. 
Wollte  man  zur  Ermittelung  von  a  nicht  die  Tafel  benützen,  so  würde  sich  die 
Rechnung  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  am  einfachsten  in  der  Form  gestalten : 

dJM 


dt 


=  -  [^^)'^,(i  +  1-^)    • 
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Die  Summation   dieser  Werthe  nebst  derjenigen,  die  sich  späterhin  für  —rf 

ergeben^  führe  ich  auf  einem  und  demselben  Bogen  aus;  zur  Bestimmung  der  An- 
fangsconstante  für  diese  einfachen  Quadraturen  wird  man  wieder  haben: 

Man  hat  nun,  um  zur  Kenntniss  von  -^  zu  gelangen,  zu  rechnen ; 

aus  dem  z-Bogen  wird  man  erhalten : 

S^  =  "/  [a+iv>)  -  q^/"  («+»»  +  n  W^o  , 
wodurch 

wird.     Schliesslich  ist  noch: 

dJ 


dt  (r)*     smi"  J  ' 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  in  diesem  Ausdrucke  nicht  irrthümlicher  Weise  den 

m 

früher  benätzten  Werth  von  1  U'  dt  verwendet. 

*/ 

Ich  habe  nun  ausfuhrlich  die  diessbezügliche  Rechnung  für  Erato  hier  auf- 
genommen, und  es  bedarf  dieselbe  nur  einiger  erläuternder  Worte. 

Vorerst  ist  zu  beachten,  dass  die  vier  ersten  Orte  entsprechend  den  auf 
pag.  iji  ff.  gemachten  Auseinandersetzungen  durchgeführt  sind,  demnach  von  dem 
allgemeinen  Rechnungsschema  abweichen ;  sonst  ist  Alles  gleichmässig  durchgeführt. 
Die  Rechnung  ist  so  abgetheilt ,  dass  die  mit  @  überschriebenen  Bogen  wesentlich 
Grossen^  die  von  dem  Orte  des  gestörten  Planeten  in  der  Bahn  abhängig  sind^  ent- 
halten, während  auf  den  mit  3^  imd  "1^  bezeichneten  Bogen  die  Berechnung  der 
störenden  Kräfte  für  jeden  einzelnen  dieser  Planeten  aufgenommen  ist.  Ueberdies 
sind  auf  den  S|.- Bogen  die  Summirungen  der  störenden  Kräfte  und  der  von 
z^  und  z^  abhängigen  Correctionen  ausgeführt ,  welch*  letztere  Correctionen  je- 
doch für  das  vorliegende  Beispiel  innerhalb  des  behandelten  Zeitintervalles  un- 
merklich bleiben,   da  dieselben  niemals  den  Werth  0.005  ^^^  siebenten  Decimale 

erreichen. 

» 

Die  Berechnung  der  Annahmen  für  JM,  Jto,  v  imd  z  für  das  jeweilige 
nächste  Intervall,  nebst  den  Zwischenwerthen,  die  zur  Kenntniss  von  j  IT  dt  führen, 
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ist  stets  auf  einem  Nebenpapiere  ausgeführt;  ich  werde  aber,  um  die  in  obiger  Zu- 
sammenstellung enthaltenen  Formeln  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  hier  eine  solche 
Bestimmung  ausfuhrlich  durchnehmen ,  und,  um  keinen  Zweifel  übrig  zu  lassen, 
mehr  Zahlen  hinschreiben,  als  man  sonst  mitzunehmen  gezwungen  ist. 

Da  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortschreitet,  so  sind  der  obigen  Zusammen- 
Stellung  die  diesbezüglichen  Formeln  zu  entlehnen. 

Die  Rechnung  sei  etwa  bis  1872  März  11  vorgeschritten,  und  man  habe  die 
Störungswerthe  für  1872  Januar  31  zu  berechnen.  Wenn  man  also  nur  jene  Sum- 
mations-  und  Differenzwerthe  in  Betracht  zieht,  die  in  dieser  Phase  der  Rechnung 
schon  bekannt  sind,  und  die  Werthe  von  jJ  M  und  Jia  auf  Zehntheile  der  Bogen- 
sekunde,  den  Werth  von  v  auf  die  sechste  Decimale  und  jenen  von  z  auf  die  siebente 
Decimale  genau  zu  erhalten  wünscht,  so  wird  man  haben : 


fUrz/Jlf 

für  Jta 

/  («+[«-i]«') 

+  52'38"99 

—  l'n"92 

/    [a+iw) 

—     3'2i.88 

+      «3-27 

/•    («+[»+1]«') 

—        17.48 

—          O.IO 

/"   (a+[»+i]«7) 

+          4.85 

+          O.II 

/"'(a+[»  +  4H 

+          0.22 

+       0.04 

f"  [a+[i+ 2]  to) 

—         0.23 

—         O.Ol 

man  findet  also  leicht,  wenn  man  rechnet: 

y  =  ^{  lo/'  (o+[»  +  4]tP)-9/"(a+[»  +  i]tr)+8/"'(a-|-l»  +  i]«')  - 

-if'  [a  +  [i+2]w)      } 

/  («  + 1*-  i]  ^)  +  52'38"99  -  7'23"92 

—  4/(«+H  +     i'40.94  —        6.63 

y  —  8.96  —       0.08 

^Jlf  =  4-  54'ii"o     Jui'= —  7'3o''6  . 

Für  V  und  z  wird  man  nach  den  betreffenden  Summationsbogen  haben: 

»/    (a-f-[t— ijir)  +  35354  —  447.1 

/    [a  +  iw]  —       870  +     20.7 

/'  (ö+l»  +  J]«^)  —         89  +       8.4 

r'[a  +  [i+i]w)  +45  -       1.4; 

setzt  man  wieder: 

— /*"  («+[»+11»)  +  ...] 


so  wird: 


"f{a+[i—i]tD) 

X 

V 

+    35354 
—      6i 

+  1,003529 

z 

z 

—     4471 

+      0.9 

—  —  0,0000446 

womit  alle  Werthe  gegeben  sind,   deren  man  zur  Berechnung  der  störenden  Kräfte 
für  1872  Januar  31  bedarf. 

Im  Verlaufe  der  Rechnung  tritt  noch  die  Nothwendigkeit  hervor,  den  Werth 
von  I  IT  dt  für  dieses  Datum  zu  berechnen.  Auf  dem  CT- Bogen  sind  die  dies- 
bezüglichen Zahlen: 

If    {a  +  iu>)  =  4  (446445  +  4365-21)  =  +  4414-83 

/'  {o+[i+\]y>)         =  +  57.09 

f^i  [a+[i+i]to)  =  +  11.05 

flu  [a+[i+i]u>)  =  +     0.83 

/^   (a+[i+2]ic)  =  —     0.21   . 

Man  findet  also  aus  diesen  Zahlen  (vergl.  pag.  177) : 

f  (a  +  ito)   =  +  52.09. 

Für y*"' (a  +  f tc]  wird  man  schätzungsweise  +  0.95  annehmen  können;  der 
genaue  Werth  hierfür  ist,  wie  sich  später  zeigt  -|-  0.99.     Nunmehr  hat  man: 

lf(a  +  iw)       -  ^-/'  (a+iw)       +  -^  /'"(a+t'to) 

J  S  Udi    =  +  4414.83  —  4-34  +  o-o»     =  +  4410.50  7 

womit  der  für  die  weitere  Rechnung  nöthige  Integralwerth  bekannt  ist. 

Für  die  Berechnung  von  Sf^  und  S^  wird  vian  haben,  wenn  man  für/"  [a-^-iw] 
dem  Gange  der  Funktion  entsprechend  beziehungsweise  +31  und  ~  0.3  annimmt 
(die  genauen  Werthe  dieser  zweiten  Differenzen  sind  beziehungsweise  -f-  28.64  und 

—  0.22). 


Sh 

^«, 

"/(a  +  iw) 

+  35353-87 

447.15 

il^^ 

•   +    I7'7 

^^  Wo              0.04 

.io/"  («  +  »«') 

—    0.13 

0.00 

'S* 

=  +  35370.91 

Su,  —   447- >9  • 

Als  Anhang  für  die  voranstehende  Rechnung  habe  ich  für  die  Zeit  von  1860, 
Sept.  I  bis  1877  Dec.  30,  mit  Ausschluss  der  bereits  im  Beispiel  enthaltenen  Zahlen 

die   einfach  summirten  Werthe  von  —^ -  und      ..    ,   dann  die  doppelt  summirten 
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Werthe  von  j^  und  -^  mitgetheilt,  weil  diese  Werthe   bei  dem  unten  folgenden 

Beispiele  der  Ableitung  der  Erato-Elemente  nothwendig  sind. 

Schliesslich  wiU  ich  noch  erwähnen,  dass  man  als  Probe  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  den  regelnlässigen  Gang  der  Differenzen  verwerthen  kann.  Man  wird 
diese  Prüfung  durch  Differenzen  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  mehrfach  vornehmen 
können,  um  etwa  vorhandene  Fehler  sofort  zu  erkennen  und  zu  verbessern,  ehe  die- 
selben in  das  Resultat  übergehen.  Ich  prüfe  demgemäss  stets  die  Werthe  /,  log  r, 
^%  9%  ^^^  1^  ifv  dui^^  Differenzen;  ausserdem  wird  es  sich  empfehlen,  auch  die 
Differenzwerthe  von  E  zu  bilden;  man  wird  daraus  leicht  einen  sehr  nahe  richtigen 
8chlu8s  auf  die  folgende  excentrische  Anomalie  machen  können  und  dadurch  die 
Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  (vergl.  I  pag.  49)  wesentlich  erleichtem. 


Ausführliches  Beispiel 


lU 


Hanseii-^ietJ  e»^«    JWCetliode 

der 

StSrnngisrechnuBg. 
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@i 


1875 

1874 

Datum 

Febr.  »4      |      Jan.  15 

Dec.  6        1       Oct.  37       1      S«pt.  17      1        Aag.  8              Joni  99 

Mai  }. 

JM 

(vergl. 

P«g.  151 

ff.) 

—         10^8 
-h           i"8 

—            2l"l 

4-           5^2 

—         34"9 
4-         11^9 

-        5«1 

4-      if 

Mo-^IMit 

I9i**2i'42"7 

i84*'i4'26"8 

177**   7'ii"o 

«69^59'55"« 

i62*»52'39"3 

«55'*45'23"4 

148*38'  7"6 

i4i"jo'5i^ 

M 

I9i**2i'42"7 

i84**i4'26"8 

177«   7'ii"o 

i69°59'55"« 

i62°52'4i"i 

I55%5'28''6 

I48*38'i9"5i4i''ji'ij' 

B 

i«9*»4i'2i"« 

i83"36'5»"7 

177"32'43"i 

I7i«28'i9"9 

165^*23'  7"2 

I59*i6'28"3 

1530   /47"8 

I46"56'29l 

%\nE 

9,^226102 

8»79962i 

8.631742 

9.171110 

9.401947 

9.548869 

9.655108 

9-73^'^ 

cmE 

9ii99376o 

9^999136 

9^999601 

9«995«72 

9^,985716 

9«970945 

9»,9503«2 

9»9»3}fl 

Sttbtrl. 

0.070386 

0.069586 

0.069518 

0.070176 

0.071600 

0.073877 

0.077158 

o.o8i6( 

((r))  tin  V 

0^064146 

0^068722 

0,^069119 

0^065348 

o«o573«6 

01,044822 

0^027540 

o,oo49< 

9ii7i4949 

9^288468 

9.120589 

9.659957 

9.890794 

0.037716 

0. 143955 

o.i3$6: 

sin  Foder  cos  V 

9*995605 

9i,99939" 

9«9997i9 

91,996599 

9,.989939 

9»,979537 

9^,965068 

9,946oj 

((r))cotF 

01,559625 

01,564201 

0^56459« 

0,1560827 

0^552795 

0-540301 
i62^32'57"8 

0,^5230  «9 

0^004^ 

V 

188*»   8'i6"5 

183»   2'   l"6 

i77**56'23"o 

i72*»5o'i9"8 

i67°42'52"2 

«57'*«9'34"9 

'^K  ^'^I 

»0  -1-  -^« 

272'>44'38"2 

272**44'38"2 

272«44'38"2 

272»44'38"2 

272«44'27"4 

272*>44'i7"i 

272*44'  3^3 

271%J'4< 

/ 

ioo»5»'54"7 

95%6'39"« 

90*41'   1^2 

85**34'58"ö 

8o*»27'i9"6 

75^«7'«4"9 

70*    3'38"2 

64%5'M 

i-^y 

1.000041 

1.000092 

I. 000171 

1.0001 

log  (I  +  y) 

(vergl. 

P«g.   »5« 

ff.) 

0.000018 

0.000040 

0.000074 

o.oooi: 

((r)) 

■ 

0.562856 

0.560764 

0.55795«       0-554* 

(r) 

0.564020 

0.564810 

0.564879 

0.564228 

0.562874 

0.560804 

0.558025       0.5545 

{r)3 

1 . 692060  ,     1 . 694430 

1.694637 

1 . 692684 

1.688622 

1.682412 

1.674075 

I.b65b 

%[wk)  \pofü*dt 

3^86441 1  ;     3*400659 

3 -41 1549 

3.896506 

4.122474 

4.268008 

4- 3709« 3 

444?! 

{r:* 

2.256080 

2.259240 

2.259516 

2.256912 

2.251496 

2.243216 

2.232100        2. 11«! 

Hx 

—      40.58 

—       «3. «5 

4-      14.19 

+      43.61 

+       74-30 

4-    105.87 

4-       137.66   4-      161. 

Ht 

H-      57. *6 

-f       76.74 

-h      99.50 

4-    125.63 

4-     154.88 

4-    186.36 

4-    218.37  +    »4t. 

ffo 

+       16.68 

-h       62.89 

-f    «13.69 

4-    169.24 

4-     229.18 

4-    292.23 

-h    356.03  j-i-  v»> 

-r«-, 

-f     267.83 

+     306.68 

-f    349.89 

4.    396.90 

4-    446.43 

-h    495.92 

4-     54« -67 

4-    5-« 

« 

-H96210.6 

4-95687.0 

4-95641.4 

4-96072.5 

4-96975.2 

4-98371.8 

-f-100278.6 

4.I01M9 

A 

+96193.9 

4-95624.1 

-f  95527. 7 

-+-95903.3 

4-96746.0 

4-98079.6 

4-99922.6 

-fioijoi 

IO-7A 

7.985633 

7.99«578 

7.999663 

«.oc<»i 

i+Aio-U 

(vergl. 

P«g-  151 

ff.) 

0.000350 

0.000355 

0.000362 

0.000] 

.      ?* 

4-    412.60 

4-    922.51  4-  1715.69  4-  »•*" 

log  5* 

2.615529 

2.964971 

3.234438 

3.4?4^ 

A' 

7.985283 

7.991223 

7.999301 

8.oo<)i 

V  5a  =  hy 

-h         3.99 

4-       9.04 

4-       «7. «3 

-h      29. 

d^y  :  d/* 

k-     16.00 

4-       62.80 

4-    113.58 

4-    168.01 

4-    225.19 

-h    283.19 

-+-   338.90 

-f    3<- 

y 

-H     70.93 

+         9.9» 

4-      12.03  H-    128.03 

4-     4«2.29 

4-    921.76 

4-  «7«4.24 

4-  i84v 

logy 

1.8508.. 

0.9961.. 

1.0803..      2.1073.. 

2.615203 

2.964618 

3.234071 

3.4UI 

tf 

4.903««- 

4.903"-- 

4.9031..!    4.903«.. 

4.903063     4.903030 

4.902979       4.9Ci< 

log  if^if:il< 

9*5607. . 

8^,7060 . . 

8|i7902..;     9««  «72.. 

0^325054 

0^674436 

0,943836       «.»M' 

i;^3f:(f< 

-       o"364 

—      o"o5i 

—       o"o62  —       0^656 

-          2"lI4 

—       4"725 

—       8^787   -     M  ! 

M 

4-96478.4 

+95993.7 

+9599«.  3 

4-96469.4 

4-97421.6 

4-98867.7 

4-100820.3  4->o3**' 

lo-''  [ir] 

7.984430 

•    7.982243 

7.982232 

7.984390 

7.988655 

7.995054       «.003548       8.014« 

«  +  A  »0-'  M 

0.000352 

0.000358.     0.000365,     0.000 

.    Ä» 

—     76.69 

—     «52.99 

1 
—     256.01  1—     J<4 

logfi,. 

«•884739 

2^,184663 

2„40825?  ,       2,S«^ 

(t^'l 

(rergl. 

pag.  15» 

ff.) 

7.988303 

7 . 994696 

8.003183'     8.oir 

[K^5,-s[ir] 

—      0.75 

—         1.51 

—         2.58  —        J 

JTo 

—    27.38 

—       28.32 

-       28.45  -      •• 

iPs  :  dfl 

—      19.67 

—      »«.99 

—       24.02 

—      25.63 

-     26.63 

—       26.81 

—     25.87  -     «s 

to-iflUdt.nni" 

«••799"  3 

<n3353»5 

1.346177 

1.831093 

2.057021 

2.202515 

».305383 

2.3'W 

(r)« 

1. 128040 

I. 129620 

1.129758 

1.128456 

1.125748 

1.IS1608 

1.116050 

l.IC« 

if  ^M  :  dt 

-       4"689 

—       r'6o6 

4-       i"646 

-f-       5"o42 

-f-    8^536 

4-    I 2^048 

-f  «5^464 

1 

185 


(fi), 


i«74- 

1873 

-    i'ii"9 

1      M&rzi 

Jan. ao       | 

Dec.  11               Nov.  I 

S«pt.  33 

Ang.  13 

Jnli  4                Mai  35 

April  15 

f—       I  34  a 

-       i'58"7 

1 
-       2'24"3'—       2'5o"2'-       3'i5"9 

-        3'4o"7 

1 
-       4'  4"4  -       4'26"5 

-       4'47"i 

-       4»"i4-        i'  8"6-|-        r46"7 

+       2'38"6+       3'45"*i-h       5'9"2-4-       6'52"2 

+       8'55"i  +     ii'i8"i 

+     14'   i"3 

';j-3'35"9'"7"i6'2o"oiao''   9'  4"» 

113"    i'48"4io5"54'32"5,   98"47'i6"7j  91^40'  o"8 

84"32'45"o,   77"25'29"i 

70"  18' 13"  3 

i54'i4'i8"o  I27'»i7'28"6  I2o"io'so"9 

113"   4'27"oi05"58'i7"7 

98"52'25"9l  9i"46'53"o 

84*^41 '4o"i    77''36'47"2 

7o"32'i4"6 

u:  4i'?6"4i34"23'3i"o'i28"   o'36"6 

I2i"32'34"5  ii4*'58'44"6 

io8"i8'28"2 

ioi"3i'  5"7 

94*^35'57"9 

87''32'27"3'   8o"i9'59"7 

••.4316*41     9*854045 

9.896472 

9.930566 

9-957349  1 

9.97744t 

9.991165 

9.998599 

9.999600       9.993789 

'.'^»64S 1     9i|8448*7 

9^789441 

9«7i86i5 

9^625608 

9«497o99 

9n3oo335 

8^904113 

8.632517 

9.225096 

r.oK-Ri^       0.096185.     0.107765 

0.124349       0.149434       0.190925 

0.271505 

0.165055 

9.876569 

8.516469 

*  M-64-0 .     9^9410121      9„8972o6 

9^842964       9ii775042 

9„688o24 

9^571840 

9/i404i86 

9«i 15700 

7^741565 

;. 290521       0.342892       0.385319 

0.419413       0.446196 

0.466288 

0.480012 

0.487446       0.488447 

0.482636 

■4y.r-%\    9^891280       9m853137 

9.886218  j     9.920021 

9.947771 

9.969747 

9.985969 

9.996212 

9.999993 

.4-1949  1     0^36491         0^392685 

©„338443          0„270521 

o„i 83503 

©„067319       9„899665 

9,1611179 

8„ 237044 

^^  5«'  2"8  141"    7'37"o  135*^29'  9"o 

I29"4i'22"3  i23**42'55"6 

117"32'23"7 

111"   8'i8"6  104*^29'  9"4 

97^33'2  3"8 

9o"i9'3i"7 

:•:  4j'i6"3:272"43'  4"o'272*^42'39"5 

272"42'i3"9'272*'4i'48"o 

272**4l'22"3 

272^4o'57"5i272%o'33"8 

272"4o'ii"7 

272"39'5i"i 

<..  2i'29"i,  53*'5o'4i"o    48''ii'48"5 

42"23'36"2    36"24'43"6 

■ 

3o'»i3'46"o 

23"49'i6"<'   17''  9'43"2|   io"i3'35"5      2"59'22"8| 

1.000436 

1.000630 

1.000868 

1 .001149 

1.001471 

1.001826 

1.002207 

I .002603 

1 .003002 

1.003392 

.090189 

0.000273 

0.000377 

0.000499 

0.000639 

0.000792 

0.000957 

0.001129       0.001302 

0.001471 

••mOI-i'     0.545211 

0.539548 

0.533195 

0.526175 

0.518517 

0.510265 

0.501477 

0.492235 

0.482643 

:.>;D36oi     0.545484 

0.539925 

0.533694 

0.526814 

0.519309 

0.511222 

0.502606 

0.493537 

0.484114 

1.0$  1080       1.636452 

I. 619775 

1.601082 

1.580442 

1.557927 

1.533666 

1.507818 

1 .480611 

1.452342 

,.496920       4.529682 

4-545478 

4.545958 

4.532805 

4.507855 

4.473119 

4.430760 

4.382730 

4.331288 

:. 2014401     2.181936 

2.159700 

2.134776 

2.107256 

2.077236 

2.044888 

2.010424 

1.974148 

1.936456 

*    I9''.46  -f-     222.71 

-h     243.10 

4-    257.74 

+     266.41 

+     269 . 54 

+     268.06 

+     263.19 

+     256.20 

+     248 . 22 

*   2-2,53  -H     287.55 

+     »90  45 

+    280.14 

4-    257.75 

+     226.34 

-H    189.79 

+     151.87 

+     115.48 

+       82.47 

'^    469.99  -f-      510.26 

-f     533.55 

-h    537.88 

+    524.16 

+     495.88 

4-    457.85 

+     415.06 

+     371.68 

+     330.69 

-    ^^I.r5  -|-     605.86 

+     588.63 

+    .55». «o 

4-    497-63 

+     434.80 

+    369.43 

+     306.99 

+     250.98 

+     202.96 

M  r3i.2   +109353.0 

+  "3633.9 

+118631.7 

+124406.0 

4-131025.5 

+138553.2 

+147050.0 

+  156556.8 

+  167086.5 

•1  j:6i,2  -{-108842. 7 

-I-113100.4 

+  118093.8 

+123881.8 

+  130529.6 

+138095.4 ,4-146634.9  +156185. 1 

+166755.8 

•  ::2208        8.036800 

8.053465 

8.072227 

8.093007 

8.115709 

8.140179 

8.166237 

8.193639 

8. 222081 

:  :oo38i  1     0.000394 

0.000409 

0.000427 

0.000448 

0.000472 

0.000499 

0.000530  '     0.000565 

0 . 000603 

^  4j^6.52  +  6308.52  -+-  8690.71 

+11506.72 

4-14723.30  +18280.60 

+22094.63 

+26061.34 

+30061.37 

+  33964.40 

:'i4ci3^      3.7999*7      3-939055 

4.060951 

4.168005      4.261990 

4.344287 

4.415997 

4.478009 

4.531024 

■  -:iW       8.036406       8.053056 

8.071800 

8.092559      8.115237!    8.139680 

8.165707 

8.193074 

8.221478 

r    4^.9214-      68-60 -|-      98.20 

4-     135-75 

+    182.21  +    238.36  +    304.77 

+     381.68 

+     468 . 90 

-h     565.59 

1-    414.0-  +     441.66  -h     435-35 

4-    402.13 

4-    341-95  4-    257.52 

4-    153.08 

• 

-f       33.38 

-—       97.22 

—     234.90 

'    ry^l."!     -|-    6302.81 

4-  8682.56 

+11495-39 

+14708.10  +18260.74 

+22069 .  24 

+26029.54 

+30022.30 

+33917.26 

'»''>^-56       3-799535 

3.938648 

4.060524 

4.167557      4.261519 

4.343788 

4.415466 

4.477444 

4.530420 

.  ,'-zHo^       4*902679       4.902525 

4.902342 

4.902133      4.901902 

4.901654 

4.901397 

4.901138 

4.900884 

'.>*'*349        1 1.509002        1^647961 

»«769654 

i„876478 

I „970209 

2„052230 

2^123651 

2„1 85370 

2^238092 

'2*354    -.      3*"a85  —     44"459 

—     58"837 

—  i' 15^245 

—  i'33"370 

—  i'52"779 

—  2'l  2^938 

-  2'33"239 

—  2'53"oi8 

-»'*>532.9 

+  109958.9 

+114222.5 

+  119182.8 

+124903.6  +131460.3 

+138922.6 

4-147357.0 

+156807.8 

+167289.5 

'  72^668 

8.041231 

8.057751 

8.076213 

8.096575 1     8.118795 

8.142773 

8.168371 

8.195368 

8.223469 

-*':c3«5j     0.000398'     0.000413 

0.000431  '     0.000452 

0.000475       0.000503 

0.000533 

0.000567 

0.000605 

:;'.I5   —      709-3»   —     «96.17 

—   1091.44 

—  1288.12 

—  1478.94 

—  1656.77 

—    1814.96 

—  1947.53. 

—  2049.08 

-  ^-096       2^850836       a«95a39o 

3„o38ooo 

3«"09957 

3»i6995i 

3„2 19262 

3«258867 

3„289484 

3«3ii5S9 

'    :62«3       8.040833       8.057338 

8.075782 

8.096123 

8.118320 

8.142270 

8.167838 

8.194801 

8.222864 

;.7i  —         7-79 1—       »0.23 

—       13.00 

—       16.07  ' —       »9.42 

—     22.99 

—       26.71 

—       30.50 

34.23 

2^^6l  —       22.57 

—      18.69 

—       14.40 

—       10.16 

—         6.38 

—      3.29 

—         1.00 

-f         0.55 

4-        1.49 

i'*.90  —       14-78 

—       8.46 

—         1.40 

-f         5.91 

4-      13.04 

+     19.70 

-H      25.71 

-h       31-05 

4-      35.72 

'MI  330      2.464073 

2.479860 

2.480340 

2.467195 

2.442259 

2.407542 

2.365143 

2.317195 

2,265773 

•    1 00*22          1.090968 

1.079850 

1.067388 

1.053628 

1.038618 

I .022444 

1.005212 

0.987074 

0.968228 

'     21-410 

+     23"6io 

+       25"! 19 

+     25"879 

+     25"9"6 

1 

+     25"33o 

+       24"272 

+       22"905 

+     2i"386 

1 
1 

+     19"840 

t.'  (t«r,  Baknbtf>9UiBnnDg«ii.  II. 
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©3 

»«73 

1872 

Datum 

•  «^ 

M &rc  6              Jan.  95 

Der.  x6        I        Not.  6 

Sept.  97             Ang.  t8               Juli  9                Mai  w 

J» 

-       S'  6"a 

—       5'23"8 

-       5'4o"3'-       5'55"7 

—       6'io"2 

-         6'24"2 

—       6'37"6—     6'50'1 

JM 

-h     17'  J"7 

+       20'23"9 

+     23'59"3'4.     27'47"2  4-     3i'43''9i+     35'45"2' 

+     39'46"3+    aU^" 

-Vü  -f  ^o< 

63"io's7"S 

56"  3'4i"7 

48"56'25"8    4i"49'io"o    34*^41 '54"ii    27*^34' 38"3l 

20"27'22"5      I3"20'  b*1 

M 

63**a8'  i"2 

56^24'  5"6 

49"2o'25"i 

42"i6'57"2    35*»i3'38"o'    28°io'2  3"5 

21"  7'  8"8    14"  iW 

E 

7*"S8'  S"3 

65"26'22"0 

57«44'37"i 

49°52'53"3    4i"5i'28"8l    33^41'  3"9    25**22'4o"7    i6"5?'4?1 

sin  E 

9.980522 

9.958814 

9.927200 

9.883499!      9.824312 

9-743994       9-632040      9.4b^ci 

cosE 

9.466724 

9.618733 

9.727304 

9.809136.      9.872040!      9.920179       9.955928      9.9806« 

Subtrl. 

9.838129 

0.145083 

9.829331 

9.863828       9.884876!      9.898491 

9.907434    9.9n>« 

CO»  E —  «ö 

9.077260 

9-384214 

9-556635.    9.672964*    9.756916J    9.818670'    9.863362    9*srs 

Cr))  sin  r 

0.469369 

0.447661 

0.416047 

0.372346,      0.313159'      0.232841       0.120887      9-9>3^^ 

sin  Foder  coh  V 

9.99^533 

9.984675 

9.962752 

9.928334       9-877749;      9.886356       9-937379      9  9'^^' 

l(r))coR  r 

9-5731739       9-879693 

0.052114 

0.1684431      0.252395 

0.314149      0.358841      0.3X421 

r 

82^46'  9"6 

74^52'  5"6 

66"36'27"4 

57"58'54"3l   48"59'42"9 

39V  3"5     30**  2'  4"8    20"  8'sk' 

ft»0~f-  '^(O' 

272"39'32"o 

272«39'i4"4 

272"38'57"9  272*»38'42"5i272"38'28"o|272"38'i4''o,272'*38'  o"6  i7»'*rV' 

/ 

35S"2S'4I"6 

347^3  i'2o"o 

339"i5'25"3 

33o"37'36"8  32i"38'io"9'3i2"i8'i/'5!  302V  5^4  292  4M;' 

1                      .                      1                      .         — ^ 

i-^y 

1.003758 

1.004086 

1.004363 

1 
1 . 004  5  74       1 . 004709. 

1 

1.004755          1.004705         I.OO+NS 

log  (I  -f  y] 

0.001629 

0.001771 

0.001891 

0.001982 

0.002040 

0.002060 

0.002038       O.OOIM'I 

((r)) 

0.472836 

0.462986 

0.453295 

0.444012 

0.435410 

0.427793 

0.421462'     0.41h*: 

(r) 

0.474465 

0.464757 

0.455186 

0.445994 

0.437450 

0.429853 

0.423500 1     o.4"»*>* 

(r)3 

«•4*3395 

1.394271 

1.365558 

1.337982 

1.312350     1.289559 

1.270500       i.J$^") 

a>^)  V/»u/'^rft 

4.278455 

4.226226 

4.176583 

4.131399 

4.092343 

4.060763 

4.037499      4.02-*^ 

(r}< 

1.897860 

1.859028 

1.820744 

1.783976 

1 . 749800 

1.71941^ 

1.694000       1.6-i"^ 

//| 

4-    240.21  -I-    232.92 

4-    226.90 

+     222.55 

+       220.06    +       219.46    +       220.55    -h      122.1^ 

^^2 

-h       53-76  4-       29.63 

+      10.01 

—         5.37—       16.91,—       24.88' —       29.68—      5«  •> 

J^ü 

+     293-97;+     262.55 

+    236.91 

+     217.18 

+       203.15 

+    «94.58  4-    190.87  +    »<J>^ 

-ilT, 

-h     163.13,4-     130.85 

+    105.08  -|-      84.71 

+          68.74 

1                          "^ 

4-       56.22,4-       46.45  +      3<' 

S 

4-178602.8 

+190990.5 

-+-204044.5 

4-217421.0 

+230638.9 

-{-243066.1 

+253970.6  4-262;'4. 

h 

4-178308.8 

4-190728.0 

+203807.6 

-f  21 7203. 8 

+  230435.8 

+242871.5 

+253779-7  4-»^i»*-- 

IO-7A 

8.251173 

8.280414 

8.309220 

8.336868 

8.362550 

8.385377 

8.404456,     8.4i>'* 

»  -Hi^t  io-"A 

0.000645 

0.000689 

0.000737 

0.000785 

0.000833 

0.000878 

0.000918       0.0^>W 

,      ^^ 

4-37632.87,4-40925.73 

+43702.27 

1 

+45827.04  +47175.89 

1 
+47643.33    +47150.97   44?<•^<- 

l"K  Ä* 

4.575567 

4.611991 

4.640504 

4.661121       4.673720 

4.678002 

4.673491        4.^'-J' 

Ä' 

8.250528'     8.279725 

8.308483 

8.336083       8.361717 

8.3844991      8.403538        8  41-vJ 

A'Ä/k  =  ÄK 

4-    670.03  4-    779.33 

+    889.17 

+     993.58:+   1085.02 

+  1154.78  +  1194.0?  +  n^«- 

<f^*'  :  </f- 

—    376.06  —    516.78 

1 

—    652.26 

—     776.40' —     881.87 

—    960.20 

—  1003.20  —  \tc\^ 

— J 

y 

4-37577.03 

+40860.77 

+43628.17 

+45744.24 

4-47085.47 

.4-47547.08 

4-47051.46  +45^>'' 

log  y 

4.574922 

4.611306 

4.639767 

4.660336 

4.672887          4.677124 

4.672573       4.*»<''^ 

0 

4.900647 

4.900434 

4.900255 

4.900118 

4.900031  ;    4.900001 

4.900034       4  «^  ' 

logi/^.V:r/< 

2^282357 

2^318528 

2*3468 10 

2*367242 

2*379706 

2*383913 

2*379395        *.»"'* 

dJM .  dt 

—  3'ii"583 

—  3'28"223 

—  3'42"234 

— 3'S2"939 

—  3'59"72i 

42     054 

—  3'59"549  -3  5"  • 

\to\ 

• 
+  178765.9  4-191121.3 

+204149.6 

1 
4-217505.7  +230707.6 

4-243122.3 

1 
+254017.0  4-16201: 

IG" 7  [ir] 

8.252285,     8.281309 

8 . 309948 

8.337470 

8.363062 

8.385825 

8.404863        8.4t^i 

1    -f  ,»,  IO-7  ^,|,] 

0.000647 ,     0.000691 

0.000739 

0.000787 

0.000834 

1 

0.000879 

0.0009181     o.ocH 

Sw 

—  2114.95'—  2141.13 

—  2124.36  —  2062.30 

—  1953-70 

1798.60 

—  1598.72  —  i>r. 

log  ÄV 

3ii3253oo       3*330643 

31.327228        3i,3H352 

3*290858 

3*254935 

3^203772      3.1  ;i- 

In.'] 

8.251638       8.280618 

8.309209.     8.336683 

8.362228 

8.384946 

8.403945       «.4«M 

[trl5^=s(,r] 

—       37.75  —      40.86 

—       43.29—       44-77 

—       44.99 

—               43.64 

—     40.52  —     ;< 

H'o 

+         1.97  +         2.10 

+         2.01   +          1.79 

+         1.50 

+                      I.I5 

+       0.80  +       • 1 

</*s  :  J/2 

+       39.72  +      42.96 

+       45-30  +       46.56 

+       46.49 

+       44.79  1+       41.32   -1-       V' 

\ -^ 

IO-7yv    jr^^.  ,i„,rr 

2.212958 

2.160746 

2.111117 

1                                              ' 
2.065944       2.026896       1.995323       1.972063       i.<i%*f 

(r)2 

0.948930 

0.929514 

0.910372 

0.891988         0.874900        0.859706.      0.847000        O.KtM 

*/-/w  :  dt 

+     i8"367 

+     I7"03i 

+      IS"876 

+     14"926 

• 

+     >4"i90 

+     I3"665 

1 

+     I3"33-  +     '»  '1 

187 


®4 

1872 

Jan.  31 

Nov.  12 

1 

1871 

Ji;-r^1  xf                Min  XI 

Deo.  aa 

Oct.3 

Aug.  24 

Juli  15 

Juni  5 

-    -'AI-       7'i7"a 

-       7'3o"6 

~       7'44"o 

—       7'57"8 

—       8'ii"7 

-       8'25"9 

—       8'4o"i 

-       8«54"5 

^  4-'28"7    +     5o'59"6 

4-     54'ii"o 

4-     56'58"4 

-h     59'i8"6 

4-1°  1'  9"© 

4- 1°  2'27"8 

4-1*  3'i4"3 

4-  1°  3'28"4 

V'u'so"«    359°  5'34"9 

35i"58'i9"i 

344^51'  3"2 

337**43'47"4 

33o*»36'3i"6 

323«29'i5"7 

3i6»2i'59"9 

309'»i4'44"o 

•■  o'i9"5  ;  3S9"S6'34"5 

352°52'3o"i 

345V  i"6 

338*43'  6"o 

33i°37'4o"6 

324*3 1'43"5 

3i7"25'i4"2 

3io"i8'i2"4 

«'ig'V'g'  359**55'5i"4 

35i**23'i2"6 

342«52"27"6 

334''25'45"5 

326*»  4'59''6 

3i7"5i'42"6 

309«47'  4"! 

301^5  i'5o"2 

■4,168120 1       7^081076 

9«! 75403 

9»469039 

91.635106 

9^746625 

9„82667i 

9,1885620 

9^929063 

^^99>i39 

0.000000 

9.995074 

9,980304 

9.955232 

9.918999 

9.870128 

9.806113 

9.722555 

(/. 916273  I       9-917278 

9.916237 

9.913030 

9.907269 

9.898180 

9.884294 

9.862709 

9.827026 

■<. 911512  1       9.917278 

9.911311 

9893334 

9.862501 

9.817179 

9.754422 

9.668822 

9549581 

<i.6?6967        7«569923 

9,^664250 

9„957886 

P»i*3953 

o«235472 

0^315518 

o„374467 

0^17910 

V. 993241  '       0.000000 

9.993007 

9.972033 

9.936388 

9.884666 

9^879825 

9n9 30076 

9n964i33 

c. 406991         0.412757 

0.406790 

0.388813 

0.357980 

0.312658 

0.249901 

0.164301 

0.045060 

i:'  4'58"2    359''S5"  3"» 

349«44'44"i 

339*»39'29"i 

329'»44'25"2 

320«  3'53"7 

3io*>4ri6"7 

3oi°38'52"8 

292*^58'    o"2 

:-2'r'34"2  1  272**37'2i"o 

272*^37'  7"6 

272*»36'54"2 

272*»36'4o"4 

272«36'26"5 

272^36' 12"3 

272*35'58"i 

272*35'43"7 

:il2''42'32''4    a72°32'24"8 

262^2  r5i"7 

252°i6'23"3 

242*^21'  5"6 

2  32^40' 20"» 

22  3®17'29"o 

2i4«i4'5o"9 

205°33'43.9 

1.004306         1. 003961 

1.003529 

1.003024 

I .002459 

1.001854 

I. 001 226 

1 . 000590 

0.999963 

o.-xjiaöö      0.001717 

0.001530 

0.001 311 

0  001066 

0.000804 

0.000532 

-  0.000256 

9.999984 

:. 413-50'       0.412757 

0.413783 

0.416780 

0.421592 

0.427992 

0.435693 

0.444391 

0.453777 

0.415616'       0.414474 

0.415313 

0.418091  '       0.422658 

0.428796 

0.436225 

0.444647 

0.453761 

i.  246848 

1.243422 

1.245939 

1.254273 

1.267974 

1.286388 

1.308675 

1.333941 

1.361283 

4.016333 

4.017238 

4.024346 

4.036346 

4.051958 

4.070037 

4.089628 

4.109959 

4.130453 

1.662464 

1.657896 

I. 661252 

1.672364 

1.690632 

1.715184 

1.744900 

1.778588 

1.815044 

*    225.88 !  4-     228.74 

4-    230.72 

4"    231.20 

4-    229.79 

4-    226.39 

4-     221.17 

4-    214.47 

4-    206.73 

-      51.15     —        28.68 

—     24.64 

—     19.56 

13.85 

7.93 

—        2.09 

-h        3.49 

+       8.65 

~    '94-73     -h     200.06 

•h     206.08 

4-    211.64 

+     *15.94 

-f-    218.46 

4-     219.08 

4-    217.96 

-f    215.38 

1 

•^       32. 80'    4-          28.12 

4-      24.43 

-H     ai.55 

-h       19.28 

-h      17.50 

4-      16.12 

-f      1505 

-h      14.23 

*:^8i«5.3  '   4-270309.4 

4-268747.5 

4.263639.4 

4-255451.8 

-^-244847. 2 

4-232598.9 

4-219453.2 

4-206062 . 9 

'•'■V90.6,  4-270109.3 

4-268541.2 

4-263427.8 

+255235.9 

4-244628 . 7 

4-232379.8 

4-219235.2 

-f-205847.5 

"  428120         8.431540 

8.429011 

8.420661 

8.406942 

8.388508 

8.366199 

8.340910 

8.313546 

-.000969'       0.000977 

L                                   ■ 

0.000971 

0.000952 

0.000923 

0.000885 

0.000840 

0.000792 

0.000744 

-4J156.79     4-39698.72 

4-35370.91 

4-30301.45 

4-24647.00 

4-18580.64 

4.12278.97 

4-  59". 38 

—    367.72 

i. 635049         4.598777 

4.548646 

4,481463 

4.391764 

4.269061 

4.089162 

3.771689 

2*565517 

«  427151          8.430563 

8.428040 

8.419709 

8.406019 

8.387623 

8.365359 

8.340118 

8.312802 

-  1153.98    4-  1069.89    4-    947.73 

4-    796.47 

4-    627.74 

■f    45361 

4-    284.79 

4-    129.36 

7.56 

-    9?9.25     —     869.83     —     74". 65 

—    584.83 

—    411.80 

235.15 

—     65.71 

4-      88.60 

-f    222.94 

-.^60.63     4-39609.56 

4-35291.94 

4-30235.07 

4-24594.69 

-hl 8542. 84 

-f-12255.21 

4-  5900.60 

—    367.08 

«•^34080         4.597800 

4.547675 

4.480511 

4.390841 

4.268176        4.088321 

3.770896 

2*564761 

i  «00292  '       4.900515 

4.900796 

4.901124 

4.901490 

4.901884        4.902292 

4.902705 

4.903114 

-  541160          2^305103 

^»255259 

2„ 188423 

2„099ii9 

1^976848         i„79740i 

1^80389 

0.274663 

-  I'30''36i  ]  —  3'2i"885 

—  2'59"994 

—  2'34"320 

-2'  5^637 

—  i'34"8o9     —1'  2"7i9 

—     3o"227 

-H      r'882 

1 
-:».«2i8.i     4-270337.5'   4-268771.9 

4-263660.9 

4-255471.1 

4-244864.7 

4-232615.0 

4.219468.2 

4-206077.1 

*  428488  ,        8.431906,       8.429384 

8.421046 

8.407342 

8.388926         8.366637 

8.341371 

8.314030 

-  :oo97o         0.000977         0.000971 

0.000953         0.000923 

1 

0.000885 

0.000841       0.000793 

1 

0.000745 

-t:»o.3i'—      774.08     —     447.19 

—     108.83 '   4-     231.60 

4-    565.07    4-    883.42 

-H  "79.73 

4-  1448.46 

'353^8          1„888786         2^650492 

»»036749 1       2.364739 

2.752102 

2.946167 

3.071783 

3.160906 

•  ^2-518         8.430929         8.428413 

8.420093         8.406419 

8.388041 

8.365796 

8.340578 

8.313285 

-      18.91     —        20-88 

—       11.99 

—         2.86 

-h         5.90 

4-      13.81 

4-     20.51 

4-      25.84 

4-     29.80 

3.11   '    0.22 

—         0.52 

—         0.80 

—         1.06 

—       1.30 

—       1.54 

—        1.75 

—       1.95 

-    2902    4-      20.66    4-      11.47 

4-         2.06 

—         6.96 

—      15.11 

—     22.05 

—      27.59 

—     31.75 

«450902       1.951806 

I. 958913 

1.970911 

1.986520 

2.004595 

2.024182 

2.044509 

2 . 064998 

'  <;i232       0.828948 

0.830626 

0.836182 

0.845316 

0.857592 

0.872450 

0.889294       0.907522    1 

-    '3"i73 

4-     13"» 70 

4-     13"437 

4-     13"637 

4-      I3"842 

4-     i4"o28 

1 

< 

-+-    14"  182 

+     14"296, 

1 

-h     I4'37« 

24 


188 


Datum 


V — ^0 
sin  i  V— ^) 

CO«  t%' 
CÜ8  {Xo'—i^u/ 


1875 


Febr.  34 


-h  i"i6'a4''o 
202°47'52"5 

77*"  S'ia"8 
9.98887s 
9.999893 
9. 349**5 


Jan.  15 

4-l"l7'l6"7 
I99V3»"6 

74**  3'52"9 
9.982982 

9.999890 

9.438625 


1874 


Dec.  6 


Oct.  27 


Sept.  17 


Auf;.  8 


Jnni  39 


Mii 


+  I*'I7'S6"4 
I96"45'i9"i 

71*»  2'39"4 
9-975786 
9  999888 
9.511666 


>". 


-h  i'*i8'»3"i 

193"44'  9"o 
68"i'29"3 

9.967241 
9.999887 
9.573110 


-fi*»i8'36"8 

I90°42'59"i 

65<»  o'i9"4 

9.957*94 

9.999886 

9.625861 


-h  i"i8'37"5 

i87"4i'46"3 

6i°59'  6"6 

9-945875 
9-999886 

9.671821 


4.i*»i8'25"o 

i84"40'*7"3 

58"57'47"6 

9.932898 

9.999887 
9.712303 


55"56'I9'! 
9.9iMi6( 

9.-4x2« 


«n  ß^i^ 
sin  Q  oder  coh  Q 

coB  fiii  sin  (V—^u 


Q 


8.346784 
9.999887 
9.988768 

1**18'22"9 

-o»54' 


i"o 


8.3S>747 
9.999881 
9.982872 

l**20'2l"9 
-0^52'  2"o 


8.355449 
9.999875 1 
9.975674 
I*»22'24"4  . 

-o"49'59"5  ; 


8.3579»« 
9.999869 
9.967128 

l"24'3i"4 
■o"47'5»"5 


8.359185 
9.999862 
9.957180 
i''26'44"o 

o"45'39"9 


8.359249 
9.999854 
9.945761 
i"29'  3"4 
o"43'»o"5 


8.358097 
9.999846 

9.93*785 
i'*3r3o"8 

•0  40  53  1 


8  jss-it 

9  uu'i^y 

9.yixi.l 
Tu'  <'i 


sin  {Q— i'o) 
cos  {Q— lo) 


8^196236 
9.988881 
9.999946 


8«! 7999« 
9.982991 

9.999950 


8^162608 

9-975799 
9-999954 


8^143820 , 

9-967259! 
9.999958 


8,1123297 
9-957318 
9 • 999962 


8^100620 
9-945907 
9  -  999965 


8^075280 
9. 93*939 
9.999969 


9.()iX'iii 


COS  Bt  Hin  1*1 
sin  Li  oder  cos  Li 
cos  Bi  cos  Li 
Li 


9.988827 
9.988878 
9.349118 
77°S'i8"9 


9.982941 
9.982987 

9-4385*5 

74«4',"5 


9.975753 
9-975794 
9.5««554 
7i"2'5i"o 


9.967217 
9.967254 
9.572997 
68*'r43"8 


9.957280 
9.957312 
9.625747 
65"o'37"5 


9  945872 

9-945899 

9.671707 

6i"59'28"4 


9.932908  ,  9.9iH2»t, 

9.932930  I  9.91x53; 

9.712190  !  9.-4'«>'i 

58'*58'i3"4  55"«^>i 


cos  Bi 

f'i 
sin  Bi 


9.999949  9.999954 
0.736575  I  0.736732 
8^185117      8^162982 


9-999959 
0.736828 

8«! 3 8407 


9  999963 
0.736862 

8„iiio79 


9.999968 

0.736835 
8„o8o6i5 


9.999973 

0.736747 
8,^046527 


9.999978  1      9  V    '♦* 

0.73659?! 
8„oo82i9        '„^^ 


0.-5^;*! 


;"ii 


Li—l 

cos  (L|— /) 
ri  cos  Bi 

sin  (Z»|— /) 


336"i2'a4"2  338''i/2i"7 

9.961425  9.968046 

0.736524  0.736686 

9«6o5777  9^568107 


34o"2r49"8 
9.973980 
0.736787 
9>,526399 


342"26'45"8  ! 

9.979290 
0.736825 

9,i479437 


344"33'i7"9  346"4*'«3"S 
9.984026;  9.988200 
0.736803  I  0.736720 
9/i425394       9«36l702 


348*'34'3S"2 
9.991813 

0.73657s 
9^284102 


ir) 
Subtract. 


0.697949 
0.564020 

9-557774 


0.704732 
0.564810 

9-579939 


0.710767 

0.564879 
9.601221 


0.716115 
0.564228 
9.621890 


0.720829 
0.562874 
9.642117 


0.724920 
0.560804 
9 . 662006 


0.728388 
0.558025  I 
9.681553 


Subtmct. 


8^921692 , 

o  I 


8^899714 


8^875235       8,847941 


sin  fy  oder  cos  H 

Q  COS  9- 
COH  1^ 

Q  sin  9- 


Ä„ 8 17450 
4i|89-.». 
9 . 999949 


0.121794 

9^.932875  I 
0^342301  I 
o . 409426 ; 
9.999770 
8,921692  ; 


0.144749 
9,,9i5o85 

On304793 
0.389708 

9.999773 
8„899714 


o. 166100 
9,892647 
0,263186 

0.370539 
9.999778 

8,875235 


0.186118  ' 
9,864034 
0,216262  I 
0.352228  I 
9.999787 
8,847941  ' 


0.204991 
9.869829 

0,162197 
0.335162 
9 . 999800 

8,817399 


8,783274  , 

5h18S--. 
9.999891  I 


8,744816 
5,4082.. 
9.999800 


8^-ci2l 


0.222810 
9.902891 

0,098422 ' 
0.319919! 

9.999817' 
8,783165 


0.239578 
9.932446 
0,020677 

0.307132 
9.999837 
8,744616 


o.j;-*i4 


Subtrocl. 
K 


9.590344 
8.771032 

7.790275 
9.952051 

8.723083  j 


9.610065 
8.830195 
7.789804 

9.958507 
8.788702 


9-629239 
8.887717 
7-789516 
9.963900 
8.851617 


9.647559 
8.942677, 

7.789414, 

9-9683591 
8.911036! 


9.664638 
8.993914 
7.789495 
9.971991 
8-965905 


9.679898 
9.039694 

7-789759 
9.974860 

9.014554 


9.692705 
9.078115 
7.790209 
9.977021 
9.055136 


^1 :  y. 

'ii  >) 

ir 

R 


0.1339291     0.139922 

2.3780551     2.443674 

0,906321   0,869603 

—  1924. 76  I —  2057.20 

4-  325.08:4-  383.35 


0.145888 
2. 506589 
0,828065 
—  2160.99 

-H    449-24 


0.151887 

2.566008 

0,780490 

—  2220.74 

-h     522.27 


T 


0.157955'     0.164116'     0.1703631     C.l 

2.620877    2.669526    2.710108 
0^725071    0,659226    0,578702 
2217.93  2131.83  I—  1944, 

-f.  600,94 '-h  681.78  |-h  759 


•      m        * 


19-94 

4-  266.69 


—   22.05 
4-  305 ■ 61 


—   24.09 
-h  348.89 


—   »5.94 
4-  395-96 


-f 


27.43 
445.54 


-f 


28.37 

495.07 


—   28.51  — 

-f.   540.  Hb  > 


:-• 


J  2  \V 


189 


^■. 


t 

1  rl  >o 

-1V20" 
r«'r'l9". 

^i^•4'59" 

4  9oi83< 

v*99«9< 
.  -«035: 

1874 

1873 

M&rxi 

Jan.  90 

4-l"l5'24"6 
I72"33'n"4 

46"5o'3i"7 
9.863008 

9.999896 

9.835063 

Dee.  II               Nov.  t 

Sept.  32      1       Ang.  13                JdU  4       |        Mai  25               April  15       1 

--hi"i6'29"o 

2  175^*35 '»4"* 
;   49"5*'44"5 
?     9.883483 
)     9.999892 
'     9.809158 

4-1«  14'  7"o 

i69«3o'37"4 
43"47'57"7 
9.840191 

9 . 999899 
9.858398 

4-i*'i2'36"6 
i66"27'39"3 

40"44'59"6 
9.814752 

9.999903 
9.8794*1 

4-l°lo'53"6 
i63''24'i4"2 

37"4i'34"5 
9.786346 

9.999908 
9.898341 

4-1'*   8'58"4 
160"  20' 1 9"  1 

34"37'39"4 
9.75453* 
9.999913 
9.9153*7 

4-1"   6'5o"8 
I57"i5'5i"6 

3i"33'ii"9 
9.718744 
9.999918 

9.930518 

4-1°  4'3i"* 
i54«io'48"3 
28*^28'  8"6 
9.678231 

9 . 9999*4 
9.944026 

4-1°  2'  o"o 
151«   5'  7"i 

25'»22'27"4 

9.631981 

9.999929 
9.955942 

•  ;<ii2i       8. 347257 

«(/^s'^i"'    9.999816 

.'.01-29      9«83375 
i;^'-"!       i"4o'  o"5 
:h'j6"8  -o^»32'23"4 

8.341121 
9.999804 
9.862904 

i''43'*i"7 

— 0^29'    2"2 

8.333608 
9.999790 
9 . 840090 
i°47'  4"o 
— o«25'i9"9 

8 . 324690 

9.999773 

9  814655 
i"5i'i2"8 

-0'»2l'll"l 

8.314301 

9.999753 
9.786254 

i"55'55"2 
o"i6'28"7 

8.302378 

9.9997*9 

9.754445 

2°    l'20"8 

— o"ii'  3"i 

8**88778 
9.999700 
9.718662 

2"    7'42"o 
-0"   4'4i"9 

8.*73395 
9.999663 

9.678155 
2**i5'i7"8 

o'>  2'53"9 

8.256094 

9,999615 

9.631910 

2"24'36"7 

0"l2'l2"8 

VJ^94|     7«974i3i 
•^'?oi902      9883559 
..  (,999-'-      9*999981 

7„9»6668 
9.863100 

9.999985 

7,867386 
9.840300 
9.999988 

7«78975* 
9.814882 

9.999992 

7,680637 
9.786501 

9.999995 

7n507i53 
9.754716 

9.999998 

7«i 35670 
9.718962 
0.000000 

6.925875 

9.67849* 
0.000000 

7-550559 
9.632295 

9.999997 

'.Qci8?9|     9.883540 
^  .01894       9-883552 
i  •«024-       9.809050 

^j^Nif:    49"  5  3'*  3"  1 

9  863085 
9.863093 

9  834959 
46"5i'i4"5 

9.840288 

9.858303 

9.858297 

43''48'44"5 

9.814874 

9.8793*7 

9- 8793*4 

40%5'50"9 

9.786496 

9.898250 

9.898249 

37"4*'3o"o 

9754714 
9.915240 

9.915*40 

34'^38'39"i 

9.718962 

9.930436 

9.930436 

3i''34'i5"5 

9.678492 

9  943949 

9  943950 

28**29'i5"7 

9.632292 

9.955871 
9-955871 

*5"*3'37"6 

<  ^K)98>  1     9.999988 

-">6«ul   0.735780 

*.  .1^196       7^857690 

9.999992 

0.735387 
7^789768 

9-999994 

0-734934 
7,707686 

9.999997 
0.734427 
7,604634 

9  999999 
0.733864 

7,467138 

0 . 000000  1     0 . 000000 
0.733*46       0.73*574 
7^*61869^     6,85463* 

0.000000 

0-731849 
6.604367 

0 . 000000 

0.731074 
7.182854 

l*;'.l'44"6  356"   a'4a"i 
.'^•i,-3      9.998964 

-•J^8       0.735768 

•..49*)88|      8^838676 

358'*39'26"o 
9.999881 

0.735379 
8,369842 

i°25'  8"3!     4°2i'  7"3 
9.999867       9.998746 
0.7349*8"     0.734424 
8.393806  1     8.880151 

7"28'44"o 
9 . 996290 
0.733863 
9.114480 

io"49'*3"o 
9.992205 
0.733*46 
9.*7364i 

I4^*4'3*"3 
9.986120 

0.73*574 
9.3959*3 

i8°i5'4o"2 

9.977558 

0.731849 
9.496028 

22"24'l4"8 

9.965916 

0.73IP74 
9.581080 

"•n3?i.   0.73473* 

.  NsOjSo      0.545484 
«M9349       9.737303 

0.735260 

0.5399*5 
9.754317 

0.734795 

0.533694 
9.770054 

0.733170 
0.526814 
9.784089 

0.730153 
0.519309 

9.795855 

0.7*5451 
0.511222 

9  804603 

0.718694 
0.502606 
9.809362 

0.709407 

0-493537 
9.808805 

0 . 696990 
0.484114 
9.801121 

«^n309      8,593470 
•rjoo..       5,8506.. 
*>  V*9r9      9-999*14 

8„5*5i55 
5«95i8.. 

9  998839 

8,442620 
6,0374.. 
9.998288 

8,339061 
6,1096. . 

9  997431 

8,201002 
6„i697.. 
9.995940 

7«995ii5 
6,218796 
9.992669 

7^587*06 
6,258398 
9979138 

7.336*16 
6,288920 

0.037*99 

7.913928 
6,310906 
0.010700 

^2tK^-09|       0.282787 
*'.-'92         9-991837 

v.-'s-H6       91,574444 
•2,191-       0.290950 

•  ■<4',w-     9.999913 

V':'*8H        8,592684 

0.294242 
9.999092 
9,105221 
0.295150 
9.999938 
8«5*3994 

0.303748 
9  999033 

9.128734 

0.304715 

9.999959 
8,440908 

0.310903 
9.991381 

9614575 
0.319522 

9.999977 
8^33649* 

0 . 3 I 5 I 64 
9.976069 

9.848343 
0.339095 
9.999989 

8,196942 

0.315825 

9.953104 
0.006887 
0.362721 
9.999996 
7^987784 

0.31 1968 

9-9**393 
0.128497 

0-389575 
0.000000 

7«566344  , 

0.302342 
9.883541 ' 

0.227877 ; 

0.418801 

0.000000 

7.373515 

0.285235 
9.862528 

0.31*154 
0.449626 

9.999998 

7.924628 

s  --•9'»o 
s  125910 

•  M661 

•9306 

*  r.3216 

9.708963 
9.126889 
7.792660 

9.979402 
9.106291 

9.704788 

9.114364 

7.793839 
9.978726 

9.093090 

9.695244 
9.085732 

7.795198 
9.977164 
9.062896 

9.680455 
9.041365 

7.796719 

9.974543 
9.015908 

9.660894 
8.982682 
7.798408 
9.970615 
8.953297 

9.637275       9.610425 
8.911825       8.831275 
7.800262  ,     7.802278 

9.9650391     9.957348 
8.876864 <     8.788623 

9.581199 

8.743597 

7.804453 

9.9469*3 
8.690520 

9-550372 
8.651116 

7.806778 
9.93*9*6 
8.584042 

^  «<2V9i 
c  :;».I46 

ii*2.6l 
".I.Ol 

0.189248 

2.761263 

0,119928 

—     760 . 66 

-h     892 .  30 

0.195335 
2.748062 

9,645145 

—     247 . 29 

4-    877.80 

0.201101 

2.717868 

9.662428 

4-     *40.05 

4-     829.79 

0.206356 

2.670880 

0.141389 

4-    649.04 

4-    753.76 

0.210844 

2.608269 

0.367652 

4-    946 . 06 

+    659.35 

0.214229 
2.531836 
0.518109 

4-  1121.88 

4-    557.27 

0. 216088 

2.443595 
0.631103 

4-  1187.68 
4-    456.75 

0.215870 

*. 34549* 
0.721414 

4-  1166.56 

4-    364.** 

0.212876 

2.239014 

0.796268 

4-   1084.63 

4-     *83.07 

—       22.63 
4-    605.15 

—      18.76 

4-    587.94 

—       14.47 
-h     550.43 

—      10.23 
4-    496.98 

6.45 
4-    434.16 

-       3.36 
4-    368.80 

—       1.07 
4-    306.37 

4-       0.48 
4-    »50.36 

4-        1.4* 

4-     202 . 34 

*'4.28  4-     893.41 

•'^1.-5  -h     605.86 

:?.6i  .—        22.57 

4-    879.08 
4-    588.63 
—      18.69 

4-    831.24 
+-     551.10 
—      14.40 

4-    755.38 
4.    497.63 
—      10.16 

4-    661.14 
4-    434.80 
—        6.38 

-H     559-** 
-h     369.43 
—         3*9 

4-    458.86 

4-    306.99 
—        1.00 

4-    366.46 
4-    *5o.98 
4-        0.55 

4-     *85.43 
4-     202.96 

-f         1.49 

^3" 

—          709 

895 

—        1090 

—        1287 

—        1478 

—         1655 

—        1813 

—        1945 

—         2046 

0 

0 
4-    287.55 

0 
4-    290.45 

0 
4-    280.14 

0 

4-     257-75 

0 
4-    226.34 

0 
4-    189.79 

0 
4-     151.87 

0 
4-     115.48 

0 

4-      82.47 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

• 

0 

190 


%'. 


Datum 

V 

sin  ;v— ^^) 

cos  3  o' 
cos  ;Ao— Pa- 

1873 

1872 

März  6 

_ 

147"S8'45"3 
22" 16'  s"6 

9.578574 
9.999935 

9966339: 

1 

Jan.  35 

-ho"56'a3"4 

I44"5r4o''o 

19"  9'  o"3 

9.515932 

9.99994» 

9.975277 

D«c.  16 

-+-o"53'i8"8 

i4i°43'48"6 

16*^    i'  8"9 

9.440844 

9.99994« 
9.982800 

Nov.  6 

-f.o°5o'  3"6 
138^35'  8"5 

12°52'28"8 

9- 347952 

9-99^954 
9.988942 

Sept.  97 

4-o'^46'38"4 
135"25'37"6 

9"42'57"9 
9.227285 

9.999960 

9.993726 

Aag.  18 

4-o%3'  3"8 
I32"i5'i3"8 

6«3»'34"i 
9.056697 
9  999966 
9  997162 

Jali  9        , 

4-o"39'2o"l 
129"    3'54"8 
3"2i.'i5"i 
8.767218 
9.999972 
9  999255 

Mai   >•' 

4.o''35'.i«"c 

I25"5i'3«"' 
0"    t's^'z 
7.41-165 
9.9qgg-- 
9.99<,«,«-, 

«in  ^V 

sin  Q  oder  cos  Q 

cos  ßo  sin  1 V— i^ül 

Q 

8.236686 
9.999551 ' 

9.578509 

2"36'22"2. 

o''23's8"3, 

8.214909 
9.999457 

9.515874 
2"5i'46"2 

o"39'""3 

8.190545 

9.999315 
9.440792 

3°  13'  o"4 
I«  o'36"5 

8.163201 

9.999075 
9.347906 
3"44'2i"8 

i°3t'57"9 

8.132471 
9.998601 
9.227245 

4''35'47"o 

2**23'23"l 

8.097822 

9.997391 
9.056663 

6"i6'26"2 
4"  4'  2"3 

8.058495 
9.991849 

8.767190 

II«   3'56"7 

8'' 51 '3  2^8 

8.013^3«« 
9.9»4b4f#«* 
7   41-1.*: 

7^*'4-'i5" 
73"  34  V/. 

sin  (Q— lo) 

cos  (Q-Jb 

7.843421 

9.578958 
9.999989 

8.058900 
9.516417 
9.999972 

8.246236 

9.441477 
9.999932 

8.427297 
9.348831 
9.999844 

8.620104 
9.228644 
9.999622 

8.850819 
9.059272 
9.998905 

9187536 
8.775341 
9  994788 

9.98191- 
8. 02-040 

9.45ii''^ 

cos  B|  sin  Xj 

sin  L\  oder  cos  Ai 

cos  B\  cos  Xi 

9.578947 
9.966276 
9.966274 

22"i7'i8"7 

9.516389 
9.975221 

9.975219 
i9"io'i6"2 

9.441409 

9.982753 

9.982748 

16"    2'26"7 

9.348675 

9.988904 

9.988896 

12"  5  3 '48"! 

9.228266 
9.993696 
9.993686 

9°44'i8"6 

9.058177 
9.997142 
9.997128 

6"33'55"6 

8.770129 

9.999245 
9.999227 

3"22'36"9 

7.4^>»;h 

9 .  9<#<»  i^A 
9.99«^»*-> 

cos  ^1 

r\ 
NJn  //j 

9.999998 

0.730250 

7.422379 

9.999998 
0.729380 
7.575317 

9.999995 
0.728465 

7.687713 

9.999992 

0.727507 
7.776128 

9.999990 
0.726509 
7.848748 

9.999986 

0.725473 
7.910091 

9.999982 
0.724406 

7.962877 

9.9(«i«<4*l 
0.-235=1 
8.0089%' 

cos  (Li — /) 
r\  cos  2/| 

»in  (Li — 0 

26"5i'37"i 
9.950419 
0.730248 
9.654962 

3i''38'56"2 
9.930072 
0.729378 
9.719922 

36" 47'   i"4 

9903579 
0. 728460 

9.777279 

42"i6'ir'3 
9. 869224 
0.727499 
9.827771 

'  48^   6'  7"7 

9.824650 

■     0.726499 

,     9.871770 

54°  15' 38"! 
9.766487 
0.725459 

9.909386 

6o»42'3i"5 
9.689530 

0.724388 

9.940588 

67"  23 '34" 

9-SK4*-^ 
0.  "•232SI 

q.9f>Ni-1 

(r) 
Subtract. 

0.680667 

0.474465 
9.783682 

0.659450 
0.464757 

9.752543 

0.632039 
0.455186 
9.701252 

0.596723 
0.445994 
9.617955 

0.551149 
0.437450 
9.476061 

0.491946 
0.429853 
9.186677 

0.413918 
0.423500 

8.348455 

o.jeX-N 
o.4i«^>*' 
9.4624^1 

VI 

s 
Subtract. 

8.152629 

6„  324694 
0.006407 

8.304697 
6«3 30008 

0  004579 

8.416178 
6^326541 
0.003519 

8.503635 

6„3i3656 
0.002795 

8.575257 
6„29oo35 
0.002246 

8.635564 
6^254064 
0.001800 

8.6872B3 
6^202761 
0.001421 

8.  •32i»> 
6, 1  3 1  »>  1 

0.001:4 

flin  ^  oder  cos  f^ 
»71 

Q  cos  1^ 

cos  & 
Q  sin  i!^ 

0.258147 
9.903852 
0.385210 
0  481358 

9.999995 
8. 159036 

0.217300 

9.935872 

0.449300 
0.513428 

9  999992 
8.309276 

0.156438 
9.960378 

0.505739 
0.545361 
9.999988 
8.419697 

0.063949 
9.978500 
0.555270 
0.576770 
9.999984 
8.506430 

9.913511 

9.990919 
0.598269 

0.607350 

9.999981 

8.577503 

9.616530 
9.998013 
0.634845 
0.636832 

9.999978 
8.637364 

8„762373 
9  999966 
0 . 664976 
0.665010 
9.999976 
8.688704 

9»*-^;i 

0.t>HM  ^t, 

o.t>t*i  -a 

9. <«<•««  »^ 
8.->;3^^ 

e-3 

Subtract. 

9.518637 

8.5559"> 
7.809250 

9.914237 
8.470148 

9.486564 

8.459692 
7.811860 
9.889306 
8.348998 

9.454627 
8.363881 

7.814605 

9.855938 
8.219819 

9.423214 
8.269642 

7.817479 
9.810870 

8.080512 

9.392631 

8.177893 

7.820473 
0.106293 
7.926766 

9.363146 
8.089438 

7.823581 
9.926552 

7.750133 

9.334966 
8.004898 
7.826782 
9.705015 

7.551797 

9.  Jr^«2-i 

9.  5*"'  n 

Ci  :  (r) 
'wk)''m\  ig''  iL 

0.206202 
2.125120 
0.859675 

4-    965.59 

+     *>4.45 

0.194693 
2.003970 

0.914057 
-h     827.99 

-|-     158.00 

0.176853 

1. 874791 
0.960925 

4-    685.04 
H-    112.63 

0.150729 

1.735484 
1.001264 

H-    545.44 
-h       76.95 

0.113699 
1.581738 

1.035719 
4-    414.44 
4-      49.59 

0.062093 

1.405105 

1 .064698 

4-    294.99 

4-      29.32 

9.990418 
I. 186769 
1 .088476 

4-     188.47 
4-      15.04 

9.XI"*4J 
0.  Ä"!'.] 
1  .  IC  ^Z\ 

4-                 **N         ' 

tr, 

-f.          1.90 

H-    162.51 

H-        2.04 
-+-     130.22 

4-        1.95 
-f-     104.44 

4-         1-73 
-H      84.06 

4-        1.44 
4-      68.06 

4-        1.10 
4-      55.51 

4-        o.?^ 
4-      45.70 

4-          .-    < 
4-       5>   \ 

2  Ä 

2  fr, 

2  ir, 

+    216.89 
-H    163,13 

-f        1.97 

-H    160.48 
-+-    130.85 
4-        2.10 

-h     11509 
+     105.08 

4-      2.01 

4-      79.34 
4-      84.71 
4-        1.79 

4-      51.83 
4-      68.74 
4-        1.50 

4-       3« -34 

4-      56.2a 
4-        1.15 

4-      16.77 
4-      46.45 
4-       0.80 

4-        ^^    \ 

-r-         c" 

«3 

—        2112 

—        2138 

—      2121 

—        2059 

—        1950 

—        1795 

—       1595 

—          ,- 

s«:  (r)5 

-y2Ä 

2  Ä       2"  fr, 

-h             0 
-h      5376 

0 
+      29.63 

0 
-h     10.01 

0 
—        5.37 

0 
—      16.91 

0 
—      24.88 

0 
—      29.68 

—          31    ( 

r»  :  (r:& 
^2' FT, 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

191 


%. 


1872 

1871 

Aptüio           Min  II                Jan.  31 

Dee.  33 

Not.  13 

Oct.3 

Aug.  34                Juli  IS 

Janis 

ro"3i'2r"8 

I22"38'23"2 

55b"5S'43''5 
8,:28984 

9.999982 

q  999376 

-|-o'*27'2o"5 
119^24'  6"7 
353**4i'27"o 

9*04097 X 
9.999986 

9.997361 

-|-o''23'  6"7 

116*»  8'48"o 

350^26'  8"3 

9^20514 

9  999990 
9.993920 

-|-o"i8'46"7 

112"52'25"3 

347"  9'45"6 
9.346712 

9.999993 
9 . 989007 

4-o**i4'2i"8 

I09°34'57"4 

343^52' 17"7 

9.443719 
9.999996 

9.982562 

+0«  9'52"5 
io6"i6'23"o 

340**33'43"3 
9.5**165 
9.999998 
9.974513 

-1-0"  5'i9"6 
I02"56'4i"4 

337^14'  i"7 
9.587679 
9 . 999999 
9.964774 

4-0"  o'44"i 

99"35'5i"5 
333"53'ii"8 

9.643599 
0 . 000000 

9.953*40 

-0«  3'53"i 
96"i3'53"4 

33o"3i'i3"7 
9^692064 
0.000000 
9.939784 

•.961525 

9,993-53 
^^•28966 

ro'i«'2i"i 

7 . 900546 

9^998866 

9.040957 

I75^i'37"6 

173"59'«3"7 

7.827554 

9n999645 
9^220504 

177V58"6 

I75«28'34"7 

7.737381 
9.999869 

9.346705 

I78«35'a9"9 
176^23'  6"o 

7.620980 

9.999951 

9.443715 

179^  8'17"9 
1 76^55 '54"o 

7.458263 

9.999984 

9.5**163 

i79"3o'i9"6 

I77°i7'55"7 

7.190181 

9.999996 
9.587678 

I79"46'i4"i 
i77"33'5o"2 

6.330014 
0^,000000 

9.643599 
1 79^58'!  9"8 

I77"45'55"9 

7.053117 

^.999999 

9.692064 

180"  7'53"7 

177'55'*9"8 

«  "3S2I3 

^,990^64 

,'      9  043502 
1       9.042091 

9«99733> 

8.896919 
9.220859 
9„998645 

8.799697 
9.346836 

9.999135 

8.728572 
9.443764 
9.999377 

8.673273 
9.522179 
9.999518 

8.628434 
9.587682 
9.999607 

8.590942 

9.643599 
9.999670 

8.558813 
9.692065 

9.999715 

V»5777 

'J.999384 
«^.999358 

)>^  54   3 

9«o394a» 
9.997380 

9.997347 
353"4»'46"5 

9„219504 

9.993948 
9.993910 

35o"27'26"o 

9.345971 
9.989043 

9 . 989000 
3470,,',"i 

9.443141 
9.982605 

9.982558 
343"53'3o"4 

9.5*1697 

9.974564 

9-974511 
34o'*34'5*"8 

9.587*89 
9.96483* 

9.964773 

337°i5y'6 

9.643*69 

9.953304 
9.953240 

333"54'i3"9 

9^691780 

9.939854 

9.939784 

33o°32'ii"4 

(,  999974 
^.•22180 
*  049^-38 

9.999967 
0.721028 
8.085593 

9.999962 
0.719851 
8.117778 

9.999957 
0.718657 

8.146533 

9.999953 
0.717448 
8.172336 

9 . 999947 
0.716231 

8.19545* 

9.999941         9.999936 
0.715006*'       0.713777 
8.216116I       8.234541 

9.999930 

0.71*551 
8.250878 

•ii4'3l''9 

<*  433884 
c. -22154 

S  983364 

8i"io'2i"7 
9.185986 
0.7*0995 
9.994826 

88"  5'34"3 
8.522179 
0.719813 

9.999759 

94^54'37"8 

8«93»47i 
0.718614 

9.998403 

ioi"32'24"8 

9.301151 

0.717401 

9.991131 

io7"54'32"6 

9.487855 
0.716178 

9.978429 

ii3"57'38"6 
9„6o8644 

0.714947 
9.960862 

I  i9"39'23"o 
9.6944*7 

0.713713 
9.939024 

I24"58'27"5 

9.758313 
0.712481 

9.913501 

:  1^6038 
:  4«s6i6 

N. 912718 

9.906981 

0.414474 
9.838334 

9.241992 

0.4153M 
9.969838 

9.651085 
0.418091 
0.068556 

0.018552 
0.422658 

0.144375 

0.204033 
0.428796 

0.203030 

0.3*3591 
0.436225 

0.248354 

01,408140 
0.444647 
0.283160 

0.470794 
0.453761 
0.292597  . 

*  -'I7l8 

V32619 
^  ooo''9i 

8.806621 

5^887617 
0.000523 

8.837629 

5»649335 
0.000281 

8.865190 
5.037426 
0.000064 

8.889784 
5.363612 
9.999871 

8.911683 

5.751*79 
9.999699 

8.931122 

5.945469 
9.999551 

8.948318 
6.070776 

9.9994*4 

8.963429 
6.160168 
9.999316 

:,^8r^6  '        0^252808 
•♦. 988^3 1           9.975668 
■.ro5?l8j       0.715821 
-  -i6'8r         0.740153 
^  999972          9.999970 
-— 2509j        8.807144 

0^385151 
9.957825 
0.719572 

0.761747 
9.999969 

8.837910 

0^486647 

9.935454 
0.717017 

0.781563 

9.999968 

8.865254 

0.567033 
9.908907 
0-708532 

0.799625 
9.999967 
8.889655 

0^6318261       0^684579 
9.878615  ,       9^853826 
0.694607         0.675809 
0.815992         0.830753 
9.999966         9.999965 
8.911382         8.930673 

0.7*7807         0^763391 

9.88379*  1       9.907497 
0.652737;       0.625982 

0.844015,       0.855894 

9.999965         9.999964 

8.94774*1       8.962745 

<i. 283185          9.259817 

•U9>55'        7.779451 
'«1334601        7.836916 

*  r697j         9.150667 

'•  4104  33         6^930118 

9.238222 
7.714666 

7.840447 
9.526238 
7„ 240904 

9.218405 

7.655*15 
7.844029 

9.736071 
7„39i*86 

9.200342 
7.601026 
7.847656 
9.883398 

!      7.484424 

9.183974'       9.169212 

7.5519**!        7  507636 

7.851307          7.85498* 
9.996704          0.088165 

7^548626          7.595801 

9.155950 

7.467850 
7.858669 
0.164158 
7,1632008 

9.144070 

7.43**10 
7.862347 

9.798362 
7. 660709 

'.  -40422 
'  c»>^405 

t.l2llj4 

0.64 

9.492507 

0«  5 «5090 
1. 130295 

—  5«-93 

—  1.20 

8.826679 
0.895876 
1.134885 

—  107.34 

—  0.53 

9«* 3 »994 

1.046258 

1.135108 

—     151-83 

4-         1.90 

9.595894 

1.139396 

1.131190 

—    186.46 

-H       5.44 

9.775*37 
1,203598 

1.123403 
—     212.32 

-h        9.5* 

9.887366 

i«*50773 
I. II 2034 

—     230.57 

4-      13.74 

9.963493 
11,286980 

1.097384 
—     *4*.3i 
4-      17.80 

0.017033 
1.3*5681 

1.079743 
—     248.56 

4-      21.51 

-►       0.0-     —          0.25 
*      3»  9>      +        »7.19 

—          0.54 

-H      23.42 

—         0.82 
+       20.43 

—        1.07 
+      18.03 

—        1.30 
4-       16.10 

—       1.5* 

4-      14.54 

—        1.72 
4-      13*7 

—        1.90 
4-      12.22 

r       1,651 

*      32.80 

O.II 

—  0.56 
-f-        28.12 

—  0.22 

—  0.21 

4-      24.43 

—  0.52 

-H         »•99 
-h       21.55 
—        0.80 

-h        5.43 
+       19.18 
—        1.06 

-h         9-57 

4-      17.50 

—         1.30 

4-      14.03 
4-      16.12 

—          I.S4 

4-      18.54 
4-      15.05 

—        1.75 

4-      22.88 

4-      14. *3 
—        1.95 

1078 

—             77» 

446 

—           109 

4-         231 

4-         564 

'   4-           882 

4-        1177 

4-        1446 

0 
-      3». «5 

0 
_        28.68 

0 
—      24.64 

0 
—       19.56 

0 
—      13.85 

0 
7.93 

0 
—         2.09 

0 
4-        3.49 

4-        8.65 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Datum 

V— Qu 

CO»  .V 
cos  iV  — öü) 

Febr.  34 

-   l"  2'23" 

31 7*^1 5'  3" 
i9i«32'23" 

9i,3oin 
9.99993 
9»  99"  3 

'75 

1874 

Mai  7' 

-  o'Ui'M 

3oft-3?'33 

l8l'\'2^3 
8^-012' 

9.9<*v/ 

Jan. 15 

o"59'26" 

316**  o'27" 

.   190"!  747" 

9„25222 

9-99993 
9«99»95 

Der.  6 

o"56'27" 

314^5'S9" 
189"  3'i9" 

9«  19697 
9.99994 
9»994S5 

Od.  '.7        '      S^pt.  17 

—  o"53'27"  -  o"5o'25" 

3i3"3i'39"     3i2^7'26" 

i87"48'S9"'  i86'*34'46" 

9«! 3 354  !      9„059ii 

9.99995         9.99995 

9«99595          9«997t3 

1       Aug.  8              Jani  79 

0V23"'        0^44' 19" 
311«  3'2i",   309"49'23" 
:   185^20 '41";   184"  6'43" 
8*96917  '       8^85555 
9.99996  1      9.99996 

9*99811          9*99888 

1 

sin  ,V 
»in  Q  oder  cos  Q 

cos.V  sin'V— ^ü; 
Q 

8^25877 

9„99822 

9^30106 

i8s"ii'  2" 

i82"58'38" 

8«i3773 
91,99798 

9ii2S2i5 
i85"3i'3r' 

183"! 9'  7" 

8«2i537         8„i9i66 
9m99765   !       9«997i8 

9»! 969«  ;    9» 13349 

i85"57'24"'   i86"3r2i" 
183^45'  o"j   i84"i8'57" 

8„i6628         8^13934 

9«99647          9«9953o 
91,05906  ,       8^96913 
'   i87"i7'4o"     1 88*^25'  4" 

185"  5' 16",   i86"i2'4o" 

1 

8„ii028  1      «„o-m' 

9*99309         9«^i*> 
8„8555i         8,-ci2; 

i9o"ii'32"     I93"2»,';i 

187*^59'   8",   i9i"t4J^ 

»in  (Q— 1*0) 
9 

COR  \Q—ti)) 

««71549 
9.30284 

9»  99941 

8„76259 
9.25417 
9»999»7 

1 

8^81560 
9.19926 
9«99907 

8„87653 
9.13631 
9n99877 

8*94783 
9.06259 

9*99828 

9*03420 

8.97383 

9*99744 

1 

9^14278   !      9,2K99 
8.86242          8. -13!) 

9*99577         9.^<i«^' 

1 

cos  ^1  sin  Xi 
sin  L\  oder  cos  Xi 

CO»  2?|  CÜH  Xi 

X. 

91.30225 

9«99>o9 
9^99106 

I9i"34'i4" 

9«25344 

9,.9929i 
9^99288 

i9o"i9'35" 

9«i9833 
9«99452 

91.99449 
189"  5'  4" 

9,,i35o8  [      9«o6o87 

9«99592          9«997ii 

9«9959o  !      9m997o8 

187^50  41"     i86"36'24" 

8„97i27  1       8^85819  .      K-ut 

9*99809         9*99887         %^<i«** 

9*99807           9*99884          Vn'^'*^ 

i85'*22'i5"|   184"  8'i4"     i82'<4M 

C08  Bi 
mn  ^1 

9.99997         9.99997 
0.99500  i      0.99537 
8„oi«33  j      «„01676 

9 . 99997 
0.99573 
8^01486 

9.99998 
0 .  99608 
8,^01284 

9-99997         9.99998         9.99997  '      «)  «»«.^^^ 

0.99642    '        0.99676    1        0.99708            0.Q0-4J 

8„oio42         8„oo8o3  '      8^00520        8^c^»2 

cos  ,X|  —  /, 

n  cos  1^1 

»in  {Jj\  —  i 

90^41 '19" 

«»07984 
0.99497 
9.99997 

94"32'55'' 
8^89930 
0.99534 
9.99863 

98^24'  3" 
9^16464 
0.99570 

9.99532 

102^15 '43" 
9*32712 
0.99606 
9.98998 

106"  9'  4" 

,      9*44431 
,      0.99639 

1      9-98251 

110"  5'  0" 

9*53578 

0.99674 
9.97276 

114"  4'36"     ii»»'  ^U 

9.61062       <,,'>•  ;^ 

0.99705            O.Q<*'il 
9.96047            O.^M 

Subtract. 

1 

9«074«t   ;       9««9464 
0.56402    !       0.56481 

0.01386          0.08412 

0^16034 
0.56488 
0.14425 

o„3i3i8  ;      0^44070 
0.56423         0.56287 
0.19702  1      0.24423 

0^,53252   1      ©„60767         0  »^-if 
0.56080         0.55802        o.;u. 

0.28712             0.27691             0.!4*- 

Subtract. 

9»oi333 
0 

9«oi2i3 
0 

9«oio59 
0 

9«oo892 
0 

9*00684 

4*89... 

9.99997 

9*00479 
5*185.. 
9.99993 

9.00228 
5*4082. 
9.99989 

VW'*-' 

sin  ^  oder  co»  H 

Kt 

^  CO»  «> 

COR  ^ 

(1  »in  1*^ 

o„577«8 
9.97031 
0.99494 
1.02463 
9.99998 

9«oi333 

0^64893 

9.95966 

0.99397 

1.0343« 
9.99998 

9,iO»»»3 

©,,70913         o„76i25         0^80710 
9.94758         9.93401         9.91882 
0.99102         0.98604         0.97890 
1.04344         1.05203         1.06008 
9.99998         9.99998         9  99998 
9«oio59         9«oo892         9^,00681 

0^84792  !      0^88458        c.t*r' 

9.90188               9.88291              <>    X*)!' 

0.96950           0.95752          O.M4** 
1.06762               1. 07461              !.?'•« 
9.99998     1         9.99998             O.ti.-. 

9„oo472  '      9«oo2i-r     ^    '.,x:4 

ri    3 

Subtract. 

A' 

8.9753s 
6.92605 

7.01500 

9.35659 
6^28264 

8.96567 
6.89701 
7.01389 
9.48970 
6^3867 I 

8.95654  '      8.94795         8.93990  1      8.93236 
6.86962         6.84385         6.81970  1      6.79708 
7.01281         7.01176  ,      7.01074  ,      7.00972 
9.59169         9.67395         9.74236         9.80051 
6„46i3i          6^51780         6^56206  .      6„59759 

8.9253-            «    .I'* 
6.77611            ♦»•'♦■* 

7.00876        vr-i 

9.85042      M.*«*;* 

6.62653          b.«'^^ 

ffr//-  Mit  io7  Ä" 

*/!  (r 

8^51079 
9,^1366 
1.55896 
-        9.39  ' 

-f-           O.Ol 

9m3»9«3 

9«5«773 

1.55878 

—      11.93 

-h       0.07 

91.59546         9«75895 

9«59233         9^64882 

1.55590  ,      1.55027 

—      14.0-    —      15.82 

-H        0.15    H-        0.26 

9*87783 
9*69308 

I. 54177 

—     17.17  ! 
+      0.37  1 

9„97i72  '    0.04965 :    <?^"*^ 

9„7286l    '       Q^-^S^S?         <*r*H 

1.53030           1.51554   '       l.4*1# 

—       18.15   .—      18.-?   '-       ><  • 

H-      0.50   -H       0.64    -i'      '  * 

1                            ^ 

-f        0.03 

+       1  14 

t 

4-       0.03 
+        1.07 

4-,       0.04 

4*       1.00 

-h        0.05 

-H      0.94 

-h       0.05 
-h       0.89 

+      0.05 
-h       0.85  1 

1 

-h      0.06 

-H       o.8i 

+    "1 

193 


'  0^  9 

1874 

1873 

Min  I 

Jan.  30 

Dec.  11 

Nov.  I 

Sept.  33 
,       o"22'3i" 

Aug.  13 
—   0°19'22" 

1       Juli  4 

Mai  25 

April  15 
-  0"  9'54" 

"  —  0^35'   3" 

—  o"3i'56" 

—  o"28'48" 

—  o*»25'4o" 

,—  0"i6'i3" 

t-  o"i3'  3" 

js-'2i'48 

"    306"  g'io" 

;   304*'54'3«" 

303"4i'i2" 

302"27'53" 

i   30i^4'39" 

300"    1*30" 

298"48'27" 

297^35 '29" 

,  296"22'36" 

imV  8 

'    i«o"25'3o" 

1   I79""'58" 

177"58'3*" 

I76«45'i3" 

I75"3i'59" 

I74''i8'50" 

173"  5 '47" 

i7i"52'49" 

i7o"39'56" 

»,459«8 

7„87026 

i      8.145*5 

8 . 54809 

8.75305 

1      8.89145 

8.99598 

9.07990 

9.14997 

1      9.21004 

«*•  99997 

9.99998 

9. 99998 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

0 . 00000 

0.00000 

0.00000 

^,999«» 

1     9»99999 

9»99996 

9*99973 

9,99930 

9,99868 

9,99786 

9*99684 

9,99562 

9*99421 

«,04^21 

8^00841 

7*96796 

7,92311 

7,87309 

7,81623 

7,75078 

7,67369 

7,57934 

7,45936 

•♦,^•000 

9«90776 

9.92051 

9.98812 

9.99626 

9.99847 

9 -999 30 

9.99967 

9.99984 

9.99993 

M>9«S 

7.87014 

8.14523 

8 . 54807 

8.75304 

8.89144 

8.99597 

9.07990 

9.14997 

9.21004 

«1   3'  g' 

'    «33"57'5a" 

326«22'54" 

346«39'3o" 

352*»29'22" 

355^11 '34" 

356"44'44" 

357^45'  9" 

358"27'38" 

358«58'58" 

''"^'joV 

'1  23i°45'a8" 

324°io'3o" 

344"27'  6" 

35o"i6'58" 

352»59'io" 

354"32'2o" 

355"32'45" 

356"i5'i4" 

356V34" 

^?09" 

9««9509 

9n76739 

9,42822 

9,22733 

9,08675 

8,97850 

r 

8^89021 

8,81515 

8,75003 

<.4«98S 

8.10065 

8.22472 

8.55995 

8.75678 

8 . 89297 

8.99667 

9.08023 

9.15013 

9.21011 

t  i}-6o7 

,      9»79i68 

9.90892 

9.98381 

9.99372 

9.99674 

9.99802 

9.99869 

9.99907 

9.99931 

■.-i')59» 

7h89»53 

8.13364 

8.54376 

8.75050 

8.88971 

8.99469 

9.07892 

9.14920 

9.20942 

<«,'*998i 

9«99999 

9„99996 

91.99973 

,      9,99931 

9«998|i9 

9n99787 

9,99685 

9,99564 

9*99423 

^^•9 

'      9»99997 

91.99994 

9n9997i 

9«99929 

9,99867 

9n99785 

9,99684 

9,99562 

9,99421 

lll  40'32'' 

i8o'»26'so" 

1 

I79"i3'i4" 

I77^9'44" 

176V21" 

1 

175^33'  3" 

I74"i9'50" 

1   173"  6'43" 

17 1^3 '39" 

170V43" 

'•.99998 

9.99SI98 

9.99998 

9.99998 

9 . 99998 

9.99998 

9  99998 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

'  V^-'O 

0.99800 

0.99829 

0.99857 

0.99884 

0.99909 

0.99934 

0.99958 

0.99981 

1 .00003 

\(<^- 

;      7«99574 

7„992" 

7,98817 

7,98411 

7,9797a 

7,97517 

7,97044 

7,96528 

7,96014 

&:  iV  5" 

126^36'  9" 

131"   l'26" 

135^36'  8" 

I40**2r37" 

145**19'17" 

150^30' 34" 

155"57'  0" 

161V'  4" 

i67°4i'2o" 

••.•2H04 

9«77S44 

9»8i7i5 

9«8540i 

9n88653 

9n9i5o6 

9*i93973 

91.96056  : 

9*97738  1 

9*98990 

»  ^g-b8 

0.99798 

0.99827 

0.99855 

0.99882 

0.99907 

0.99932 

0.99957 

0.99979  ! 

l.OOOOI 

«•  '12691 

9.90460 

9.87762 

9.84487 

9.80479 

1 

9.75509 

9.69221 

9.61016 

9.49766  1 

9.32883 

V"-i 

0|*77J4a 

o„8i542 

0,85256 

0,88535 

0,91413 

0,93905 

0,96013 

0,97717 

0*98991 

•  H056 

0.54548 

0.53992 

0.53369 

0.52681 

0.51931 

0.51122 

0.50261 

0.49354 

0.48411 

0.22214 

0.20185  1 

0.18477 

0.17023 

0.15775 

0.14702 

0.13780 

0. 12992 

0.12332 

0.11794 

*.Vf6': 

««99374 

8^99040 

8,98674 

8,98295 

8,97881 

8,97451 

8,97002 

8,96509 

8*96017 

vr-o. 

5^8506. 

5n95i8. 

6,0374. 

6„i096. 

6,1697. 

6„2i88o 

6,25840 

6^28892 

6,31091 

H  Yfy-" 

9.99969 

9.99960 

9.99951 

9.99942 

9.99933 

9.99924 

9.99916 

9 . 99908 

9.99902 

s,a-«6 

o»975*7 

i„oooi9 

1,02279 

I1.04310 

i«o6ii5 

1,07685 

1*09005 

1,10049 

1,10785 

*.^8i 

9,88280 

9^90286 

9n921I5 

•91.93776 

9n95272 

91.96599 

9,97744 

9*98689 

9,99407 

«92459 

0.90258 

0.87589 

0.84342 

0.80361 

0.75416 

0.69153 

0,60973 

0.49745 

0.32884 

«  :<-05 

1.09247  ! 

«09733 

1.10164 

1.10534 

I . 10843 

I. 11086 

1.11261 

1.11360 

1.11378 

9v>999 

9.99999 

9 . 99999 

9.99999 

9.99999 

9,99999 

9.99999 

9.99999 

9 . 99999 

9 . 99999 

«,V.*>54 

8|.99J43 

8„99000 

8,98625 

8,98237 

8,97814 

8,97375 

8,96918 

8,96417 

8*95919 

1«I294    , 

8.90752 

8.90266 

8.89835 

8 . 89465 

8.89156 

8.88913 

8.88738 

8.88639 

8.88621 

*  'ini 

6.72256  ' 

6.70798 

6.69505» 

6.68395 

6.67468 

6.66739 

6.66214 

6.65917 

6.65863 

•»690 

7.00600 

7.00513 

7 . 00429 

7.00348 

7.00273 

7.00198 

7.00126 

7.00057 

6.99991 

*'*)M9 

9.96408 

9.99220 

0.01627 

0.03624  . 

0.05246 

0.06471 

0.07311 

0.07730 

0.07708 

**.-oxi 

6^68664 

61,70018 

6,71132 

6,72019 

6,72714 

6,73210 

6,73525 

6,73647 

6*73571 

V>J6 

o«a»794 

o«27550 

0,31887 

0,35854 

0,39482 

0,42783 

0,45752 

0,48363 

0,50580 

V"ii3 

9„8i766 

9^83120 

9n84234 

.9,85121 

9,85816 

9*86312 

9,86627 

9*86749 

9*86673 

»  -^95 

1.44806 

1.41581 

1.37711 

1.33042 

1.27347 

1.20275 

1.11234 

0.99099 

0.81295 

IK   89   , 

—      18.44 

—      17.66 

—      16.57 

—      15.19 

—      13.54 

—      1 1 . 64 

9.52 

—        7.22 

—       4.78 

0.95 

-f-        i.ii 

-h        1.28 

4-       1.45 

H-       1.62 

+         1.79   1 

-1-        1.95 

4-       2.11 

4-       2.24 

4-       2.36 

0.06   ' 

-H       0.06 

-h        0.07 

4-      0.07 

-h       0.07 

4-        0.07 

4-       0.07 

1 

4-     0.07  : 

4-      0.07 

4-       0.07 

C.-4 

-h        0.71 

-f-        0.69 

-H      0.67 

-H       0.65 

-h        0.64 

-h      0.63 

-h     0.62  1 

i 

4-      0.62 

4-      0.62 

^*f,  BahMb^PÜmmoiig^ii.  II. 
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I«7? 

1872 

Datum 

Mftrs  6 
—  o«  6'44" 

Jan.  95 

Dm.  f6 

Not.  6 

Sept.  »7 

Aof.  18 

Jnli  9 

Hat  \<j 

-  0«  3'34" 

0«  o'l5" 

+  0*  2'45" 

4-  0«  5'54" 

+  0«  9'  3" 

4-  o*ii'ii" 

4-  0»i5'i9' 

V 

295''  9'47" 

293*57'  2" 

292*»44'ii" 

29i«3i'45" 

290**19'I2" 

289«  6'43" 

287"54'I7" 

i86"4i'54 

V-Qo 

i69*»27'  7" 

i68'*i4'22" 

167®  i'4l" 

165W  5" 

i64«36'32" 

i63"24'  3" 

i62**ii'37" 

l6o'^S9'M 

gin  iV— öü) 

9.16259 

9.30925 

9.35117 

9.38917 

9.42391 

9.45587 

9  48544 

9.5»»9} 

COSftQ* 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

coji  ,V— Qo) 

9^99260 

9«99079 

9*98877 

9*98656 

9*98414 

9*98151 

9*97868 

9«9'5«>J 

•inA)' 

7«29"96 

7«oi599 

6*08351 

6.90306 

7.23458 

7.42037 

7 . 54949 

7.64H««} 

sin  Q  oder  cos  Q 

9.99998 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

9.99998 

9.99997 

9.9999* 

C08  ,V  »in  (Äo'— Qo) 

9.26259 

9.30925 

9.35117 

9.38917 

9.42391 

9.45587 

9.48544 

9.51195 

Q 

3S9«23'i3" 

3  59*4»' 30" 

359^58'  9" 

o''ii'i3" 

0"22'14" 

o"3i'4i" 

0"  39'5o" 

0%-'  1 

Q-(o 

3S7**io'49" 

357^*30'  6" 

357"45'45" 

357'^58'49" 

358"   9'5o" 

358**19'17" 

358"  27*26" 

358"j4'r 

»in  ((^-t;)) 

««69191 

8*63939 

8*59153 

8*54708 

8*50570 

8*46676 

8*43013 

«*39^5< 

9      . 

9.26261 

9.30926 

9-35117 

9.38917 

9.41391 

9.45589 

9.48547 

9.512^ 

cos  (Q— lo) 

9-99947 

9-99959 

9.99967 

9.99973 

9.99978 

9.99981 

9.99984 

9.999«- 

coA  ^1  sin  Li 

9.26208 

9-30885 

9.35084 

9.38890 

9. 4*370 

9.45570 

9.48531 

9.5UM 

din  Af  oder  con  Z| 

9^99262 

9*99080 

9*98879 

9*98658 

9*98415 

9*9815» 

9*97869 

9ll9^•*^ 

C08  ^1  COR  L\ 

9^99260 

9*99079 

9*98877 

9*98656 

9*98414 

9*98151 
163^  24'25" 

9*97868 

9,9- ^•>J 

Lx 

169^27'SI" 

168*15'  0" 

167*»   i'i4" 

i65"49'36" 

164**  36' 57" 

162" 11 '55" 

i6o''59  2^ 

CO0  ^1 

9.99998 

9-99999 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-9999« 

n 

1.00024 

I .00044 

1.00063 

1.00081 

1.00098 

1.00114 

1.00128 

i.ooui 

sin  B\ 

7«9545» 

7*94865 

7*94270 

7*93625 

7*92962 

7*92265 

7*91560 

7.90-J:J 

U-l 

174**   2'  9" 

180®  43 '40" 

187%6'49" 

195«  11 '59" 

202«58'46" 

211"   6'  8" 

219"  31 '50" 

228"  i:V 

CO«  (Zi— /) 

9„99764 

9*99996 

9*99598 

9«98453 

9*96409 

9.93160 

9*88722 

9,»^3-3 

T\  COS  Üi 

1.00022 

1.00043 

I. 00061 

1.00079 

1.00097 

1.00113 

I. 00127 

I.ooi4< 

»in  (X|— /) 

9.01664 

8^10386 

9*13154 

9*41860 

9*59151 

9*7131» 

9*80379 

9.8-ic( 

ft 

0*99786 

1*00039 

0*99659 

0*9853» 

0*96506 

0*93373 

0*88849 

o.«2$M 

(r) 

0.47446 

0.46476 

o.455«9 

0.44599 

0.43745 

0.42985 

0.4*350 

0.4l<t^ 

Subtract. 

0.11382 

0.11103 

0.10974 

O.IIOIO 

0.11286 

0.11640 

0.1x800 

(*  o.i4r' 

c, 

8„95476 

8*94909 

8*94333 

8*93706 

8*93060 

8*9*379 

8*91688 

«•90941 

s 

61,32469 

6*33001 

6*32654 

6*31366 

6*29003 

6*25406 

6*20176 

6|,nibl 

Sobtract. 

9.99898 

9-^896 

9-99895 

9.99897 

9.99901 

9.99907 

9.99916 

9.<*^l 

Ii-W 

I„iii68 

1.11141 

t*»o633 

«*0955» 

1*0779» 

1*05213 

1*01649 

o«^« 

sin  ^  oder  cos  ^ 

9*99860 

9*99998 

9*99757 

9*99056 

9*97794 

9*95844 

9*93042 

9»«9»* 

Kl 

0.01686 

9*10429 

o*i3a»5 

0*41939 

0*59248 

0*714*5 

0*80506 

©•>-5* 

^  cos  & 

1 . 1 1 308 

t. 11144 

1.10876 

I . 10496 

1.09998 

1.09369 

1.08607 

«c-5 

cos  ^ 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9.99999 

^  sin  9" 

8«95374 

8*94805 

8*94228 

8*93603 

8.92961 

8.91286 

8^91604 

(?-' 

8.88691 

8.88855 

8.89113 

8.89503  ' 

8.90001 

8.90630 

1 
8.9139*  ' 

1 

8.g:4 

?-3 

6.66073 

6.66565 

6.67369 

6.68509 

6.70003 

6.71890 

6.74176 

6  •»>«« 

n-3 

6.99928 

6.99868 

6.99811 

6.99757 

6.99706 

6.99658 

6.99616 

6.<)v5l 

Subtract. 

0.07205 

0.06180 

0.04558 

0.02161 

9-99196 

9.95197 

9.90111 

9.J^5M 

K 

6«73*78 

6*72745 

6*71927 

6*70770 

6*69199 

6.67087 

6*64x88 

6,«>oJJ 

ft  :  (r) 

o„5234o 

0*53563 

o*54«40 

1 
o«53937   ' 

0.52761 

0*50388 

0^,46499 

0«4^ 

(fr^)^mi  lo^Ä" 

9*86380 

9*85847 

9*85029 

9*83872 

9*82301 

9*80189 

9*77390 

9.-5H 

Vi  (r) 

0.49132 

9*56905 

0*58734 

0*86538 

1*0*993 

«*i44io 

1*11856 

U2«»ai 

;/ 

—         1.27 

4-      0.27 

+       2.74 

4-       5.06 

4-      7.13 

4-      8.83 

4-    10.06 

-r    1^*1 

ii 

+     a.44 

+      2.48 

+       2.46 

4-      ».39 

4-      2.14 

4*      *.oi 

4-      «73 

-H     'J 

^r, 

-h     0.07 

+      0.06 

+       0,06 

4-       0.06 

4-     0.06 

4-      0.05 

4-      0.05 

4-     e.^ 

ITi 

+      0.62 

4-     0.63 

-h      0.64 

4-      0.65 

4-     0.68 

4-      0,71 

4-      0.75 

-h     c.t 
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1872 

Min  II 

1871 

i:nl  x> 

Jan.  31 

Dec.  32 

Nov.  13 

Oct.  3 

Aug.  34 

1        Jnli  15 

Jniii  5 
4-  o«43'  0" 

-  o'i8'27" 

1 

-f-  o°ii'34" 

4-  o«24'4o" 

-h  0«  27^46" 

-h  0*»  3o'5o" 

4-  o«33'54" 

4-  o0  36'57" 

-h  o°39'59" 

:^'"29'34" 

284" 17' 16" 

283"    5'  0" 

28i*52'47" 

28o»40'35" 

279°28'25" 

278«i6'i7" 

277°  4'io" 

275°  5*'   3" 

I59"46'54'' 

I58«34'36" 

I57°22'20" 

156^10'  7" 

154"57'55" 

153°  45 '45" 

15*"33'37" 

151^21 '30" 

150"  9'23" 

9.53«57 

9.56260 

9-58517 

9.60643 

9.62651 

9.64551 

9.66352 

9.68063 

9.69691 

g. 99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

1     S.9'»38 

1 

9^96891 

9«965ai 

9,96130 

9*95715 

9*95278 

9*94817 

9*94331 

9*938*1 

••2972 

1 

7.79751 

7.85583 

7.90724 

7.95274 

7 . 99392 

8.03133 

8.06559 

8.09718 

"^•99995 

9.99994 

9.99992 

9.99991 

9.99990 

9.99989 

9.99988 

9.99987 

9  99986 

^,55856 

'       9.56*59 

9.58516 

9 . 60642 

9 . 62649 

9.64549 

9.66349 

9.68060 

9.69688 

3^3'2J" 

o'»59'  2" 

i"  4'  6" 

!*>   8 '43" 

l°12'5l" 

i"i6'4o" 

1°20'10" 

1°23'24" 

I*»26'24" 

];r^'S9" 

358*46'38" 

358°5i'4a" 

358°56'i9" 

359«  0*27" 

359"  4'i6" 

359°   7'46" 

359*»  11'  0" 

359*^14'  0" 

«.36141 

8«3»9i9 

8,29812 

8»2677'3 

8,23859 

8,20982 

8,18166 

8,15391 

8,12647 

9  q86i 

9.56265 

.  9.58524 

9.60651 

9.62659 

9.64560 

9.66361 

9.68073 

9.69702 

"».99989 

9.99990 

1 

9.99991 

9-99993 

9  99993 

9.99994 

9.99995 

9.99996 

9  99996 

u  ^850 

9.56255 

9.58515 

9.60644 

9.62652 

9.64554 

9.66356 

9.68069 

9.69698 

S9-»3« 

9*96891 

9«9652i 

9,96130 

9*95715 

9*95*77 

9*94816 

9*943*9 

9*93819 

'*,9'M7 

9,96890 

9,96520 

9,96129 

9*95713 

9*95*76 

9*94814 
i5*^33'*6'' 

9*943*8 

9,93818 

t;V'4''  3" 

I58^34'43" 

I57**22'22" 

156*10'  4" 

i54*'57'5o" 

153**45'37" 

I5l**2l'l2" 

150°  9'  2" 

..99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99999 

9  99998 

9.99999 

9.99999 

i.coiss 

I. 00166 

1.00177 

1.00186 

1.00195 

1 . 00202 

1 . 00208 

1.00214 

1.00218 

•,90002 

7,89184 

7,88336 

7«87424 

7,86518 

7*8555* 

7*845*7 

"  7,83464 

7,82349 

:r'  Vji" 

246"   2' 18" 

255°  o'3o" 

263«53'4i" 

272«36'44" 

281*»   5'i7" 

*89*^15'57" 

»97«   6' 21" 

304"35'i8" 

V3S»J   , 

9^60866 

9,41276 

9,02676 

8.65874 

9 . 28402 

9.51845 

9.65861 

9.75410 

I  00154  • 

I. 00165 

1. 00176 

1.00185 

1.00193 

1.00201 

I . 00206 

1.00213 

1.00217 

*,9»396  . 

9,96086 

9^98496 

9*99753 

9*99955 

9,99182 

9*97497 

9*94947 

9*91553 

^'36:7 

0,61031 

0*4145* 

0,02861 

9 . 66067 

0.28603 

0.52051 

0 . 66074 

0.75627 

'  4M62 

0.41447 

0.41531 

0.41809 

0.42266 

0.42880 

0.43622 

0.44465 

0.45376 

'•«6949 

0.21406 

0.30063 

0.14856 

9.91751 

9.59019 

9.33082 

• 

9.80937 

0.00295 

',90157 

M9350 

8,88513 

8,87610 

8,86713 

8,85754 

8*84735 

8,83678 

8,82567 

^,03262 

5,8876» 

5*64933 

5*03743 

5.36361 

5-751*8 

5.94547 

6.07078 

6.16017 

^' 99941 

9.99957 

9.99975 

9.99994 

0.00014 

0.00034 

0.00054 

0.00074 

0.00094 

-.,90626   • 

0,82437 

0,71594 

0,56665 

0,34017 

9*876*2 

9.76704 

0.25402 

0.45671 

*.'*5*90 

91.90775 

9n945i5 

9*97225 

9*98991 

9*99874 

9,99918 

9*99143 

9*97545 

-•9*550  1 

0,96251 

0,98672 

0,99938 

1,00148 

0,99383 

0,97703 

0,95160 

0,91770 

1  s666o 

i. 05476 

1.04157 

1.02713 

1.01157 

0.99509 

0.97785 

0.96017 

0.94225 

■<.<^999 

9 • 99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9  -  99999 

9.99999 

\9009«   j 

«»89307 

8,88488 

8,87604 

8,86727 

8,85788 

8,84789 

8,8375* 

8,82661 

'  93339 

8-945»3 

8.95842 

8.97286 

8.98842 

9.00490 

9.02214 

9.03982 

9.05774 

*!». 10017    1 

6.83569 

6.87526 

6.91858 

6.96526 

7.01470 

7.06642 

7.11946 

7.173** 

""^m 

6.99502 

6.99469 

6.99442 

6.99415 

6.99394 

6.99376 

6.99358 

6.99346 

^-53«9 

9.64661 

9.50041 

9.28059 

8.83749 

8.68987 

9*6035 

9.52663 

9.70989 

\U406   . 

6,48230 

6,37567 

6,19917 

5*80275 

5.68381 

6.*54ii 

6.52021 

6.70335 

,32115 

0,19584 

9»»999ai 

9*61052 

9.23801 

9.85723 

0.08429 

0.21609 

0.30251 

\M5o« 

9»6i33a 

9,50669 

9*33019 

8*93377 

8.81483 

9.38513 

9.651*3 

9.83437 

t.34ua 

■«37698 

1,40203 

1*41747 

1*4*414 

1*4**63 

1*413*5 

1,39625 

1*37146 

"    10.62 

-h       9.78 

-h      8.10 

-h      5.59 

4-      2.28 

—       1.73 

—      6.29 

—     11.16 

—     16.06 

+     1.01 

+       0.64 

4-     0.32 

-h      0.09 

—     0,01 

4-      0.05 

4-      0.29 

-h      0.74 

-H      1.37 

T        0.04 

1 
+       0.03 

-|-     0.02 

4-      0.02 

4-      0.01 

0.00 

—      0.02 

—      0.03 

—     0.05^ 

•t        0.85 

+       0.93 

+      1.01 

4-      1.12 

4-      1.25 

4-      «.40 

-f      1.58 

4-      1.78 

4-     2,01 

25» 
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Datum 

1 
y.v           y...            fn      ,     y. 

2U 

/ 

fsUdt 

+  5630.84 

logßudt 

3.750573 

1ok/V  '. 

1871  Juni    5 



1 

264.62 

3.7506-% 

4-  ".«5 

4-  5499.25 

+  102 

Juli    15 

4-    5.46 

—    »53.47 

+  5371.36 

3.730084 

3.730181 

* 

+ 

0: 

74 

4-  16.61 

4-  5245.78 

+     97 

Aug.  24 

-h    0.12 

-|-    6.20 

—    236.86 

+  5125.75 

3.709757 

3.709850 

+ 

0. 

86 

4-  22.81 

4"  5008.92 

4-     93 

Oct.     3 

4-  0.15 

4-    7.06 

—    214.05 

+  4899.71 

3.690170 

3.690259 

-h 

1. 

Ol 

4-  29.87 

4-  4794.87 

+     89 

Nov.  la 

—  0.02 

4-    8.07 

—     184.18 

+  4699.97 

3.672095 

3.672180 

4- 

0. 

99 

4-  37.94 

4-  4610.69 

+     85 

Dec.  22 

-f-  0.04 

4-    906 

146.24 

4-  4534.05 

3.656486 

3.65656X 

H- 

1. 

03 

4-  47.00 

4-  4464.45 

+     82 

1872  Jan.    31 

—  0.07 

4-  10.09 

—    99- 24 

+  4410.50 

3.644488 

3.64456K 

-f 

0. 

96 

4-  57.09 

H-  4365.21 

+     80 

März  1 1 

—  0.13 

4-  "•05 

—     42.15 

+  4338.91 

3.637381 

3.637460 

-h 

0. 

83 

4-  68.14 

4-  4323.06 

+     79 

April  20 

—  0.21 

+  11.88 

4-    25.99 

+  4329.89 

3.636477 

3-636>55 

+ 

0. 

62 

4-  80.02 

4-  4349.05 

+     78 

Mai    30 

—  0.35 

4-  i».50 

-f-  106.01 

+  4394.8V 

3.642946 

3.64301^ 

-H 

0. 

27 

4-  9». 52 

4-  4455.06 

+     80 

Juli     9 

—  0.58 

4-  ".77 

4-  198.53 

+  4546.09 

3.657638 

3.657721 

— 

0. 

31 

4-105.29 

4-  4653.59 

+     83 

Aug.  18 

—  0.97 

4-  12.46 

4-  303.82 

+  4796.21 

3.680898 

3.68o9J<> 

— 

1. 

28 

4-"7.75 

- 

4-  4957.41 

+     «7 

Sept.  27 

—  I.S5 

-|-  11.18 

4-  4*1.57 

+  5157.88 

3-712471 

3.7i2>^s 

— 

2, 

83 

4-r28.93 

4-  5378.98 

+     94 

' 

Nov.    6 

2.32 

4-    8.35 

4-  550.50 

+  5643.11 

3.751519 

■   3.-^5162! 

— 

5. 

«5 

4-137.28 

4-  59*9.48 

+  102 

Dec.  16 

—  3.47 

4-    3-ao 

4-  687.78 

+  6261 .70 

3.796692 

3.796HC; 

8. 

62 

4-140  48 

4-  6617.26 

+  113 

1873  Jan.   25 

—  4.49 

—     5-4» 

4-  828.26 

+  7019.73 

3.846321 

3.84644« 

« 

«3 

11 

4-13506 

4-  7445.52 

+    127 

März   6 

—  S.40 

—  »8.53 

4-  963  32 

+  7916.50 

3.898533 

3    «vu»)— 

— 

18 

M 

4-116.53 

4-  8408.84 

+  144 

April  15 

—  ?.i» 

—  37.04 

4-1079.85 

+  8940.23 

3.951348 

3.951SI- 

»3 

.63 

H-  79-49 

4-  9488.69 

+   162 

Mai    25 

—  2.44 

—  60.67 

4-1159.34 

+10063.98 

4.002770 

4.oo2<4^: 

— 

26 

.07 

4-  18.82 

4-10648.03 

+   182 

Juli     4 

-H  3.01 

—  86.74 

4-1178.16 

+11238.75 

4.050718 

,  4.o5c^i2 

— 

?3 

.06 

—  67.92 

4-11826.19 

+  204 

Aug.  13 

+11.91 

— 109.80 

4-1110.24 

+12391.32 

4.093117 

4.o<^3;..i 

— 

11 

.15 

—177.72 

-fi2936.43 

+  224 

Sept.  22 

-1-20.40 

—  120.95 

4-  932.52 

+13422.51 

4.127834 

4.  12<C  — 

4- 

9 

.25 

—298.67 

+  13868.95 

+  243 

Nov.    I 

-f-»4.39 

— 111 .70 

4-  633.85 

+14215.76 

4.152770 

4.15522" 

+ 

33 

.64 

-410.37 

-1-14502.80 

•  +  257 

Dec.  11 

+  18.70' 

—  78.06 

4-  223.48 

+14652.59 

4.165915 

4 .  1 6^ 1  * : 

-H 

5* 

34 

—488.43 

4-14726.28 

+  265 

' 

1874  Jan.   »0 

-H  5.13 

—  25.72 

264.95 

+  14636.44 

4.165435 

4.  i6;-rr 

H- 

57 

.47 

—  514.15 

+14461.33 

+  265 

Mürz    1 

—  10,55 

4-  3«. 75 

—  779.10 

+14113.93 

4.149648 

4.  14QO?« 

-h  46 

.92 

— 482.40 

+13682.23 

+  256 

April  10 

19.89 

4-  78.67 

— 1261.50 

+13088.96 

4.H6905 

4.II-U2 

4- 

*7. 

03 

—403.73 

+12420.73 

+  237 

Mai  20 

— 2 I . 42 

4-105.70 

—1665.23 

+11617.61 

4.065117 

4-o»>;32* 

4- 

5. 

61 

—298.03 

+10755.50 

+  211 

Juni  29 

—15.3» 

4-III.3« 

—1963.26 

+  9793.95 

3.990958 

3-9<»i>3* 

9- 

71 

—  186.72 

+  8792.24 

1 

+  177 

Aug.    8 

-  8.23 

4-101.60 

—2149.98 

+  7728.40 

3.888090 

3. K^Kj;. 

— 

17. 

94 

—  85.12 

+  6642.26 

1 

+  140 

Sept.  1 7 

—  2.76 

4-  83.66 

—2235.10 

+  5528. 36 1 

3.742596 

3.  '*42»... 

— 

20. 

70 

—     1.46 

+  4407.16 

1 

+  100 

ücl.   27 

-H  a.17 

4-  62.96 

— 2236.56 

+  3286.00, 

3.516668 

3.$i^'i» 

— 

18. 

53 

4-  61 .50 

+  2170.60 

1 

+     60 

Dec.    6 

-f-  3.15 

4-  44.43 

— 2175.06 

+  1075.85 

3.031752 

3  051— 1 

— 

»5. 

38 

4-105.93 

4.46 

+     19 

187s  Jan,    15 

t 

4-  290s 

4-134.98 

— 2069 . I 3 

—  2073.59 

—  1049.30 

3„02090o 
—     19 

5.02C^^t 

Febr.  24 

—1934  15 

3052.73 

3„484688 

3„4**^;; 

1 

—     55 
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V 

Datum 

py 

fn\ 

/' 

r 

/ 

'/ 

1871  Juni     5 

134.34 

4-  111.94 

4-  6278.89 

—      385.75 

Juli    15 

-h 

4.84 

—  19.97 

, 

154.31 

4-    88.60 

4-  6367.49 

4-    5893.14 

Aug.  24 

+ 

3.08 

-h 

7.9a 

—  15.13 

-  - 

169.44 

—    65.71 

-1-  6301.78 

4-  11160.63 

Oct.     3 

-f 

2.91 

+ 

10.83 

—     7.21 

-M^^ 

176.65 

—  »35.15 

4-  6066.63 

4-  18561.41 

Nov.  12 

+ 

1.76 

4- 

i».59 

4-    3.62 

^^^^ 

17303 

—  411.80 

4-  5654.83 

4-  14619.04 

Dec.  22 

o.'i6 

+ 

1»;43 

-h  16.21 

^^^ 

156.81 

—  584.83 

-f-  5070.00 

4-  30183.87 

1872  Jan.   31 

■ 

2.31 

+ 

10.12 

-h  18.64 

128.18 

—  741.65 

4-  43*8.35 

4-735353-87 

März  II 

— • 

4.26 

4- 

5.86 

4-  38-76 

- 

89.41 

—  869.83 

4-  3458.51 

4-  39681.11 

April  2o 

4.83 

4- 

1.03 

4-  44.62 

^W^ 

44.80 

—  959.15 

4-  1499.17 

4-  43140.74 

Mai    30 

-^— 

4.53 

3.50 

4-  45.65 

4- 

0.85 

— 1004.05 

4-  1495. aa 

4-  45640.01 

Juli      9 

•^^ 

3.3a 

.. 

6.82 

4-  41.15 

4- 

43.00 

— 1003.10 

4-    49» -Ol 

4-  47i35.*3 

Aug.  18 

1.37 

8.19 

4-  35.33 

4- 

78.33 

—  960.10 

—    468.18 

4-  47617.15 

Sept.  27 

0.28 

8.47 

4-  27.14 

4- 

105.47 

—  881.87 

—  1350.05 

4-  47159.07 

Nov.    6 

-h 

I.I4 

_ 

7.33 

-f  18.67 

4- 

114.14 

—  776  40 

—  1126.45 

4-  45809.01 

Deo.  16 

4- 

1.23 

6.10 

4-  ".34 

4- 

135.48 

—  651.16 

—  1778.71 

4.  43681.57 

1873  Jan.   25 

+ 

1.30 

4.80 

4-    5. «4 

4- 

140.71 

—  516.78 

—  3*95.49 

4-  40903.86 

März   6 

4- 

0.88 

3.9a 

4-    0.44 

4- 

141.16 

—  376.06 

—  3671.55 

4-  37608.37 

April  15 

4- 

0.32 

^^^^ 

3.60 

—    3.48 

4- 

137.68 

—  134.90 

—  3906.45 

4-  33936.81 

Mai    25 

— 

0.22 

3.82 

—    7.08 

4- 

130.60 

—    97.11 

4003.67 

4-  30030.37 

JuU      4 

•^^ 

0.54 

- 

4.36 

—  10.90 

4- 

119.70 

4-    33.38 

—  3970.19 

4-  16026.70 

Aug.  13 

— ' 

0.39 

„^_ 

4.75 

—  15.26 

4- 

104.44 

4-  153.08 

—  3817.21 

4-  22056.41 

Sept.  22 

+ 

0.51 

>^^ 

4.24 

—  20.01 

4- 

84.43 

4-  157.51 

—  355969 

4-  18239.10 

Nov.    1 

-H 

1.53 

2.71 

—  14.15 

4- 

60.18 

4-  341.95 

—  3117.74 

4-  14679.51 

Dec.  II 

+ 

2.76 

4- 

0.05 

—  26.96 

4- 

33.22 

4-  401.13 

—  2815.61 

4-  I 1461.77 

1874  Jan-   20 

-f 

2.96 

4- 

3.01 

—  26.91 

4- 

6.31 

4-  435.35 

—  2380.16 

4-    8646.16 

M&rs   1 

-h 

2.19 

4- 

5.20 

—  23.90 

^  ^ 

17.59 

-H  441.66 

—  1938.60 

4-    6165.90 

April  10 

+ 

0.91 

4- 

6.11 

—  18.70 

36.19 

4-  4*4.07 

—  1514.53 

4-    43*7.30 

Mai    20 

•^— 

0.35 

+ 

5.76 

—  11.59 

^^^^ 

48.88 

4-  387.78 

—  1126.75 

4-    1811.77 

Juni  29 

■^— 

1.22 

4- 

4.54 

—    6.83 

55-71 

4-  338.90 

—    787-85 

4-    1686.01 

Aug.    8 

— 

1.43 

—    1.19 

4-  183.19 

4-      898.17 

^ 

4- 

3.11 

— 

58.00 

—    504.66 

Sept.  17 

1.18 

4- 

«.93 

-f-    0.81 

«_ 

57.18 

4-  115.19 

—    279.47 

4-      393.51 

Oct.   27 

■^~" 

1.03 

4- 

0.90 

4-    1.75 

54.43 

+  168.01 

—    1 1 1 .  46 

4-      114.04 

Dec.    6 

— 

0.57 

4- 

0.33 

4-    3.6s 

^^^^ 

50.78 

4-  113.58 

4-        1.11 

4-         1.58 

1875  Jan.    IS 

4-    3.98 

_^_ 

46.80 

4-    61.80 

4-      64.91 

4-         4.70 

Feb.  24 

4-    16.00 

4-      80.91 

4-       69.62 
4-      150.54 
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Datum 

s 

!▼ 

/ 

III 

/" 

P 

tPz 

'f 

4-  1448.63 

1871  Juni     5 

,^^m 

3« -75 

'  1 

4- 

4.16 

—  268.74 

Juli    15 

+ 

0.02 

4- 

1.38 

4- 

5.54 

""^ 

»7.59 

—  «96.33 

4-  117989 

Aug.  24 

— 

0.21 

0.19 

4- 

1.40 

4- 

6.94 

22.05 

—  318.38 

4-    883.56 

Oct.     3 

0.15 

_ 

0.34 

4- 

1.21 

4- 

8.15 

^~* 

15.11 

—  333  49 

4-    565.18 

Nov.  12 

^— 

0.14 

_ 

0.48 

4- 

0,87 

4- 

9.02 

^^^ 

6.96 

—  340.45 

4-    »3» .69 

l>cc.  22 

-^ 

0.13 

, 

0.61 

4- 

0.39 

4- 

9.41 

+ 

2.06 

—  338.39 

—    108.76 

1872  Jan.   3t 

0 

J    . 

0.61 

«■^^ 

0.22 

4- 

9.19 

4- 

11.47 

—  326.92 

—    447.15 

Man  II 

-f 

0.07 

^^^^ 

O.S4 

0.83 

4- 

8.36 

4- 

20.66 

—  306.26 

—    774.07 

April  20 

+ 

0.23 

0.31 

"■"" 

«.37 

4- 

6.99 

4- 

29.02 

—  277.14 

—  1080.33 

Mai    30 

-h 

o.iS 

_ 

0.16 

1.68 

4- 

S.31 

4- 

36.01 

—  »41.13 

—  1357.57 

Juli     9 

+ 

0.23 

+ 

0.07 

1.84 

4- 

3.47 

4- 

41.3a 

—  199. 9« 

—  1598.80 

• 

Aug.  18 

+ 

0.07 

+ 

0.14 

1.77 

4- 

1.70 

4- 

44-79 

—  155.1» 

—  1798.71 

Sept.  27 

-h 

0.16 

+ 

0.30 

1.63 

4- 

0.07 

4- 

46.49 

—  108.63 

—  »953.83 

Not.    6 

0.05 

4- 

0.25 

- 

».33 

^^ 

1.26 

4- 

46.56 

—     62.07 

—  2062.46 

Dec.   16 

■^^^ 

0.07 

+ 

0.18 

■ 

1.08 

^_„ 

».34 

4- 

45-30 

—     16.77 

—  «124.53 

1873  J*Q-   ^5 

0.04 

+ 

0.14 

•■■^ 

0.90 

^^^ 

314 

4- 

42.96 

4-    26.19 

—  2141.30 

Man  6 

^^ßm 

0.0s 

-h 

0.09 

0.76 

^^^ 

4.00 

4- 

39-71 

4-    65.91 

—  »115. II 

April  15 

— ^ 

0.09 

0 

"^ 

0,67 

4.67 

4- 

35.7a 

4-  101.63 

—  2049.20 

Mai    25 

0 

0 

•"^ 

0.67 

^^ 

534 

4- 

31.05 

4-  131.68 

—  «947.57 

Juli      4 

+ 

0.02 

— 

0.67 

4- 

25.71 

—  1814.89 

< 

-f 

0.02 

— 

6.01 

4-  15«. 39 

Aug.  13 

4- 

0.16 

+ 

0.18 

^^^ 

0.65 

6.66 

4- 

19,70 

4-  178.09 

^~  1656.50 

Sept.  22 

-h 

O.II 

+ 

0.29 

'^■"' 

0.47 

- 

7.13 

4- 

13.04 

4-  191.13 

—  1478.41 

Nov.    1 

-H 

0.14 

+ 

0.43 

^^" 

0.18 

^^p^ 

7.3« 

4- 

591 

4-  197.04 

—  1287.28 

Üec.  II 

-h 

0.06 

+ 

0.49 

4- 

0.25 

_ 

7.06 

•■^ 

1.40 

4-  195.64 

—  1090.24 

1874 -Jan.  20 

— ~ 

0.03 

+ 

0.46 

+ 

0.74 

^^ 

6.32 

— ~ 

8.46 

4-  187.18 

—    894.60 

M&n   I 

0.26 

-h 

0.20 

4- 

1 .20 

^^_ 

S.12 

14.78 

4-  17»  40 

—    707.42 

April  10 

^^* 

o.U 

4- 

0.07 

+ 

1.40 

^^^ 

3-7* 

19.90 

4-  151-50 

—    535.02 

Mai   20 

""" 

0.23 

^Km^ 

0.16 

+ 

1-47 

^_^ 

2.25 

^^ 

23.62 

4-  128.88 

—     38*. 5» 

Juni  29 

~~ 

0.03 

^^^ 

0.19 

4- 

1.31 

^_ 

0.94 

»5.  «7 

4-  103.01 

—     253.64 

Aug.    8 

•"^ 

O.II 

^^^ 

0.30 

4- 

1.12 

4- 

0.18 

26.81 

4-    76.20 

—     150.63 

Sept.  17 

-f 

0.09 

^^^ 

0.21 

-f 

0.82 

4- 

I.OO 

"^^■^ 

26.63 

4-    49.57 

—       74.43 

Oct.   27 

+ 

0.02 

^■w 

0.19 

4- 

0.61 

4- 

1.61 

'^■"' 

»5.63 

+    »3.94 

—       24.86 

Dec.    6 

-f 

0.06 

0.13 

4- 

0.42 

4- 

2.03 

^H^ 

24.02 

—      o.o8 

—         0.92 

1875  Jan.   15 

4- 

0.29 

4- 

2.3» 

•^" 

21.99 

—     22.07 

I.OO 

Febr.  24 

1 

19.67 

—     41.74 

—  «3.07 

—  64.81 
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JM 


Datam 

/'^ 

/'" 

/" 

/' 

dJM 
dt 

/ 

4- 

i<»  3 '24^8 10 

1871  Juni    5 

—  32"i09 

4.         i"882 

4- 

I«  3'a6"69a 

Juli    15 

—  0^383 

—          30"227 

-f  o"785 

-   32.492 

4- 

1°  2'56"465 

Aug.  24 

4-  o"o75 

4-  0.402 

—    i'  2"719 

-f-  0.860 

—  3». 090 

4- 

1»  1 '53^746 

Oct.     3 

-f-  0.023 

4-  1.262 

—   1 '34"  809 

4-  0. 

883 

—  30.828 

4- 

1«  o'i8"937 

Nov.  12 

—  0.019 

4-  2145 

-   1'  5"637 

4-  0 

.864 

—  28.683 

1 

4- 

58'i3"3oo 

Dec.  22 

—  0.090 

4-  3.009 

— -   2'34''320 

4-  0. 

.774 

—  25.674 

4- 

55'38"98o 

1872  Jan.    31 

—  0.142 

4-  3.783 

—    »'59"994 

4-  0 

632 

—  11.891 

4- 

52'38"986 

März  II 

—  0.198 

4-  4.4*5 

—    3'2i"885 

§               MM 

4-  0. 

'434 

—  17.476 

4- 

49  i7"ioi 

April  20 

—  0.217 

4-  4.849 

—    3'39"36i 

4-  0 

.217 

—  .12.627 

H- 

45'37"740 

Mai    30 

—  0.227 

4-  5.066 

—    3'5i"988 

—  o< 

,010 

—     7.561 

4- 

41 '45^752 

Juli      9 

—  0.208 

4-  5.056 

—    3'59"549 

—  0, 

.218 

—     *.505 

4- 

37'46"203 

Aug.  18 

—  0.171 

4-  4.838 

—  4'  2"o54 

•               M§ 

—  0, 

.389 

4-     *.333 

4- 

3344'«49 

Sept.  27 

—  0.137 

4-  4.449 

—    3'59''7ai 

—  0 

.526 

4-    6.782 

4- 

29 '44^428 

Nov.    6 

—  0.091 

4-  3.9*3 

—   3'52"939 

—  o. 

.617 

4-  10.705 

4- 

25'5i"489 

Dec.  16 

—  0.060 

4-  3306 

—    3 '4a"  »34 

—  0 

.677 

4-  14  011 

4- 

22'  9"255 

1873  Jan.  25 

—  0.027 

4-  2.629 

—     3'28"22  3 

—  0. 

704 

4-  16.640 

4- 

i8'4i''o32 

März   6 

—  0.007 

4-  ».9*5 

—    3*1 1^583 

—  0 

71« 

4-  18.565 

4- 

i5'»9"449 

April  1 5 

-f-  0.019 

4-  1.214 

—   2'53"oi8 

—  0 

.692 

4-  «9.779 

4- 

I2'36"43i 

Mai    25 

-|-  0.028 

4-  0.522 

—   2'33"»39 

—  0 

.664 

4.  20  301 

4- 

10'  3"i92 

Juli     4 

-H  0.056 

—  0,142 

—    1' 12^938 

#             Mm 

—    0 

.608 

4-  ao.159 

4- 

75o"254 

Aug.  13 

-h  0.074 

—  0.750 

—    1 '52^779 

m                    Mg 

—  0 

534 

4-  19.409 

4- 

5  57  475 

Sept.  22 

-f-   O.IOI 

—  1.284 

—    «'33"37o 

—  0 

433 

4-  18.125 

4- 

4*24"  105 

Nov.     I 

4-  0.120 

—  1.717 

—    i'i5"*45 

—  0, 

313 

4-  16.408 

4- 

3'  8"86o 

Dec.  11 

-h  0.139 

—  2.030 

—       58^837 

—  0. 

.174 

4-  14.378 

4- 

2' 10^02  3 

1874  Jan.  20 

-f  0.135 

—  2.204 

—      44''459 

—    0 

.039 

4-  «a.i74 

4- 

I '25^564 

Man    I 

4-  0.124 

—  *.»43 

-       3*"»85 

4-  0 

,085 

4-     9.93" 

4- 

o'5  3^279 

April  10 

-h  0.094 

—  2.158 

—       22^354 

4-  0 

»79 

4-    7.773 

4- 

30^925 

Mai    20 

-|-  0.068 

—  1.979 

—       I4"58i 

4-  0 

»47 

4-    5.794 

4- 

1 6^3  44 

Juni  29 

-H  0.034 

-    1.73* 

—         8^787 

4-  0 

.z8i 

H-    4.062 

4- 

7^557 

Aug.   8 

4-  0.017 

—  1.45» 

-         4"725 

4-  0 

.298 

4-    1.611 

4- 

2"832 

Sept.  17 

—  0.009 

—  i.>S3 

—         2"! 14 

4-  0 

.289 

4-    «.458 

4- 

o''7i8 

Oct.  27 

—  0.008 

—  0.864 

—         ©"656 

4-  0. 

.181 

4-  ^.594 

4- 

0^062 

Dec.     6 

—  0.022 

4-  0. 

259 

—  0.583 

4-     O.Otl 

—        o"o62 

o"ooo 

1875  Jan.  15 

—  0.324 

—        0^051 

»M 

, 

—    0.313 

o"o5i 

Febr.  24 

—        o"364 

.~~" 

o"4i5 

200 


dta 


Datum 

fvr 

/'" 

/" 

/• 

dt 

/ 

-    9'  i"7i8 

187»   Juni    s 

o"o75 

4- 

I4"37i 

—    8'47''347 

Juli    1 5 

—  o"ooi 

—  o"o39 

_ 

0.114 

4- 

14. »96 

—   8'33''o5i 

Aug.  24 

-H  o"oo9 

-l-  0.006 

—  0.040 

0.154 

4- 

14.182 

—    8'i8"869 

Oct.     3 

-f-  0.005 

-H  0.013 

—  0.032 

0.186 

4- 

14.028 

—    8'  4"84i 

Nov.  12 

-h  o.oii 

4-  0.024 

—  0.019 

0.205 

4- 

13.842 

—    7 '50^999 

Dec.  22 

-|-  0.004 

-|-  0.005 

4- 

13.637 

« 

-\-  0.028 

0.200 

-    7'37"362 

1872   Jan.  31 

+  0.009 

H-  0  037 

4-  0.033 

0.167 

4- 

13.437 

—    7'a3"9*5 

Man  II 

0 

-h  0.037 

4-  0.070 

0.097 

4- 

13.270 

—    7'io"655 

April  20 

0 

-h  0.037 

H-O.I07 

4- 

0.010 

4- 

13. »73 

-    6'57''482 

Mai    30 

—  0.007 

4-  0.144 

4- 

13.183 

V     1  ■ 

-f-  0.030 

4- 

0.154 

-    6'44"299 

Juli      9 

—  0.007 

+  0.023 

4-  0.174 

H- 

0.328 

4- 

13.337 

-    6'3o"962 

Aug.  18 

—  0.009 

-|-  0.014 

4-  0.197 

H- 

0.5*5 

4- 

13.665 

-    6'17"297 

Sept.  27 

—   O.OII 

-h  0.003 

4-  0.211 

4- 

0.736 

4- 

14.190 

—    6'  3^107 

Nov.    6 

—  0.012 

—  0.009 

4-  0.214 

4- 

0.950 

4- 

14.926 

—    5'48"i8i 

Dec.  16 

—  0.015 

—  0.024 

,  -h  0.205 

4- 

1155 

4- 

15.876 

5'3*''305 

1873  Jan.  25 

—  0.020 

—  0.044 

4-  0.181 

4- 

1.336 

4- 

17.031 

—    5'i  5^*74 

März   6 

—  0.020 

—  0.064 

4-  0.137 

4- 

1.473 

4- 

18.367 

—    4'56''907 

April  15 

—  0.036 

4-  0.073 

4- 

19.840 

—  O.IOO 

4- 

1.546 

—    4'37''o67 

Mai    25 

—  0.025 

—  0.125 

—  0.027 

4- 

1.519 

4- 

21.386 

—    4'i5"68i 

Juli      4 

—  0.032 

—  0.157 

—  0.152 

4- 

1.367 

4- 

22.905 

—    3'5*''776 

Aug.  13 

—  0.006 

-—  0.163 

—  0.309 

4- 

1.058 

4- 

24.272 

—    3'28''504 

Sept.  22 

-}-    O.Ol* 

—  0.I5I 

—  0.472 

4- 

0.586 

4- 

25.330 

—    3'   3"« 74 

Nov.    I 

+  0.051 

—    O.IOO 

—  0.623 

0.037 

4- 

25.916 

—    2'37''258 

Dec.  II 

-f  0.074 

—  0.026 

—  0.723 

0.760 

4- 

25.879 

—    2'ii''379 

1874  Jon.  20 

+  0.084 

-H  0.058 

—  0.749 

1.509 

4- 

25.119 

—    i'46''26o 

März    1 

-H  0.063 

+  0.121 

—  0.691 

2.200 

4- 

23.610 

—     l'22"650 

April  10 

-H  0.043 

-h  0.164 

—  0.570 

2.770 

4- 

21.410 

—     1'    l''240 

Mai    20 

-|-  0.002 

+  0.166 

—  0.406 

3.176 

4- 

18.640 

—       42''6oo 

Juni  29 

—  0.022 

4-  0.144 

—  0.240 

_ 

3.416 

4- 

15.464 

—          27"! 36 

Aug.    8 

—  0.030 

+  0.114 

—  0.096 

35"* 

H- 

12.048 

—     is"©«« 

Sept.  17 

—  0.034 

^  0.080 

+  0.018 

3.494 

4- 

8.536 

-         6''55* 

Oct.   27 

—  0.034 

^  0.046 

4-  0.098 

3.396 

4- 

5.04a 

—         i^Sio 

Dec.    6 

—  0.021 

-H  0.025 

4-  0.144 

3.252 

+ 

1.646 

4-         o^uö 

1875   Jan.  M 

-|-  0.169 

3.083 

-  — ~ 

1  606 

—        i"4ro 

Febr.  24 

4.689 

—         6*159 

%0i 


T^^    'a. 

V  d^M 

^  d^io 

V 

2^" 

^^  d^z          \ 

^      dt 

^      dt 

^    dt^ 

"  dfi 

i86d    Juni 

22 

-f 

Z^  7' 16^749 

—    39*a5''4So^ 

59172.01 

4- 

^844.' 62 

Aug. 

I 

+ 

S*»!!'   3"S45 

—    39^  11  "2  7» 

■~~ 

44051 .97 

4- 

7708 ; 41 

Sept. 

lO 

+ 

3°i3'*5"366' 

—    38'57''a88r 

""~ 

27625.01 

4- 

6384.95 

Oct. 

20 

■f 

3**i4'i  7*^824 

-    38'43''6i5 

**•" 

10257.87 

4- 

4899.22 

Nov. 

29 

•+- 

3«i3'38''8i» 

-    3«'3o"38y 

+ 

7614.36 

+ 

3284.5* 

i%€t    Jan. 

8 

+ 

3°ii'28"729f 

—    3«'i7''694 

+ 

25509.36 

+ 

1581.28 

Febr; 

17 

+ 

3»  7'5o''44» 

—    38*  s^^ii 

+ 

4a9a7 • 36 

"■^ 

165.17 

M&rx 

»9 

H- 

3*»  a'49"»47 

—    37'S4''i5* 

,  + 

59385.22 

^^■^ 

1907.5» 

Mai 

8 

+ 

2®s6'3  2^489 

—    37'43"a8i 

+ 

74449 • »6 

•~^ 

3599.63 

Juni 

17 

-h 

a**49'  9''»i9 

—    37'3»"9»3 

+ 

87761.20 

•^^~ 

5199.5» 

JuU 

»7 

-H 

2VV711 

—    37'2a"94Ä 

+ 

99053.77 

6671.46 

Sept. 

5 

+ 

2»3i'44"99i 

—    37'i3"aorf 

+ 

108155.12 

" 

7987.28 

Oct 

15 

-f 

2*»22'    6''405 

-    37'  3"499r 

+ 

114983.78 

^■^~ 

9126.67 

Nov. 

»4 

+ 

2*12'  5^249' 

-    36^53''645 

+ 

"9537.17 

^^^* 

10076.78 

^t6%    Jan. 

3 

+ 

»o  I '52^473 

-    36'43"43i' 

+ 

121877.04 

/083I.36 

Febr. 

12 

H- 

I»5i'3«%63r 

—    36'3»"644 

+ 

122114.33 

11389.70 

M&rx 

»4 

1 

4- 

i*»4i '32*^883 

—    36*2i"o6^ 

+ 

120395.52 

'  ■ 

11755 -50 

Mai 

3 

+ 

1O3, '44^569' 

-    36'  8"47«f 

+ 

116890.99 

~~~ 

11935.88 

Juni 

xa 

4- 

l°22'2l"474 

—    3rS4"6s«' 

+ 

111785.97 

"^ 

II94Ö.54 

JuH 

22 

• 

+ 

i*»i3'3o''624 

—    35'39"383 

+ 

105273.76 

" 

11781.08 

1 

Aug. 

Si 

4- 

I**  5'i8"io7 

—    35'*a''430 

+ 

97551.^» 

11470.55 

Oct. 

xo 

-f- 

o«57'49''o7^ 

—    35'  3^57^ 

+ 

88814.59 

"^ 

TIO23.08 

Nov. 

«9 

+ 

o^i'  7^739' 

—    34'4a"6o6 

+ 

79*59.^3 

10453.71 

Dec. 

»9 

4- 

o»45'i7^38i 

—    34'i9"3i7' 

+ 

69078.57 

_^ 

9778.17 

t%es    Febr. 

7 

4- 

o"4o'2o''357' 

—    33'53"533' 

+ 

58460.57 

"""* 

9013.36 

Min 

«9' 

4- 

o"36'i8"ioJf 

—    33'2s''i2i 

+ 

47591 .30 

' 

8176.34 

AprQ 

28 

4- 

o*»33'ii''i67' 

—    3*'S4''oi3' 

+ 

36652.51 

~"~ 

7285.32 

Juni 

7 

4- 

o<»3o'59''x7<y 

—     32'20"234 

+ 

25821.25 

•^^~ 

6359.08 

Juli 

17 

4- 

o**29'4o"878* 

-    3i'43"933     ' 

+ 

15268.28 

""^ 

5416.83 

Aug. 

26 

4- 

o**29'i4"2i3r 

—    31'  5"403 

+ 

5155.57 

4477.77 

Oct. 

5 

4- 

o«29'36''3io 

—    3o'»5''o95' 

4367.28 

' 

3560.43 

Nov. 

«4 

4- 

o"3o'43''596? 

-    29'43''6o3 

13167. X9' 

~^^^ 

2681.78 

Dec. 

»4 

4- 

o"32'3x''892 

—    29'  i''628 

1 

21132.32 

1856.31 

OffoUar,  ltoli«b«ftim9Daf*ii.  IX. 


26 
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Dfttom 

*     dt 

^  dJo 
^     dt 

^^   dti 

^^  di* 

1864    Febr. 

4- 

o**34's6''S34 

—   28' 19*911 

— 

28174.28 

— 

1095.25 

M&n 

13 

+ 

o®37'5»''50i 

—   27*39*166 

~^ 

34*30.37 

" 

406.10 

April 

22 

-f 

o°4i'i  4^546 

—  27'  0*008 

1 

39261.96 

+ 

207.30 

Juni 

-H 

o«44'57''»98 

—    26*22*912 

^■~ 

43*5». 3> 

+ 

744. *8 

Juli 

11 

+ 

oVS5"363 

—  25*48*193 

■ 

46197.12 

+ 

1206.49 

Aug. 

20 

-h 

o«53'  s^a^s 

—   25*16*013 

^^" 

48109.97 

+ 

1597.03 

Sept. 

»9 

H- 

o*'57'i6"o87 

—    24*46*402 

^"^ 

49008.37 

+ 

1919.65 

Nov. 

8 

-f 

I«  1 '28^322 

—    24*19*286 

^"~ 

48916.09 

+ 

2178.15 

Dec. 

18 

+ 

i"  5'35"o8o 

—  23*54*517 

*"~ 

47860.61 

+ 

»375.96 

1865    Jan. 

»7 

+ 

,0  9'3i''5ig 

—   »3'3i"897 

^^ 

45872.82 

+ 

*5»5.97 

März 

4- 

i«! 3' 12^980 

—    23*11*197 

•"— 

41987.54 

+ 

.2600.48 

April 

'7 

•+- 

i°i6'3s''o36 

'   —    22*52*169 

"~" 

39244.94 

+ 

2631.26 

Mai 

27 

4- 

i«i9'33''5i5 

—   22*34*558 

^~' 

34692.46 

+ 

a6o9.68 

Juli 

-f 

i»22'  4"56i 

—    22*18*106 

^■"* 

29387.26 

+ 

*5S6.89 

Aug. 

15 

■f 

i«24'  4^696 

—    22'  2*558 

~"~ 

*3398-97 

+ 

2414.07 

Sept. 

24 

+ 

i®25'3o''902 

—    2i'47"663 

^^ 

16812.52 

+ 

2242.66 

Nov. 

+ 

i*»26'2o''707 

—    21*33*178 

~~ 

9730.85 

+ 

2024.66 

Dec. 

13 

H- 

i*»26'32"288 

—    21*18*874 

— 

2277.02 

+ 

1762.93 

1866    Jan. 

22 

+ 

1*^26'  4*571 

—  21'  4*538 

4- 

5404.88 

+ 

1461.46 

Min 

+ 

i''24'57''328 

—    2o'49''983 

4- 

1315p. 62 

• 

+ 

1125.61 

April 

12 

-f 

i®23'i 1*251 

—   2o'35''o57 

4- 

*o779.3* 

+ 

762.25 

^  u 

22 

-H 

i<»2o'47''99S 

^~    20*19*650 

4- 

28099.94 

+ 

379.7* 

Juli 

-f 

i°i7'5o''i72 

—   20'  3*701 

4- 

349*0.71 

~"~ 

12.36 

Aug. 

10 

-f 

l**14'2l''29I 

—    19*47*202 

4- 

41060.70 

""~ 

403.54 

Sept. 

19 

4- 

i«io'25"635 

—    i9'3o''i94 

4- 

46361.97 

"^"^^ 

78J.12 

Oct. 

29 

4- 

I*»  6'  8*092 

—    19*12*760 

4- 

50700.16 

^■" 

1140.  «4 

Dec. 

4- 

1«  1 '3 3*951 

*-    18' 55*011 

4- 

53991.71 

"^ 

1467.57 

1867    Jan. 

>7 

4- 

o**56'4«''689 

—    i8'37"073 

4- 

56196.56 

".^ 

1755.79 

Febr. 

26 

4- 

o°5>'S7''768 

—    18*19*071 

4- 

57316.18 

*^^ 

«999-93 

April 

4- 

o"47'  6*456 

—    18*  1*123 

4- 

57388.03 

.^ 

2196.43 

Mai 

17 

H-. 

o«42'i9"695 

—    >7'43''3a7 

H- 

56477.94 

.^ 

2343.62 

Juni 

26 

4- 

o*37'42''ooi 

—    17'»5''763 

4- 

54671.82 

^"^ 

*44i.49 

Aug. 

%  « 

4- 

o®33'«7''402 

—    17'  8*488 

4- 

52067.96 

*49« .  34 

203 


Datum 

d^M 

^  d^« 

vv  ^^ 

2 

^  d^z 

^     dt 

^      dt 

dfi 

**  dt* 

1S67    Sept. 

14 

+ 

o*>»9'  9^412 

—    i6'5i''54i 

4- 

48770.61 

^^^ 

»495 • 50 

Oct 

24 

H- 

0**25'2l"024 

—    i6'34''944 

4- 

44885.04 

• 

"~~ 

2457.00 

Dec. 

+ 

o**2i'54''720 

—    i6'i8''7o6 

4- 

40514.04 

^^~ 

»379.34 

186S    Jan. 

12 

-f 

o*'i8'52''498 

—     16'  2"823 

4- 

35755.66 

""" 

2266.27 

Febr. 

21 

+ 

0*»i6'i5"894 

—    i5'47''i8S 

4- 

30701.94 

2121.68 

April 

+ 

o°i4'  ^"019 

—    i5'3a"o75 

4- 

25438.35 

^~* 

1949.46 

Mai 

II 

+ 

o**i2'23''58s 

—    15' 17"! 70 

4- 

20043 • 66 

«753.44 

Juni 

20 

+ 

o*»!!'  8^938 

—    1$'  2^546 

4- 

14590.21 

«^1^ 

«537.34 

Juli 

30 

H- 

o**io'22'^o89 

—    I4'48"i75 

4- 

9*44.3* 

1304.75 

Sept. 

H- 

o"io'  2^734 

—    14^34^^028 

4- 

3766.80 

— * 

1059.14 

Oct. 

18 

-H 

o**io'i  0^282 

—    i4'20^'o76 

1486.47 

—* 

803.80 

Nov. 

27 

+ 

o«io'43''874 

—    14'  6"289 

— 

6564.03 

— 

541.89 

1869    Jan. 

-H 

o**ii '42^403 

—    i3'sa''637 

^— 

11418.30 

^^ 

276.45 

Febr. 

15 

+ 

o«i3'  4''S^9 

—    i3'39''o9i 

^^" 

16005.12 

^^H^ 

10.39 

Man 

*7 

-h 

o*»i4'48''693 

—      I3'25"622 

— "• 

20283.32 

4- 

253.50 

Mai 

H- 

o*i6'53''i32 

—    13' 12^^202 

— — 

24214.35 

4- 

51». 53 

Juni 

15 

+ 

o®i9'i  5^887 

—    i2'5*8"8o4 

■^— 

27762.01 

+ 

764.08 

JuH 

25 

-H 

Q*»2i '54^820 

—    I2'45''404 

"■"- 

30892.18 

4- 

1005.60 

Sept. 

H- 

o*»24'47"6i6 

—    I2'3i"979 

^■*" 

3357^.71 

4- 

1134.62 

Oct. 

13 

4- 

o**27'si"8o2 

—    12' 18^509 

35773-36 

4- 

»448.73 

Nov. 

22 

-h 

o«3i'  4^749 

—    12'  4"977 

^^" 

37465.81 

4- 

1645 . 56 

ig7o    Jan. 

-h 

o^34'a3"692 

—    ii'5i"37o 

^^_ 

38623.81 

4- 

1822.78 

Febr. 

10 

-h 

o*'37'4S"736 

-    ii'37"677 

•^~^ 

39223.40 

4- 

1978. II 

Min 

22 

+ 

o*»4i'  7"876 

—    ii'23''892 

^~ 

39*43. 30- 

4- 

'  2109.}! 

^kg 

4- 

o?44'27''on 

—     Il'l0''0I2 

38665.44 

4- 

4214.21 

Juni 

10 

+ 

o«47'39''97a 

—    io'56"o3» 

"^ 

37475.65 

+ 

2290.71 

JuU 

20 

4- 

o«5o'43''s43 

—    io'4i''97» 

"~" 

35664:53 

1 

t 

4- 

'2336.81 

Aug. 

»9 

-f 

o**S3'34"496 

—     I0'27"820 

"~" 

33"8'57 

4- 

^350.64 

Oct. 

8 

+ 

o°56'  9^631 

—    lo'i  3^590 

""" 

30*71.54 

4- 

»330.5» 

Nov. 

17 

+ 

o**58'2s''823 

—     9'59''»9i 

^~" 

26506.10 

4- 

4275.03 

Dec. 

a? 

-H 

I*»  o'2o''o78 

—      9'44''936 

■■^.^ 

»"55.75 

4-- 

4183.09 

1871    Febr. 

5 

4- 

,0  i'49"6o5 

—      9'3o"54i 

"~~ 

17457,10 

4- 

^054.09 

M&ri 

17 

4- 

1«  2'5i''894 

• 

—      9'i6''i26 

12162.34 

4- 

.1888.01 

26 


m 


Datum 

^     dt 

4 

-^^  dfi 

*^^  d0 

|87|     April 

26 

/ 

6441.70 

4- 

1685.62 

+ 

•  I*  3'a4''8iq 

t 

9'  i''7l« 

Juni 

5 

-H 

1«  3'26''69| 

^^^ 

«'47''347 

^^^ 

385*75 

4- 

1448.63 

Juli 

«5 

+ 

I«  2'56''46s 

_ 

8'33''o5l 

+ 

5893» «4 

4- 

1179.89 

Aug. 

»4 

+ 

12260.63 

4- 

883.56 

+ 

i"  I 's  3^74^ 

*    • 

8'i8''869 

iS7$    Jan. 

15 

0^051 

>«          • 

i''479 

4- 

4.70 

— 

1.00 

Febr. 

»4 

_ 

0^415 

•w 

6^159 

4- 

69.62 

•"" 

23.07 

April 

5 

^^ 

i^iyS 

*      • 

I3"756 

4- 

150.54 

*"" 

64.81 

Mai 

«5 

^^ 

2''19^ 

a        ft 

24^093 

4- 

204.58 

^"^ 

123.74 

Juni 

»4 

4- 

19». 53 

— 

197 .  26 

— 

3"»  39 

— 

37^91 a 

Aug. 

3 

.^^ 

3"4«4 

• 

S*"375 

4- 

78,56 

.^" 

282.71 

Sept. 

11 

^^ 

*"54» 

— . 

t '10^069 

""" 

170.05 

^■^T 

377.39 

Oct. 

22 

-f- 

0^530 

^_ 

1 '29^96^ 

^^ 

583,14 

^^■^ 

478.57 

Dec. 

1 

+ 

6^713 

.  . 

l'S2''pII 

1187.79 

^^^^ 

583.49 

i«76    Jan. 

IG 

-f 

I7"ii$ 

_ 

2'i6"i3i 

^^^" 

2008.31 

^^~ 

689.36 

Febr. 

«9 

-h 

32.95a 

*    • 

2'42''277 

•""" 

3066.08 

*^~ 

793 . 36 

M&n 

• 

30 

+ 

5S"535 

^^ 

j'io''4i4 

4379. *S 

""" 

892.64 

Mai 

9 

+ 

r26"2s» 

_ 

j'40"5i9 

5962.23 

^^^^ 

984.33 

Juni 

i8 

+ 

2'  6^54 1 

.^ 

4'i  2^575 

-^ 

7824,98 

1065.52 

Juli 

28 

-H 

2'57''867 

^__ 

4'46''S70 

•"" 

9972.04 

"""" 

1133.32 

Sept. 

6 

4- 

4'  i"686 

,^_ 

S'22''48^ 

^"■^ 

12401.39 

^■~' 

1184.86 

Oct. 

i6 

4- 

5'i9"4o6 

.^ 

6'  0^^302 

~"~ 

15103.00 

^^■^ 

1217. |6 

Nov. 

»S 

H- 

6'5*"336 

... 

6'39''966 

•^ 

18057.28 

~ 

1228.23 

<gn  J*n* 

4 

+ 

8'4i''628 

• 

7'2i''399 

^^" 

a«*33-47 

"     *^ 

1215.17 

Febr. 

»3 

— 

24588.09 

— 

1176.35 

4- 

io'48''2i5 

-:- 

«'  4"47» 

Mira 

»5 

-h 

13' «»"733 

.^^ 

»'48''993  . 

^"^ 

28063.85 

^^^^ 

1110.57 

Mai 

4 

-H 

»5'55''453 

.^ 

9'34"697 

^^ 

31589.29 

^■^ 

1017.47 

Juni 

13 

— 

35079.71 

— 

897.73 

+ 

i8's6''2o8 

— 

io'2i''238 

Juli 

»3 

4- 

22' 1 4^33 1 

..^ 

11'   8^20$ 

^^■* 

38439.7« 

^^^^* 

7S3-«7 

Sept. 

1 

4- 

25'4«''6sg 

... 

ii'S5"i32 

^M» 

41568.16 

"^^" 

S!6.8i 

Oct. 

11 

4- 

>9'37"457 

■ 

i2'4i''55Q 

" 

44363.85 

^** 

402.74 

Nov. 

20 

4- 

33'3«''539 

«■»» 

i3'27''oii 

■^^^ 

46733.46 

- 

205.9» 

Dec. 

30 

4- 

37'49"a94 

1 

I4'ii''i29 

■^ 

48598.29 

^^ 

1.79 

• 

-^M 

49899.82 

+ 

204.11 

S05     

Als  lieispiel  zu  dep  Form^lfi  zum  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
leite  ich  die  osculirenden  Elemeiite  für  187 1  Sept.  13  ab.  Es  tritt  zwar,  wie 
die  im  obigen  Beispiele  ausgeführte  Störungsrechnung  erweist,  durchaus  nicht 
die  Nothwendigkeit  auf,  die  Störungen  auf  die  Elemente  zu  übertragen,  da  der 
Gang  der  Störungen  Aocb  hinreichend  regelmässig  ist  und  selbst  bei  der  Fortführung 
der  Rechnung  bis  zum  Jahre  1860  zurück,  Yom  Anfang  1875  ausgehend,  niemals 
allzu  unregelmässig  wird.  Der  Uebergiang  wird  al^o  hier  nur  als  Beispiel  aufzu- 
fassen sein,  welches  vergleichende  Anhaltspunkte  für  die  Leistungsfähigkeit  der  ver- 
schiedenen Methoden  der  Störungsrechnung  abgeben  soll ;  denn  für  dieselbe  Epoohe 
wurden  bereits  osculirende  Elemente  abgeleitet  bei  dem  Beispiele  der  Störungs- 
rechnung  nach  den  rechtwinkeUgen  Coordinaten,  wobei  jedoch  für  ^ese  letsrtere  Me- 
thode der  Uebergang  auf  osculirende  EJlemente  driugeud  nothwendig,  war.  Die  Ele- 
mente, welche  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  liegen,    sind  wie  oben  (pag.  173)  : 

(§)  Erato 

Epoche,  Osculation  1874  Dec.  26,0  mittl.  Bßfl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1870,0 

Lo  =  2i9^    8'     ö^S 
3/0  =  180    40   48.9 

TTo  =      38      27      17.9 

-Qo=  »25    42    39.7 
1^=      2    12    23.9 

9o=      9    59    14-9 
/«o  ==  640"  89605 

log  oo  =  0.495  4793  • 

Wählt  man  wieder  als  Zeiteinheit  das  Intervall  der  Störungsrechnung  (40  Tage, 
also  fiir  k  überall  40 A;,  für  to  aber  die  Einheit  einzusetzen),  so  finden  sich  die  der 
Rechnung  zu  Gründe  zu  legenden  einfachen  und  Doppelinteigrale ,  weil  die  neue 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  Störungsintervalles  fällt,  nach  den  Formeln 
;vefgl.  pag.  35,  53) : 

Jf(^)dx  =  'f{a+[i+i]w)  +  ^f  (fl-h[t  +  lH  --^/-"(a-hK+lH  + 

und  man  findet  desinaoh  unter  Zugrundelegung  der  beim  obigen  Beispiele  erhalte- 
nen Integraltafeln ,  zunächst  für  die  einfachen  Integrale  leicht : 


806    

JM  Jia  dv-di        dx'.A    fsUdt 

'f[a4-[i+\]v>)  +i°i'53''7'46'  — S'iS'Söq  +6301.78  —318.38  +5008.92 


+  —  /'  («+[«■+*]«') 


-lfe/"'(«+t*+lM      -        °-°°3 


i"337   —  .  0.006    — :       7.06  4-     0.29  + 

o    —       6.02  o 


0.95 
o 


f/{T)dx 


+  i°i'52'4o6  — 8'i8  875  +6294.70  —318.09  +5009.87 


iind  für  die  Doppelintegrale: 


•/(«+[»•+*]«') 

+  15411.52 

+ 

724-37 

— i-/  (<»+[»+*H 

+           6.27 

+• 

0.77 

O.IO 

+ 

f\  C\t 

'        2920    J     l^    »    L»  7    JJ«'J 

\Jm\ß\ 

-i^>''(«+t*+*1«') 

—              O.Ol 

0.00 

T/{x)  dxi 

» 

+  15417.68 

+ 

725.IS 

Die  Rechnung  nach  dem  Formelsystem  IIj  (pag.  1 70)  führe  ich  78tellig  durch, 
weil  man  die  aus  derselben  resultirenden  Zahlen  später  bei  der  Controlrechnung  mit 
grösserer  Genauigkeit  braucht,  als  dies  die  6stellige  Rechnung  gewähren  kann : 


JMi    327^2' 53" 64  * 

-E»o  320*^45' 45"  99 

sinJB^  9fi^i  0829 

cosjE^  9.889  0403 

Subtr.  o.  HO  0930   * 

cos^— eo  9.778  9473 

r^sin^o  O11289  9304 

9,857  0986 

Tocos^o    <>-274  4266 
t'o    3i3^58'39''o7 

To     0.432    8318 

z     5.860  4279 

taug  b     5.428  0595 

cos  b    0.000  0000 

(wk)'.Vp^    9.596  5336* 

[wk]  €^'.Vp.    8.835  6650 
sin  V    911846  9208 

(i+y)->     9.999  3309 
d'r)^     8„68i  9167 


M  328°  4  46"o5 

E^  321^57' 2o''o9 

sin  ^  9,789  7726 

cos\Eo  9.896  2688 

Subtr.  0.108  0295 

cos  E^ — e^  9.788  2393 

((r))  sin  V  0,278  6201 
9,852  0193 

(fr))  cos  V  0.283  7186 

V  3i5°2o'io''7i 

((r))  0.431  6993 

^o^  (i  +^)  0.000  6691 

(r)  0.432  3684 

r  0.432  3684 


dy:di  6.798  9750 

rfWi  7230  6743 

Add.  0.015  6437 

d  (r) :  di  8,666  2730  • 


St07     

Von   hier  ab  kann  die  Rechnung  östellig  geführt   werden;    man  erhält  so 
nach  III)   (pag.  170) : 

dz: dt  5„502  550 

(r)  dz:di  5^^934  Qi» 

z  d[r):dt  4^526  701 

Subtr.  9.982  694 

[wk)  Vp^    0.078  749 

fs  Udt    p.tg^  82O         ^ 

Add.     0.000  181 

Nenner    0.078  930 

Zähler    511917  612 

(^)/^  ^'^'  6.862 ,85 

zYpo^in^^J    1.678  ... 

Add.     0.000  003 
sec  J    0.000  000 

log  J  {Vp)     6.862  188 

weiter  lässt  IV)   (pag.  170,  171)  finden: 

iio     iVii"95 

tang^^     8.284  632 

a    3.852  807 

*;    7-283  543 
42    4.567  086 


sin  (/— iJejtängt/. 

5.428  059 

QnQÖQ  477 

cos  {/-J-lToj.tang/ 

• 5„638  682 

/— JTo 

1 58^46' io"2 

/— F4-Wo  +  -^w 

227®56'3o"o 

69°io'i9"8 

> 

1 

tang/ 

5.869  205 

tang^/ 

5.568  175 

8in»i/ 

1.136  ,. .._ 

.        aV/'o 

0*542   138 

'  log.  Add. 

6.000  091 

2Vpi  +  AVp) 

0.542  '229 

log  J  ip) 

7.404  417 

o"ooo 

> 

2ifi 

1 

1 

i38°2o'39"6 

sin  JS^ 

9.970  651 

sin  2  Kq 

9.822  595 

sin  J^  :  sin  i'' 

5.285  07 

sin  2  ü[^  :  sin  2" 

4.835  990 

(U),  —  6'io''356  J[K)     —  eg'gtb 

(11),  +       o''253  Q-^  -H  6'io"240 

n  —  6'io"io3 

I  +     0.137  i^W    —  3'  s"© 


Sp  +  \J  (K)  69«  7'i4"8  tang  \  (i-i^)  5.120  112 

'M*{K,+\J{K)]  9.551  937  T  4685  575 

tangl/  5.568  175  i(»— ^>)  +  a"?*« 

tec  ^J  (K)  0.000  000  I — 1^  +  5"440 

Nun  kann  an  die  B^rec^nung  der  Formeln  V)  (pag.  171]  geschritten  frerden. 

\{E^+JEoo)  32i''2i'^3"o  cosqpo  9-993  368 

ß  9.999  992  n'  cos  N  9.886  061 

cos  ^  (jE;^+jB^)  9.892  62)i       ;  [  9.890  083 

nn9>o  9.239  131  ,       n'siniV  9^795  4^^ 


Henner    9.936  784 

ÄVO        

f»' 

9.995  978 

JM"    3.569  656 

«»/» 

0.495  47» 

E^-E^    +i°ii'34''io 

■ß» — -Bl» 

3.6J2  872 

smi" 

4.685  575 

N—t>^    6°57'i5''i 

CO«  (i^-«a)     9996  793 

i  (f'-**) 

oV^s"« 

n    8.809  896 

i  (>'+••) 

3i4°39'24''9 

sin  (iV— Cg)     9.083  057 

i>r-i  (F+ro) 

6°i6'29.3 

n  sin  (N—Vq)     7.892  953 

8m{iV-4(^-4-f.)} 

9.038  610 

ro    0.432  832 

•^n 

d„869  896 

Subtt.     9*998  746 

«eci(K-~t>o) 

0.000  031 

Nenner    0.43t  578 

log  [({*•) )-rol 

UH^  537 

n  cos  [If—t^)     8  «806  689 

tang(r-*i>o)     8.3:^5  in 

T    4.685  696 

V-Vf^    +i''zi'ii''t/^ 


Zuf  Contfole  der  ebcfn  erhaltenen  Werthe  findet  man  aus  Vi)  (pag.  171) : 
a^ß[E^'-E^)mii''    8.813  9^^  |  Oq  cos  9)0    0.187  ^^7 

9»034  619 
711848  537 


u^sini{U;+^) 
log  [((r))-ro] 


compl.  V'ro((r)) 
/:^  sin  i"  (JS;)— -Eio) 
sin  ^  (^— t^o) 

1  [V-t^]  +    4045"»^ 


9-567  734 
8.318  439 

8.073  990 
4.6Ö5  565 


F— 00  +i''2i'3i''64 

Die  Controlwerthe  stimmen    somit  vollkommen;    aus  VII)   (pag.  171)  ergibt 
sich  nnn: 


sin  ^  j^    5*127  029 
2  sin'-|i    0.555  088 


{(r))  Y    7-6«9  718 
Add.     9-841   129 


* 

7.188    019 

J[r) 

7^460  847 

Add. 

0.000    000 

«^  +  3  8iiy>  i  ft 

7.^88    019 

y 

7.188    019 

sint^o 

9n857'  099 

2  8mi(F--i^) 

8.375     020 

dvidt 

6.798  975 

C08i{F+l»,) 

9.846    869 

(r)  d¥  :  dt 

7-231  343 

2  sin^  [V—Vt)coi{[V+Vt) 

8.221    889 

[wk] 

*^  {••••»  *  'Pn 

7.085  540 

Xsiiii% 

7^045    118 

Add. 

0.234  219 

Subtr. 

0.027   986 

«b'.dt 

5.502  550 

{ ) 

8.249  875 

{^: 

{r)}{dzidt} 

0.930  609 

(»i)^:|^ 

8.835   665 

ei)'+(a) 

7-4«5  562 

. 

im. 

0 

809     

Vp    0.241  289  C08  6  :  {i+v)  9-999  331 

P        0.482     578  J    1^)  7.464     893 

Nun  kann  an   die   Bestimmung   der  Excentricität  und   der  wahren  Anomalie 
geschritten  werden;  die  Formel  VIII)   (pag.  171)  liefern  hierfür: 

drQidt        8,1692764  ^  sin  G  7.865  465 

I     5n554  952  9-9Ö2  361 

II     7.706  182  jf  cos  G  7.329  201 

Add.     9.996  924  G  73°46'5o"o 

Compl.  [tok)     0.162  359  G — «0  ii9®48'io''9 

sin  [G  —  Vq)  9.938  389 

Pq  :  ro    0.049  384  9  7-883  104 

11    7n5io  231  cos(G  — ro)  9*1696  373 

I     7.404  417  ^cos  [G—Dq]  7„579  477 

Suhtr.     0.251   338  Cq  9.239  131 

Compl.  r    9.567  632  Add.  9.990  385 

Nenner  9.229  516 

G—\[v  +  Vq)     ii8°4r  2"4  ^sin(ö— Do)  7.821493      • 

co8{6 — Itt'  +  t'o)}     9n68i   222  tang  [v  —  Vq)  8.591   977 

gcos{G—\  (v+Vo)}     7„564  3^6  T  4.685  796 

sec  ^  (v  —  Vq)     0.000  083  V  —  ©0  2**i4'i7"i4 

^  W     7n564  409  i{^  —  t>o]  1°  7'  8"57 

«0     9-239  131  i(c  +  t?o)  315°  5'47"6 
Add.     9.990  717 

sin  9)     9.229  848  2^0  9*540  161 

(p      9°46'27"o  Add.  9.995  383 

•       i(9  +  9>o)       9°52'50-9  [2e^  +  Je)  9-535  544 

cos  I  (9  +  <jf)o)     9-993510  z/(c2)  7^099953 

\  J  [e]     7n2t^  379 
sin  \  (g>—q>ü]     7n269  869 

S     4-685  575 

4(9-9>o)      -  6'23"967 
9—9o     — 12'47"934 

Aus  IX)   (pag.  172)  findet  sich  weiter: 

log  2     0.301  030  2  sin^  (d— ©o)  8-591   729 

sini  (c— ro)     8.290  699  »in  ^  (r  +  »o)  9n848  752 

co8i(r4-ro)     9.850216  (y)2  8„440  481 

cos  g>    9.993  650  Subtr.  9.938  007 

[o)x     8.435  595  (y)  8.378  488 

2  sin  4  (y  — qPo)     7n570  899 

sini  (9  +  9o)     9-234  5i5  i^'P)  9949  790 

Oppolifir,  Bftbnbe*iininiiing«a.  II.  27 


sin  9o 

9n857  099 

{"h 

6.662  513 

Subtr. 

9.992  614 

(a> 

8.428  209 

o'i  (r  :  p) 

8.377  999 

[X]  sin  ^00 

7.080  074 

Add. 

0.021  338 

(y)  'r  •■  p) 

8.328  278 

X]  cosJE^o 

7«i68  031 

Add. 

9.968  883 

g'  sin  G' 

8.399  337 

9.894  618 

9  cos  G' 

8.297   161 

G' 

•  5iV43"o 

G'-E^ 

9o''54'57"o 

sin  (G— ^oo) 

9.999  944 

y' 

8.504  719 

C08   (C— jBoo) 

8^203  675 

£ 

322°35'4o"2 

—  sin  -B 

9.783  512 

J[e]  :sin  i" 

2^878  834 

log  z/  3f :, 

2^662  346 

210 


—  y  008  G 

7^29  201 

w 

7«278  99« 

sin  E^ 

9»8oi  083 

cos^ 

9.889  040 

^  cos  \ß'—E^) 

6.708  394 

Nenner 

9.999  778 

y'8in(G'-i;,o) 

8.504  663 

tang  [E—E^] 

8.504  885 

T 

4.685  723 

E-E^ 

i°49'54"20 

i  [E-E^) 

o-54'57''JO 

i(£+^o) 

32iV'43''i 

cos  i  (JS+£oo) 

9.894  618 

«m\{E-E^) 

8.203  688 

—  2  sin  9)0:  sin  i" 

4,854  586 

log  J  Mi 

2.952  892 

JMi  — 

i4'57''2o6 

JMj  — 

7'39''564 

M—M,  + 

i°27'i7''43 

Nach  X    (pag.  172)  erhält  man: 


J(K) 

6'  9"966 

J(u] 

0.000 

dtjt 

-       8'i8"875 

r— »0 

+  i°2i'3i"64 

V        Co) 

-  2°i4'i7''«4 

ü#— Wo 

—      1"  7  14  34 

Tt  —  /Tj 

—    1°  r  4''io 

L—U> 

+      o°26'i3"33 

Hot 

-2«3°37'55''26 

Aus  XI)   (pag.  172)  leitet  man  schliesslich  ab  mit  Benützung  der  Tafel  XI: 


/'o  — 


^ip) 

7.404  417 

«0  ^  M 

7ii595  432 

Po 

0.482  216 

Subtr. 

0.000  563 

Add. 

9.742  286 

OoJ[e^] 

0.482  779 

Nenner 

0.783  809 

J{p)+ao^{e^ 

7.146  703 

logq 

6.362  894 

9       - 

-0.000  2306 

/ 

0.477  37« 

—  H* 

2.806  787 

lo«  {t*  —  th) 

9.647  05a 

t*—th 

+  ©"44366 

214     

Die  neuen  Elemente  sind  also,   wenn  man  die  Epoche    auf  den  Osculations- 
punkt  1^ : 

@  Erato 

I 

Epoche  und  Osculation  187 1  Sept.  13,0  mittl.  Berl.  Zeit. 

mittl.  Aeq.  1870,0. 

L  =       5°56'24"87 
M  =  328  30  11.07 

71  =     37  26  13.80 

Q  =    125  4849.94 

i  =       212  29.34 

(p  =       9  46  26.97 

fi  =       64i"3397i 

Veigleicht  man  diese  Elemente  mit  jenen,  die  auf  pag.  136  mitgetheilt  sind 
und  in  ganx  anderer  Weise  durch  eine  völlig  verschiedene  Methode  der  Störungs- 
rechnung erhalten  wurden,  so  findet  man  die  befriedigendste  llebereinstimmung ; 
doch  ist  den  hier  erhaltenen  Elementen  das  grössere  Vertrauen  zu  schenken,  weil 
die  Störungsrechnung  nach  Encke's  Methode,  in  Folge  des  Anwachsens  der  Stö- 
rungen, nicht  mehr  die  hinreichende  Sicherheit  bot  und  eigentlich  länger  fortgesetzt 
wurde,  als  es  gestattet  erscheint;  man  kann  aber  aus  dem  hohen  Grade  der  Ueber- 
einstimmung  den  Schluss  ziehen,  dass  selbst  in  diesen  extremen  Fällen  die  mecha- 
nischen Quadraturen  alles  geleistet  haben,  was  von  denselben  verlangt  werden  kann. 
Die  unten  durchgeführte  Störungsrechnung  nach  der  Variation  der  Constanten  be- 
i^tätigt  die  eben  hier  gemachten  Schlüsse. 

Zur  Controle  kann  man  die  Formeln  III) — VI)  (pag.  172,  173)  benützen;  man 
erhält  aus  ni) ,  wenn  man  die  Rechnung  7stellig  durchführt: 


dz  :  dt 

5n502    5500 

sin  (/ — Kq)  tangt/ 

5.428  0595 

(r)  dz  :  dt 

5n934  9184 

9^969  4769 

zd{r) :  dt 

4„526  7009 

cos  (/ —  Kq)  tangc/ 

5^838  6820 

Subtr. 

0.017  305^ 

.   i—Ko 

i58Vio"o3 

Zähler 

5^917  6126 

V-\-  (Uq-^-Jü)      l 

227°56'3o"o4 

[fci]  V^ 

0.078  7492 

K, 

69°io'2o"oi 

pudt 

6.699  8265 

1 

Add. 

0.000  1814 

tang  / 

5.869  2051 

Nenner 

0.078  9306 

T 

4.685  5749 

(wk)  Vp 

0.078  9306 

J 

15.263 

(«)- 

1 58^46' io"o3 

Aus  IV)  (pag 

;.  172)  findet  sich 

nun: 

i*o 

i°6'ii"95 

CO8^(l0— /) 

9.999  9198 

\J 

0°  o'7"63i 

sec  {  (lo  -h  /) 

0.000  0809 
27» 

1  ^+/) 

* 

i"  6'i9"58i 

«1 A 

tgt{ir+(Q-Q«)} 

9838  5325 

\{h-J) 

I«  6'  4"3i9 

\  [K+  (Q-Qo)} 

34"35'io"i6 

1^0 

34°35'io"oo 

K 

69°  4'io"o7 

tangiJTo 

9-838  53»8 

i  (Ä'4-  IQ, 

69°  7'i5"o4 

8inl(^     y; 

8.283  7167 

co6i(Ä+Jir«) 

9-551  9354 

cosec|  («!,+/) 

1.714  6147 

sec  4  (K—  Äi) 

0.000  0002 

riiür-fQ-Qo)} 

9.836  8632 

tang^/ 

5.568  1751 

\{K-  (a-Qo)} 

34°28'59"9i 

tang  \  («■  -  %,) 

5,120  1107 

•    Q— Qo  +  *  6'io''25 

T  —  log  2 

4.384  5449 

Q 

i2  5°48V95 

•                         • 

•  — *0 

+  5^440 

Aus  V)   (pag 

.  172,  173)  erhält  man  nun: 

• 

dir) 
dt 

8„666  2730 

sin  q>  sin  v 

9,i069  9208 

{r):r 

0.000  0000 

9.858  5055 

7\Jt\ 

0*930  6095 

sin  fp  cos  « 

9.088  3528 

Add. 

0.000  0000 

V 

3i6«i2'55''76 

dr:  dt 

8^666  2730 

sin  9) 

9.229  8473 

Vp:  {u>k) 

0.403  6478 

9> 

9"46'26"89 

P 

0.482  5784 

2r— D 

ii2°5ri4''3i 

p  :  r 

0.050  2100 

ia 

27i"37'24"34 

n 

37"26'i4''29 

Schliesslich  findet  sich  nach  VI) 

(pag-  173): 

(45°  4- 1  'P) 

49°53'i3"44 

8in£ 

9n783  5134 

l« 

158**  6'27.88 

sin  if  :  sin  i" 

4.544  2724 

CO««  145  +  i  </>) 

9925  5514 

JM 

5*^54  3o''90 

tang^p 

9n6o4  0536 

M 

328*^30' io"62 

\E 

i6i°i7'49''86 

E 

322°35'39''72 

cos  f/> 

9.993  6498,5 

cos  ip^ 

9.987  2997 

log  a* 

0.742  9180 

log« 

0.495  2787 

*" 

3.550  0066 

iloga 

0.247  6393 

M 

64 1^3404 

Die  Uebereinstimmung  ist  eine  im  Ganzen  genügende ,  zeigt  aber  ganz  deut- 
lich den  überwiegenden  Vortheil,  den  die  Bestimmung  der  neuen  osculirenden 
Elemente  durch  die  Differenzen  gewährt. 
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0.  Variation  der  Oonstanten. 
§  1.   Anfstellung  der  DüFerentialgleiehnngen. 

In  den  vorausgehenden  Paragraphen  wurden  die  Methoden  der  Störungsrechnung 
zum  Vortrage  gebracht,  die  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Coordinaten  finden 
lassen.  Man  kann  aber  auch  die  Störungen  dadurch  bestimmen,  dass  man  durch 
Variation  der  sechs  willkürlichen  Constanten  des  Problemes  für  jeden  gegebenen 
Augenblick  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit  des  gestörten  Himmelskörpers  darstellt ; 
diese  Methode  bewährt  auch  in  der  Anwendung  die  hohen  Vorzüge,  welche  dieselbe 
in  der  Analyse  in  Anspruch  nimmt  und  ich  stehe  nicht  an,  zu  erklären,  dass  mir 
dieselbe  in  den  meisten  Fällen  als  das  geeignetste  Mittel  erscheint,  die  Störungen 
mit  der  grössten  Schärfe  zu  bestimmen. 

Eine  verhältnissmässig  kurze  Ableitung  der  diesbezüglichen  Formeln  lässt  sich 
auf  die  bereits  vorhandenen  Entwickelungen  gründen ,  und  ich  werde  hierzu  die 
Formeln  heranziehen,  die  oben  beim  Uebergange  auf  die  osculirenden  Elemente 
entwickelt  wurden ;  man  kann  dieselben  nämlich  sofort  für  das  vorliegende  Problem 
verwerthen,  wenn  man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich 
setzt,  die  Geschwindigkeiten  aber  den  störenden  Kräften  entsprechend  abändert,  und 
nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnimmt,  da  man  es  thatsächlich  nur  mit 
differentiellen  Aenderungen  zu  thun  hat. 

Als  störende  Kräfte  sollen  eingeführt  werden :  die  Störung  im  Radiusvector  iJo) 
positiv  gezählt,  wenn  der  Radius  vector  vergrössert  wird ;  die  Störung  senkrecht  auf 
denselben  in  der  Bahnebene  Sq,  positiv  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Him- 
melskörpers und  endlich  die  auf  der  Bahnebene  senkrechte  Störungscomponente  Wq. 
IKe  positive  Richtung  der  Zählung  für  die  letzte  Coordinate  ist  dadurch  bestimmt, 
dass^  vom  Pol  der  positiven  J^Achse  gesehen,  sich  der  Himmelskörper  im  umge- 
kehrten Sinne  wie  der  Zeiger  einer  Uhr  bewegt.  Es  soll  vorerst  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  die  Kraftcomponenten  berechnet  vorliegen;  wie  dieselben  bestimmt  werden, 
wird  im  folgenden  Paragraphen  erläutert  werden. 

Um  zunächst  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Lage  der  Bahnebene  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  die  Gleichungen  15]  (pag.  166)  vor;  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich  gesetzt,  die  Ge- 
schwindigkeiten aber  um  den  Betrag  der  angreifenden  Kräfte  vermehrt,  und  dass 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  weggelassen  werden  müssen,  nehmen  diese  Gleichungen 
die  Gestalt  an: 


sin  (/ — Kq)  tang/=^  o 

dz 


^    dt  rWo 


cos(/-Ä-o)t«Mr/=^^^=^^; 


I) 


2U     

es  ist  /  in  diesem  Falle  mit  dem  Argumente  der  Breite  u  identisch ,  denn  es  be- 
rechnet sich  /  aus: 

/  a=  V  '^^'  Wq  -^  Jia  ; 

da  aber  die  Elemente  osculiren,  so  ist  V  identisch  mit  o  und  z/cu  ist  der  Null 
gleich,  wodurch: 

wird;  hieraus  erschliesst  man  sofort  mit  Riicksicht  auf  die  erste  Relation  in  i), 
(pag.  213))  dass  auch 

ist,  welche  Relation  übrigens  sofort  aus  der  geometrischen  Anschauung  klar  wird. 
Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  ist  also,  wenn  man  wieder  den  Bogen  mit  der 
Tangente  vertauscht: 

m 

Man  erhält  daher  statt  der  Formeln  21)   (pag.  168)  sofort: 

idJSr—  \dQ  =  —  \Jcotgiimiu  ,  /  ^^ 

wobei  ich  von  nun  an  die  Variationen   der  Elemente   durch  die  Störungen,    soweit 

dieselben  von  der  Ordnung  differentieller  Grössen  sind,  durch  ein  vorgesetztes  d  von 

den  Differentiationen  imterscheide;   es  wird  also  aus  3]  erhalten: 

•  ^         Juinu         l     Wo     \ruinu  » 

8K=  —  /cotg«  sin«  =  —  I — 7=^)  ^  cotgt  sin«  ,  5) 

und  aus  der  Gleichung  24)   (pag.  168)  folgt  sofort: 

d«  =  /cosu  =  I >?!_-)  r  cos  u  .  6) 

\  kVp    ' 

Die  erste  Gleichung  in  13)  (pag.  166)  gibt,  da  cos/  der  Einheit  gleich  gesetzt  wer- 
den kann: 


^^p  —  ^  dt    y  dt ' 


legt  man  die  X-Achse,  wie  es  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden  soll,  in  den  Radius- 
vector,  so  wird: 

a;  =  r ,    y  =  0 
und  nothwendig: 

wenn  durch  -j^  die  ungestörte  Geschwindigkeit  in  der  F-Coordinate  dargestellt  wird ; 
ntm  ist  aber  wegen: 

»•0 
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auch: 


♦•«4^=*vÄ 


dt 
und  man  hat  also,  da  r^  mit  r  identificirt  werden  muss: 

oder: 

Heim   Uebergange    auf  osculirende  Elemente  wurden   auf  pag.  89   die  Glei- 
chungen  gefunden: 

a8ini?  =  «o8iiii?o+  j  \^  J(Vp)  +  Vp  ^(^)1 

6  CO«  o  =3  Co  cos  t>o  +  y  I  ^  (jd)  —  ^  ^/  (r)  I  . 

Setzt  man   nun  in  diesen  Gleichungen  fiir  die  Aenderungen  des  Parameters 
die  Variationen  aus  7)  ein  und  beachtet  die  Relationen: 

dr  •  k 

j7  =  ö  Sin  ©  -7= 
dt  Yf 

^  (r)  =  o 

d{e  sin»)  =  sint?  ic  4-  «  cosrit?  =  "4"  1  ^^y=-  r  Sq  +  V/>  Mq  > 
Ä{öcosc)^=co8t?  Ä«  —  e  sint?^«  =  -^r—-  y^. 


80  wird: 


8) 


Bei  diesen  Gleichungen  hat  man,  um  späteren  Missverständnissen  vorzubeugen, 
zu  beächten,  dass  unter  dv  die  Variation  zu  verstehen  ist,  welche  die  wahre  Ano- 
malie durch  die  momentanen  Störungen  allein  erleidet;  es  ist  also  de  wohl  zu  tren- 
nen von  dem  Ausdrucke  (-^1  di ;  dieser  Umstand  wird  später  nochmals  ausführ- 
lich besprochen  werden. 

Um  de  und  iv  aus  den  Gleichungen  8)  zu  bestimmen,  hat  man  zunächst, 
wenn  man  statt  e  den  Excentricitätswinkel  q>  einführt, 

coBg>dq)  =  {er  sinc^  -f.  2p  cost?}  (— %=)  +p  sin©  l — 7=^)  ; 
ersetzt  man  nun  r  durch  den  Werth  — -^ ,    so  findet  sich  leicht : 

er  smu^  4-  20  cosü  =  p  \ — -. f-  2  cos  t?  j  ==p  {-— — -2- --^- }  == 

=  ^  (cosf?  4- COS  £} , 
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und  man  hat,  wenn  man  p  durch  a  cos  q>^  ersetzt,  sofort : 

8fp  =  a  cos  9)  {cosc  +  cos^}  I    ^—\  +  «  cosr/)  sin©  ( -^^^)  •  9) 

Weiter  folgt  aus  8)   (pag.  215): 

edv  =  sint?  {er  cost?  —  zp)  l-    y-^)  +  p  cos©  I     y— )  ; 

nun  ist  aber: 


^cos©  =  -2 I 

r 


wodurch  erhalten  wird: 


Die  Formel  23)   (pag.  168)  gibt  weiter  die  Relation: 

j7t  =  J{K)  +J[u)  +  Joß  +  {{V—Vo)  —  (v-Vo))  +  (Q  —  Qo)  ; 
hierbei  ist  den  gemachten  Voraussetzungen  und  Entwickelungen  nach  zu  setzen: 

J  [u]    =0 

r— t?o  =  o 

t) — ©Q  =  8t) 

Ö— Öo  =  öQ=--T-^  I         °       ; 

«mt    \  ^|/p   /  ' 

demnach  wird  man  haben: 

Um  die  Variation  der  taglichen  mittleren  siderischen  Bewegung  /i  su  finden, 
soll  zuerst  der  in  dem  Ausdrucke 

(veigl.  pag.  92)  auftretende  YajctOT  fq  näher  erörtert  werden. 

Wenn  man  beachtet,  dass  q  von  der  Ordnung  der  Störungen  ist,  und  dass 
der  Factor  f  sich  von  dem  numerischen  Werthe  3  nur  um  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Störungen  unterscheidet,  so  wird  man  auf  die  hier  gestellten  Bedingungen 
sich  stützend  schreiben  dürfen  : 

a/i  =  — 3y/i,  '  u; 

und  es  stellt  sich  demnach  die  Aufgabe,  den  Factor  q  durch  die  störenden  KnlAe 
auszudrücken,  wobei  man  q  nach  pag.  92  annimmt,  sofort  aber  die  Glieder  sweitt^r 
Ordnung  fortlässt  und  statt 

^  [e^]  ^  2  e  8  e 


sri7 


schreibt;  man  hat  so  zunächst: 


q  =  ~£:?L- =  ^  +  tang  9>  *  9>  ; 

die  Substitution  der  Variationen  aus  7)  und  9)  gibt,  wenn  man  beachtet,  dass 
r  +  ö  sin  (f  {  cos  v  +  cos  JE  }  =  o  (i  +  /sin  ff  cos  v)  =  — 

ist,  sofort: 

fuhrt  man  diesen  WSrth  in  12)  ein  und  ersetzt  ^  durch    -»  ,  so  findet  sich: 

rf^,=_l*.W^)_lisin9)8int,(-4.)    .  13) 

Wir  haben  nun  noch  die  Störung  des  letzten  Elementes,  nämlich  der  mitt- 
leren Anomalie  zu  betrachten.     Diese  bedarf  einer  besonderen  Erwägung. 

Will  man  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  {M)  zur  Zeit  T  finden,  so  hat 
man.   wenn  man  mit  Mq  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  Tq  darstellt  : 

T 

(M)  =  Mo+f(^)dt.  14) 

Da  aber  in  der  ungestörten  Bewegung 

ist,  so  kann  die  Gleichung  14)  in  der  gewöhnlichen  Form 

{M)  =  3I,  +  {T-To)tio 

geschrieben  werden,  doch  bietet  die  erstere  Schreibweise  für  die  vorUegenden  Be- 
trachtungen wesentliche  Vortheile. 

Die  gestörte  mittlere  zinomalie  zur  Zeit  T,  die  mit  M  bezeichnet  werden  soll, 
erscheint  von  der  Zeit  in  zweifacher  Weise  abhängig,  indem  dieselbe  vorerst  eine 
explicite  Funktion  der  Zeit  ist  und  andererseits  durch  die  Störungen  Aenderungen 
erfährt.  Wir  haben  hier  also  Differentiationen  und  Variationen  getrennt  von  einander 
zu  halten. 

Ich  bezeichne  daher  die  Zeit  mit  t,  wenn  eine  gewöhnliche  Differentiation 
nach  der  Zeit  verstanden  werden  soll,  und  mit  t,  wenn  es  sich  um  eine  Variation 
durch  die  Störungen  handelt ;  ausserdem  unterscheide  ich  die  erstere  Operation  von 
der  letzteren  durch  die  beziehungsweise  vorgesetzten  Operationszeichen  d  und  d. 

Will  man  nun  die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T  kennen  und  durch 
die  Gleichung  14)  darstellen,  indem  man  derselben  durch  die  Variation  der  C/on- 
stauten  Genüge  leistet,  so  wird  offenbar  sein : 

M=M,  +  J  M,  +f(^  +^-'^«)  dl,  .5) 

Oppolxer,  BfthDbeatimmaBgen.  U.  2b 
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wobei  J Mq  die  uDmittelbare  Variation  von  M^-  durch  die  Störungen  vorstellt,  ^  —jt- 

jedoch  der  Idee  des  Integrales  entsprechend,   die  Variation  für  die  unbestimmt  ge- 
lassene Zeit  t  bezeichnet;  es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 


^^H[^)^' 


^0 

T 


ist,  man  hat  also  statt  15)   (pag.  217)  zu  schreiben: 

T  TT 

jlf  =  Jfo  +  /io  [T-T,]  +f  [^^)  dx  +JdtJ[^]  dx  16; 

Die  Störung  der  mittleren  Anomalie  J  M  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Theile;  der  erste  Theil  entsteht  aus  einer  einfachen  Integration  der  Va- 
riation des  Elementes  M^  ,  der  zweite  Theil  beruht  auf  der  integrirten  Variation 
von  /i  nach  der  Zeit.  Da  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Variation  und  Inte- 
gration nach  derselben  Grösse  stattfinden,  indem  dt  s=  dr  ist.  so  kann  man,  wenn 
auch  in  nicht  ganz  correcter  Weise  dafür  das  Doppelintegral  (eigentlich  iterirtes 
Integral)  r 

schreiben,  und  erhält  so  die  allgemein  übliche  Schreibweise  für  dasselbe. 

Bildet  man  nach  16)  die  Variation  von  dJM  nach  /,  so  erhält  man  sogleich: 

T 

8JM=={dM]T+f[-^)dx,  17) 

wobei  der  dem  ersten  Gliede  angehängte  Index  anzeigt,  dass  fiir  8M  die  für  den 
Zeitpunkt  T  geltende  Variation  einzusetzen  ist,  ebenso  ist  im  zweiten  Gliede  die 
obere  Grenze  dem  entsprechend  eingeführt.  Beide  Bestimmungen  erklären  sich 
einfach  aus  der  Bedeutung  des  Differentiales  eines  bestimmten  Integrales.  Es  stellt 
sich  nun  die  Aufgabe ,  die  Variation  von  J  M  durch  die  störenden  Kräfte  auszu- 
drücken, und  hierbei  kann  man  sich  auf  das  Glied  [dM]T  allein  beschränken,  da  die 
Variationen  von  fi  durch  die  störenden  Kräfte  bereits  oben  entwickelt  sind  und 
daher  auf  die  bekannte  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  reducirt  erscheinen. 
Man  wird  übrigens  diesen  zweiten  Theil  bei  der  Anwendung  zweckmässig  nicht  mit 
dem  ersten  Gliede  von  8JM  vereinigen,  sondern,  um  zur  Kenntniss  von  J M  tvi 
gelangen,  die  Integration  der  Variation  von  JM  durch  eine  einfache  Quadratur  für 
sich   allein  ausführen   und  nach   der  Integration  das  Doppelintegral,    welches  aus 

-^  entsteht,  nachträglich  hinzufügen. 

Um  zur  Kenntniss  der  Variation  d  Jtf  zu  gelangen,  bieten  die  vorangehenden 
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Entwickelungen   hinreichende  Anhaltspunkte,    doch   wird   die   hierfür  nöthige  Ke- 
duction  ziemlich  weitläufig. 

Die  Formeln  8)  (pag.  91)  geben  mit  Weglassung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
und  unter  Berücksichtigung  der  Formel  7)   (pag.  215} : 

[a)  =  cos  q>  cos  v  d  v  —  sin  q)  sin  v  3  tp 

(y)  =  COS  (p  d  q)  —  sin  0  ^  0 

»'^-^ 

und  es  findet  sich  demnach: 

sin  ^  =  sin  E^  —  *^^  sinjEo  +  —  1  cos  (p  cos  vdv  —  sin  tp  sin  od</>  | 

COS  E  =  cos  ^0  —  -^^  cos  JBo  +  --  |  cos  q)d(p  —  sin  f?  d  0  | 
woraus  sofort  folgt: 

i-E  =  — I  (cos(jpcoscco8  jB+sinosinJB)  do — (sinqpsint?  cos£  ■+•  cos<jpsinjB)dqp  |;  18) 

ausserdem  hat  man : 

M=E—esmE, 
es  ist  also: 

d  M=^  —  d  E  —  sin£  cos  tp  d  q>; 

die  Vereinigung  dieses  Ausdruckes  mit  18)  gibt: 

iM  =  —\cos(pco9VC09E'\'8invsmE}dv —  j—  (sinf/)8inf?co8jE4-cos(jpsin  JS)  + 

-{- cosfpsinEl  dg>  .         ig) 

Dieser  Ausdruck  ist  einer  wesentlichen  Heduction  fähig;  vorerst  soll  in  dieser  Rich- 
tung der  Coefficient  von  dv  vorgenommen  werden. 
Setzt  man  die  bekannten  Relationen 

COS  V  =  — ^ - 

r 

sino  = ^ 

r 


=  —  COS  ß)  (1  —  e  COS  E]   =  -5 .  20) 

V  ^  ^  '  dß  cos  w  ' 


ein,  SO  wird 

IKe  Keduction  des  Ausdruckes  ^  -  ergibt,  wenn  man  sin  t  wie  oben  durch  die  ex- 
zentrische Anomalie  ersetzt,  vorerst 

-j —  s=s  —  I  COS  9  sin  £  (i  H e  cos  E)  + cos  tp  sin  E  | 

^  H \-  e  COS  E  \ ; 

r     *     a      *  )    pa      ^ 


nun  ist  aber  bekanntlich: 


e  cos  E  —  i . 


2S^ 


22« 


so  dass  Bchliesslich 

wird. 

Es  findet  sich  demnach  die  Variation  von  M  als  Funktion  der  Variationen 
d  V  und  d  tp  nach  den  obigen  Formeln : 

d  3f  =  — s-^^ dt  —  (p  4-  ^)     r""*^«  d  q>  22) 

Or  C08  <p  **  '     ö*  COS  Op*         ^  ' 

Da  aber  die  Variationen  von  v  und  <jp  durch  die  störenden  Kräfte  mittelst  der  For- 
meln 9)  und  10)  (pag.  216)  gegeben  sind,  so  enthält  die  Gleichung  22)  bereits  die 
Lösung  des  Problemes. 

Ehe  ich  jedoch  diese  Substitution  ausführe,  soll  noch  statt  der  Variation  von 
M  die  Variation  der  mittleren  Länge  d  L  eingeführt  werden ,  da  bei  der  häufigen 
Anwendung  dieser  Methode  auf  die  Berechnung  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  diese  Transformation  zweckmässig  erscheint.  Denn  bei  der  meist  nicht 
allzugrossen  Excentricität  der  Bahnen  der  kleinen  Planeten  werden,  da  do  nahezu 
gleich  —  dn  ist ,  die  Variationen  von  7t  und  M  nahe  gleich ,  erhalten  aber  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  und  sind  überdies  meist  gross ,  da  dieselben  im  Nenner 
den  Factor  sin  (p  enthalten ;  es  ist  aber 

L  =  M+7t  , 
also: 

dL  =  dM-\-d7t^  23) 

und  das  Element  L  erscheint  demnach  von  den  eben  angeführten  Nachtheilen  be- 
freit.    Nach  Gleichung  iij    (pag.  216]  ist: 

Ö7t  =  —  Ä©  4-  r  sin  w  tang  {  i  j — ^  j ; 
es  ist  also  auch: 

^^=  (-^V    -  I  )  (Je  -  ip  +  r)  -^2^,-  d<p  +  r  Sil.«  tang  i.(^-||)  .       24! 

Der  Coefficient  von  6  v  lässt   sich  aber  schreiben ,    wenn  man   für  r  die  ex- 

centrische  Anomalie  einfuhrt: 

I  &L    2Binly2-|-«'co«-E2 — 2ecoB£ 

dv  cos  tp  ' 

nun  ist  aber: 

2  sin  I  y  =  — V    ,     cos  E  [2  —  e  cos  E)  =  cos  jB  j  i  -f-  — ) ; 

man  kann  daher  statt  24)  setzen: 

oL=         '^^^         ^    —     eov —   r       ,rsm  c<>f/>+rsinwtang4i( — ~\.     25 

a  cos  9  ä^coBfp^  '  **  *    \kyp  I 

Substitiiirt  man  nun  für  d  v  und  S  rp  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  9  und 
loj  (pag    2i6\  so  erhält  man,  wenn  man  diejenigen  Glieder  zusammenzieht  die  mit 

dem  Factor  f      ,-1  multiplicirt  erscheinen,  den  Coefficienten  von  \—^\ 

Uv>/  ^  \kyp1 


m 


PC09V  4      .         M            /      i     \          171  i         r(p  +  r)8int7*  •  ^» 
{  aUinslfp  —  {a  +  r]coBE  \ ^       .                      26) 

Setzt  man  also  für  a  cos  £  den  Werth  (r  cos  0  -f-  c'  ^)  ^i^d  beachtet,  dass 

i?5ii|=«^- =  -  tang  i  ^  .7) 

ist,  so  verwandelt  sich  26 j  in 

—  I  (p  +  r)8int?2  4-j[>coso(co8r+cos-B)  j  — pcosotang^f)  , 

oder : 

—  I^£?i2  I  p-f-rsinr^  +  Z'cosocos^  j  — ficosotang^  (p. 

Nun  ist  aber: 

cos  E  =  — i — - — 

r  = l 

wird  also   der  Coefficient  von  l—^]  schliesslich: 

—  (zrcosg)  +  pcosvtsxig^q)]  .  28) 


68 


Der  Coefficient  von  (—7^1  findet  sich  zunächst: 


(coBV '\- cos  E)    /       I      \        •  fltanirlg)— (aH-r  co8£  ,      ,     »    . 

acoBfp  ^'^  '  acoR(p  ^'^         ' 


oder: 

{p  -j-  r)  gin  V 
aco9<p 

da  nun 


I  rcosü  —  acosE+  ataiig\(p  j  ; 


r  cos  V  =^  a  (cos  E — e) 

ist,  80  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  27)  sofort  den  Coefficienten  von  /— 7^- 1  in  der 

\kypl 

schliesRÜchen  Form: 

[p  4-  ^)  sin  V  tang  \  g>  .  29) 

Für  die  Variation  von  L  wird  man  also  durch  Vereinigung  der  Besultate  der 
Gleichungen  25),  28 j,  29)  anzunehmen  haben: 

61^—  (2rcosy+pcosütg|y)|-^^^j  +{p+ri  Binvig^tp  [-j^-]    + 

+  rsiniit«4t(-^-^),        30) 

und  hiermit  ist  die  gesammte  für  die  Variation  der  Constanten  nöthige  Entwickelung 
beendet 

Trägt  man  alle  Formeln  übersichtlich  zusammen  und  wählt  als  Zeiteinheit  das 
bei  der  Störungsrechnung  zu   ürunde  gelegte  ZeitintervuU    u>,    so  erhält  man   das 
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folgende  Formelsystem,  in  welchem  entsprechend  der  gewählten  Zeiteinheit  Wj   ab- 
kürzend 


S  =      ^ 

lufk]  Yp 
(w  k]  Yp 

(fok)  Vp 


31) 


gesetzt,  und  ausserdem,  um  das  Resultat  der  doppelten  Integration  für  JL  unver- 
ändert beibehalten  zu  können,  der  Zeiteinheit  w  gemäss,  wdfi  statt  dfi  einge- 
führt ist: 


öi=  rcosuW 


<JQ  = 


unt 


W 


dL 


3  [wk) 
—  ^  ,—    sinqp  Bin© 


—  {2rco9(p  +  pcosvtg\(p]  R  +  (r-f-j»)  sint^tg^^^^S'+^sinutg^t  TF 
pcoBg    -n    .     «     .     \    Bin« 


.32) 


A4-  (r+p) 


S  +  rsintttg|t  JF 


acoBg>  sinoiZ  +  a  cosf)  (coso  +  cos£)  «S' 


=J-^  ^•+M^  "•  ■ 


Die  Ermittelung  der  gestörten  Elemente  hat  daher  keine  Schwierigkeiten, 
indem  die*  Variationen  der  Elemente  durch  einfache  numerische  Quadraturen  er- 
halten werden,  und  die  hierfür  geltenden  Formeln  im  ersten  Abschnitte  des  vor- 
liegenden Bandes  (entwickelt  sind.  Man  wird  natürlich  die  Anfangsconstanten  der 
einfachen  Integrale  und  des  doppelten  Integrales  so  zu  bestimmen  haben,  dass  die 
Integrale  für  die  Zeit  der  Osculationsepoche  verschwinden. 

Die  Anwendung  des  oben  stehenden  Formelsystems  32)  erscheint  unter  Um- 
ständen imzulässig  oder  sehr  unbequem.  Nähert  sich  nämlich  die  Bahn  einem 
Ejreise,  so  werden  die  Störungen  in  tt  wegen  des  Nenners  sin  q>  sehr  gross  und  un- 
endlich für  eine  Kreisbahn;  ähnliche  Verhältnisse  treten  auf,  wenn  die  Neigung 
gegen  die  Ekliptik  verschwindend  klein  wird,  wegen  des  Nenners  sin t  in  5Q\  end- 
lich werden  wegen  der  Wahl  der  Elemente,  deren  Variationen  hier  bestimmt  er- 
scheinen, die  obigen  Formeln  für  die  Anwendung  auf  Kometen,  wenn  deren  Bahn 
nahezu  parabolisch  ist,  unbrauchbar. 

Wir  wollen  vorerst  den  Ausnahmefall  der  kleinen  Neigungen  vornehmen«  Das 
erste  imd  naheliegendste  Hilfsmittel  wäre  darin  zu  suchen,  dass  man  die  Elemente 
t  und  Q  auf  eine  andere  Fundamentalebenc  beziehen  würde,  etwa  auf  den  Aequator ; 
diese  Transformation  würde  jedoch  besonders  bei  der  Ermittelung  der  störenden 
Kräfte  manche  Unbequemlichkeit  mit  sich  bringen.  Zweckmässiger  wird  es  sein,  in 
diesen  FäUen  anstatt  «  und  Q  als  Elemente  einzuführen: 
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*M sin  t  sin  Q 

•^  ~       sin  i" 

Bin  t  cos  Q 


a  = 


«in  i" 


und  die  Variationen  dieser  Elemente  zu   bestimmen.     Die  Variation  nach  der  Zeit 
ei^^bt: 

dS  =  co8t  sinQ  dt  +  »in»  cosQ  ÖQ 

öii  =  cosf  COSQ  dt  —  sin«  sin  Q  dQ  ; 

fuhrt  man  nun  die  Ausdrücke  aus  32)  ein,  so  findet  sich: 

dH  =  r  {sinQ  costt  cos«  +  cosQ  sinw}  W 
dfi  =  r  {cosQcost«  cos« — sinQ  sinu}  W. 

In  den  Fällen  nun,  in  denen  diese  Formeln  in  Anwendung  kommen,  wird 
t  stets  sehr  klein  sein ;  man  erhält  daher  die  folgende  für  die  Rechnung  bequeme 
Form,  wenn  man  beachtet,  dass  u  =  v  -\'  7t — Q  ist: 

öS  =  r  siniv  +  n]  W — 2r  sin^«^  sinQ  cos«  TF 
di2  =  rco8(t7-}~^)  W — 2r  8in^«'2cosQ  cosfi  TF, 

wobei  man  wohl  das  zweite  Glied  meist  wird  weglassen,    oder  sich  auf  dessen  Be- 
rücksichtigung nur  bei  bedeutenden  Störungen  wird  beschränken  können. 

Ebenso  wird  man  sich  im  Falle  sehr  nahe  kreisförmiger  Hahnen  zu  behelfen 
m  der  Lage  sein.     Setzt  man: 


}       33) 


<D  =  5E2 


un  flp  8in  n 


sin  1" 


j|y sin  ff  cos  n 


sini'^ 


so  erhält  man  wieder  durch  die  Variation  nach  der  Zeit  leicht: 

60=       siaq)  cosTtÖTC  -{-  sinTC  cos(pd^ 
dV  =  —  siny  sin/rd/r  +  costt  cosq)d(p  . 

Die  Substitution  aus  32)  lässt  daher  finden: 

dO  =  — p  cos  [v-\'7c)  Ä  +  {  i^+p)  ^^T^^  COSTT  +  f  (coso  +  cos  J?)  sin/r}  Ä 

,4-  siny  cosTrr  sinw  tang^«*  W 

dV  =s       p  sin  (v-\'7c)  R  +  { — (r+p)  sino  sin/r  +  j»(co8c  +  cos^  cos/r}  S 

—  sin 9)  sin/rr  sinn  tang^«'TF  , 

oder  wenn  man  beachtet,  dass 


-n  cos»  4-  «  /  1        \        »• 

cos  E  =  ; ■ =  (cos  t?  +  e      

I  -|-  «  cos  V  P 


iftt,  auch  : 


d <D  =  —  />  cos (t?  +  /r)  It  +  {{p+r)  sin  (t?  +  tt)  +  r <D  sin  1")  S  + 

+  r  sin«  (tangl«  V  sin  1")  IV 

ÖV  =       p  8in(t?  +  7r)  R  +  {p  +  r)  cos  (0  +  ^)  +rysini"}Ä'  — 

—  r  sin«  [tang^  t'<D  sin  i")  W  . 


^34) 


% 
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Die  durch  die  Formeln  33)  und  34)  eingeführten  Variationen  der  Elemente 
können  in  der  That  praktische  I^edeutung  erlangen,  wiewohl  die  unten  angegebene 
Methode  der  Anwendung  der  Formeln  32)  derartig  beschaffen  ist,  dass  wohl  kaum 
je  die  Nothwendigkeit  eintreten  wird,  von  diesen  Abänderungen  Gebrauch  zu  machen. 

So  einfach  die  Sache  vorstehend  sich  gestaltet  hat,  um  für  sehr  nahe  kreis- 
förmige Bahnen  und  für  sehr  geringe  Neigungen  die  obigen  Formeln  in  geeignete 
Ausdrücke  umzugestalten;  um  so  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  es  sich  um 
nahezu  parabolische  Bahnen  handelt,  und  man  wird  sich  hierbei  leicht  überzeugen 
können,  dass  die  Variation  der  Constanten  in  Folge  der  Discontinuität  des  Elementes 
a  für  parabolische  Bahnen  überhaupt  nicht  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann 
und  gerade  hier  die  früher  zum  Vortrag  gebrachten  Methoden,  die  die  Variation  der 
Coordinaten  ermitteln,  den  Vorzug  verdienen.  Ich  will  aber  doch  hier  zeigen,  wie 
man  den  Nachtheil,  so  weit  als  thunlich,  beheben  kann. 

Führt  man  statt  der  Störung  der  mittleren  Länge  die  Störung  der  Perihelzeit 
T,  und  statt  der  Störung  der  mittleren  täglichen  siderischen  Bewegung  die  Störung 
der  Periheldistanz  q  ein,  so  erhält  man  die  Störungen  in  den  Elementen  ausge- 
drückt, die  sonst  bei  nahezu  parabolischen  Bahnen  angewendet  werden. 

Bildet  man  zuerst  die  Variation  von  Ulf,  so  ist  zunächst: 

M=L-7t 
8M=:  8L  —  ÖTt 

und  die  Verbindung  der  entsprechenden  Ausdrücke  in  32)    (pag.  222]  ergibt: 

8M  =  { —  2r  cosy  +  j»  cosu  cotgg?}  R  —  [r+p]  sint?  cotgipS  35) 

da 

cosec  q>  —  tang^  q>  =  cotgqp 

ist.  Der  hier  für  dM  gefundene  Ausdruck  enthält  die  vollständige  Variation  von  M 
nach  r;  denn  variirt  man  den  Ausdruck  16)  (pag.  218)  nach  der  Zeit  r,  so  sieht  man 
sofort,  dass  das  von  der  Zeit  t  abhängige  Doppelintegral  verschwindet;  nun  ist  aber: 

oder : 

also,  wenn  man  nach  t  variirt: 

Substituirt  man  nun  die  Variationen  von  3f  und  (i  nach  den  Gleichungen  35' 
und  32J ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  und  Einführung  der 
Grösse  e  statt  sinqp: 


öT^=s: — Y^<2r  —  ^ ' — —= —  esintJ  >R 

k      y  e  yp  }  . 


36: 


925 


Zur  Brmittelung  der  Variation  von  q  hat  man,  ausgehend  von  den  Gleichungen: 

k 


P  r  \  ^ 


öq  =  (i . — e)  da — ade  =  —  f  (i  — e)  -~-  rf/i  —  a  co6(pöq>  . 

In  diesem  Ausdrucke  nun  hat  man  die  Variationen   von  fi  und  g)   aus  32) 
(pag.  222)  einzuführen,  durch  deren  Substitution  man  zunächst  findet: 

dq  =  {2sin^  (i  —  sin^)  —  cosy^J  ^2  sinvli  -{-  {2  (1  — e)  — 

—  cosqp^  (cost?  +  cosjB)  }  ä^S  ; 
berücksichtigt  man  die  Relationen: 

—  =  I  +  c  cosr 
r 

cos  JB  = ; — ^ , 

80  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen: 

dg  =  —  ö^sino-B  H r-^^ {2  (i  — cost?)  +  «sinr^l  S 

oder  schliesslich: 

dq  =  —  q^  sinvR  +  ~^-  {i  +ecos\v^jS  .  37) 

m 

Die  Berechnung  des  Ausdruckes  37)  bietet  keine  Schwierigkeit,  anders  jedoch 
verhält  es  sich  mit  dem  Ausdrucke  36) ;  der  Factor  a  zeigt  sofort  an,  dass  der  ELlammer- 
aasdmck  nothwendig  nahe  gleich  Null  sein  muss  für  nicht  allzuweit  Yom  Perihel  ge- 
legene Epochen;  für  die  Parabel  wird  derselbe  in  der  That,  wie  dieses  eine  einfache 
Substitution  zeigt,  die  unbestimmte  Form  o-oo  annehmen.  Dieser  Nachtheil  lässt  sich 
aber  leicht  umgehen  mit  Hilfsmitteln,  die  später  bei  der  Entwickelung  der  Diffe- 
rentialquotienten  für  nahezu  parabolische  Bahnen  abgeleitet  werden;  ich  weise  in 
den  folgenden  Zeilen  nur  kurz  auf  dieselben  hin,  da^  wie  schon  oben  erwähnt,  nach 
meiner  Ansicht,  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  für  die  Ermittelung  der 
Störungen  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  nicht  sehr  geeignet  ist  und  die  Methoden 
der  (Joordinatenstörungen  den  Vorzug  verdienen.     Es  werden   an  dem  angeführten 

Orte  die  Differentialquotienten  von  -^  und  -5—  in  strenge  und  für  die  Rechnung  be- 
queme Ausdrücke  übergeführt.     Setzt  man  nämlich: 

ö  =  -^tg4t?2 

und  entlehnt  mit  diesem  Argumente  aus  der  Tafel  XVI  die  Coefßcienten  £^*\  £4^,  Eq^ 
und  jB/,  so  ist: 


de  2  (i  +«) 

andererseits  ist  die  ursprüngKche  Form  dieser  Differentialquotienten: 

Oppftli^r.  BaknbMtimmnngeii.  U.  29 


38) 


226 


=  j(.+^)sin.-|-^i^(i-f.)V^j^ 


39) 


dr         i                             .     Ä  <  —  T)         .        J       I 
-j-  =  {r — q  C08C  —  *  —    ,-  -  6  Bin«  >  

de  \  ^  ^  yp  I    I—« 

Beachtet  man  die  Relationen: 

SO  wird  man  leicht  den  Ausdruck  36)   (pag.  224)  auf  die  Form  bringen  können : 
d  r  =   *g    V'+*  [^  _  ycoBrl  g    I      »7^  yr+l  /^  ^    I     fr4-/>)  Bing  \  g  . 

welche  ohne  Schwierigkeit  das  vorgesteckte  Ziel  erreichen  lässt,  wenn  man  beachtet^ 
dass  die  Berechnung  der  auftretenden  Differentialquotienten  nach  38)  (pag.  225J 
leicht  ausgeführt  werden  kann. 


§  3.    Berechnung  der  Coordinaten  und  der  störenden  Kräfte. 

Die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  kann  hier  ganz  kurz  vorgenommen 
werden,  indem  auf  den  §  3  bei  Hansen-Tietjen*s  Methode  (pag.  156)  hinge- 
wiesen werden  kann,  und  hier  nur  die  geringen  Abändeningen  berührt  werden,  die 
durch  die  etwas  abweichenden  Vorschriften  geboten  sind. 

Man  bedarf  der  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  in  der  Richtung  des  Radius- 
vectors,  senkrecht  auf  diesen  in  der  Bahnebene  im  Sinne  der  Bewegung  und  endlich 
in  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Richtung.  Legt  man  demnach  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  im  Sonnenmittelpunkte  liegU 
so,  dass  die  positive  X-Achse  mit  dem  Radiusvector  und  die  X  y-Ebene  mit  der  Bahn- 
ebene  zusammenfällt,  und  zählt  die  Y-  und  Z-(/Oordinaten  in  der  bereits  festgestellten 
Weise  (vergl.  pag.  213)  ,  so  transformiren  sich  die  Summen  der  angreifenden 
Kräfte  nach  pag.  213  in: 


oder  wenn  man: 


So 

^          '3        A' 

setzt,  die  Relation  31)   (pag.  222]  berücksichtigt  und  to  als  Zeiteinheit  annimmt,  so 
erhält  man: 


^=^w"'^^-?}  I    " 
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S=2^^fn,r„K  I 


Vp 

Hierbei  wird  man  k  in  Bogensekunden  ansetzen,  um  die  Störungen  der  Ele- 
mente in  Bogensekunden  zu  erhalten.  Die  Werthe  für  (t^A^'jnti  finden  sich  unter 
der  Annahme  u?  =  40  für  die  einzelnen  Planeten  in  der  Tafel  XII  aufgenommen. 
Die  Bestimmung  der  Coordinaten  ^|,  tjx  und  ^|  unterliegt  keinen  Schwierig- 
keiten. Sind  nämlich  die  heliocentrischen  Längen  Aq'  und  Breiten  ß^'  (vergl. 
pag.  82)  des  störenden  Himmelskörpers  bezogen  auf  das  gewählte  fixe  Aequinoctium 
gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  die  Formeln  2),  3)  und  4)  pag.  157  vergleicht,  zu 
rechnen : 

^  sin  Q  =  sin  ß^ 
q  cos  Q  =  cos  ßf^'  sin  [l^'  —  Q) 
cos  Bx  cos  Lx  =  cos  ß^  cos  (V  —  ö) 
cos  Bx  sin  Li  =  q  cos  (Q  —  ^) 

sin  iBj  =  y  sin  (Q — tj,)     . 
fi  — r  =  Q  cos^  cos©  =  Ti  cos^i  cos  (Lx  —  l)  —  r 
rjx  =  Q  cos^  sin©  =  rj  C0SiS|  sin  (Lx  —  /) 
^^  =  Q  sin  &  =  rj  sin  iB|  , 

wobei  offenbar: 

l  =  V  -{-  CO 

sein  wird  (vergl.  IVb  pag.  144)  . 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht  mit  strenger  Berücksichtigung  des  Or- 
tes des  störenden  Planeten  die  störenden  Kräfte  zu  ermitteln.  Die  zweite  früher 
angegebene  Form  (pag.  158  ff.)  mit  Hilfe  der  Grösse  ^o  ^^^  Coordinaten  des  störenden 
Planeten  zu  berechnen,  bietet  in  dem  vorliegenden  Falle  keinen  Vortheil,  weil  wegen 
der  \'eränderlichkeit  der  Grössen  t  und  Q  die  Berechnung  der  Grössen  O,  V  und  J 
von  Fall  zu  Fall  vorgenommen  werden  müsste. 

Indem  die  Zusammenstellung  der  Formeln  auf  den  nächstfolgenden  Para- 
graphen verwiesen  wird,  in  welchem  dieselben  an  der  Hand  eines  Beispieles  er- 
läutert werden  sollen,  mögen  hier  noch   einige  Bemerkungen   eingeschaltet   werden. 

Man  wird  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  für  jeden  der  störenden 
Planeten  durchzuführen  haben;  dann  kann  man  entweder  die  Summen  der  Kräfte 
für  dieselben  Coordinaten  bilden  und  mit  diesen  Summen  nach  den  Formeln  32} 
pag.  222)  die  Variationen  der  Elemente  bilden,  oder,  man  bildet  für  jeden  ein- 
zekien  Planeten,  ohne  die  Summirung  auszuführen,  die  Variationen  der  Elemente, 
und  Hummirt  erst  die  letzteren  nachträgUch.  Das  letztere  Verfahren  erfordert 
zwar  eine  gewisse  Mehrarbeit,  scheint  aber  Vortheile  zu  bieten,  wenn  man  die  be- 
rechneten Störungswerthe  allenfalls  wegen  Correctionen  der  Planetenmassen  ver- 
bessern will.     Ich  gebe  daher  dem  zweiten  Verfahren  stets  den  Vorzug.     In  diesem 

Umstände,  ohne  erhebliche  Mühe  die  Wirkungen  der  einzelnen  Planeten  gesondert 

29* 
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berechnen  zu  können,  liegt  ein  grosser  Vortheil  der  Methode  der  Variation  der 
Constanten,   gegenüber  der  Methode,    die  Störungen   der  Coordinaten  zu  ermitteln. 

Die  Störungen  in  den  Elementen  Q,  i\  n  und  L  sind  von  der  Lage  der  ge- 
wählten Fundamentalebene  abhängig  und  werden  gewissen  Veränderungen  unter- 
worfen sein,  sobald  man  dieselbe  ändert,  also  wenn  das  fixe  Aequinoctium  auf  eine 
andere  Epoche  übertragen  wird>  welche  Uebertrag^ng  nach  einem  Zeiträume  von 
lo  Jahren  nöthig  ist,  wenn  man  die  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  mit  der  mög- 
lichsten Bequemlichkeit  in  Anwendung  ziehen  will. 

An  sich  werden  die  ungestörten  Elemente  [Qq,  i^,  ttq  und  Lq)  durch  diese 
Aequinoctialänderung  beeinflusst;  diese  Aenderung  kann  aber  leicht  nach  den  bei 
der  Präcession  entwickelten  Formeln  (I,  8i]  in  Rechnung  gezogen  werden;  dem 
Umstände  aber,  dass  im  Momente  der  Uebertragung  die  Elemente  die  Werthe  Q,  t. 
7t  und  L  haben,  welche  Werthe  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zu  den  unge- 
störten Werthen  die  durch  die  Störungsrechnung  ermittelten  Incremente  hinzufügt, 
würde  dadurch  Rechnung  getragen  werden  können,  dass  man  zur  Berechnung  des 
Einflusses  der  Präcession  auf  die  Elemente  die  durch  die  Störungen  veränderten 
Elemente  verwendet.  Ausserdem  müssten  bei  völliger  Strenge  die  Integrations- 
constanten  eine  geringe  Abänderung  erfahren,  well  die  Differenzwerthe  an  der 
Uebertragimgsstelle  selbst  Funktionen  der  Lage  des  Aequinoctiums  und  der  Grrösse 
der  Störungen  sind;  doch  ist  der  Einfluss  dieser  Correction,  wie  dieses  eine  einfache 
Ueberlegung  zeigt,  so  gering,  dass  sie  selbst  für  die  schärfsten  Rechnungen  ohne 
Bedenken  übergangen  werden  darf;  ioh  werde  daher  auf  diesen  Umstand  weiter 
keine  Rücksicht  nehmen. 

Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  ist  aber  nicht  ganz  bequem»  indem  man 
zur  Bestimmung  sehr  kleiner  Correctionen  die  Differenzen  verhältnissmässig  grosser 
Zahlen  verwerthen  muss.  Ueberdies  wird  gewöhnlich  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  ungestörten  Elemente  ein  für  allemal  durch  eine  einmalige  scharfe  Rechnung  nach 
Potenzen  der  Zeit  entwickelt  sein ;  es  wird  daher  zweckmässig  erscheinen,  nur  jene 
Correctionen  zu  berechnen,  welche  durch  den  Einfluss  der  Störungen  in  diesen  Wer- 
then entstehen  und  dieselben  an  der  Stelle  der  Aequinoctialänderung  mit  den  betref- 
fenden Difierentialquotienten  zu  vereinigen.  Difierentiirt  man  daher  die  I  pag.  8i 
gegebenen  Ausdrücke  nach  den  Elementen  Q  und  »,  indem  man  nur  die  Glieder  erster 
Ordnung  mitnimmt  und  bezeichnet  die  Störungen  zur  Zeit  der  Aequinoctialänderung 
mit  ^Q  und  ^i,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man  ^Q  und  ^t  in  Bogensekunden 
angesetzt  nimmt: 

dJQ  =       cotg%)  cos  (Qo — II)  7t  JQ  sin  i"  —   "°^r^~ — !-  7t  Ji  sin  T 

d  J L  =  öJ7t  =  —  tang^i^  cos  (Qq  —  il)  ttz/Q  sini" —  — — ^-v-^j—  TtJimii" 

dJi=       sin(Qo — il)  ttz/Q  sin  i"  , 
wobei  die  Werthe  für  U  und  7t  für  die  entsprechende  Epoche  und  das   Interrall 
nach  I  pag.  8i  anzunehmen  sind. 

Hierbei  wäre  nur  i^och  zu  bemerken,  dass,  wenn  im  Verlaufe  der  RechnoBg 
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eine  solche  Uebertragung  bereits  stattgefunden  hat,  man  von  dem  Resultate  der  zweiten 
Uebertragimg  das  der  ersten  in  Abzug  bringen  muss,  oder  man  ermittelt  die  vor- 
stehenden Correctionen  dadurch,  dass  man  für  ^Q  und  Ji  die  Incremente  der  Stö^ 
ningen  innerhalb  des  Zeitintervalles  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Uebertragung 
allein  in  Rechnumr  zieht;  ähnlich  wird  man  _ 
bei  allen  folgenden  Uebertragungen  vorzu-  *'^«-f 

gehen  haben. 

Die  Störungen  beliehen  sich  der  ge-  j*^*^*  Bahn^ 
machten  Voraussetzung  nach  auf  die  Eklip- 
tik; es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht 
sein ,  dieselben  auf  den  Aequator  zu  über- 
tragen. Die  strenge  Losung  gestaltet  sich, 
wie  folgt:  Nennt  man  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  der  gestörten  Hahn  in 
der  ungestörten  il,  die  Neigung  tt,  so  wird  das  sphärische  Dreieck  Q-B(Q  +^Q)  haben: 

die  Seiten  die  Winkel 

,8o_«F       .  180—» 

180— il  t  +  ^t 

wobei  ^  die  Länge  des  absteigenden  Knotens  der  ungestörten  Bahn  in  der  gestörten 
bezeichnet.  Die  hier  auftretenden  Grössen  ix  und  il  sind  nicht  mit  den  obigen 
gleich  bezeichneten  Präcessionsgrössen  zu  verwechseln. 

Aus  diesem  Dreiecke  ergeben  sich  nun  die  Relationen: 

sinlTTsinlCF+il)  =  8in|^  Qsin  (i  +  |^i) 
sinl/rcos^^  CF  +  JI)  =  cos^^^Ssin^^t 
cos^TTsinl  (il — W]  =  sin^^Qcos  (»-f-^^i) 

COS^TTCOS^  (il 'F)  =COS^^QC084^.^t   . 

Von  diesen  Grössen  werden  in  der  weiteren  Entwickelung  die  Werthe  von 
.T,  Tl  und  TL — V  gebraucht;  die  Werthe  von  it  und  il — 'F  werden  selbst  bei 
Anwendung  kleiner  logarithmischer  Tafeln  mit  grosser  Genauigkeit  erhalten  werden, 
da  beide  Winkel  nur  von  der  Ordnung  der  Störungen  sind. 

Betrachtet  man  das  sphärische  Dreieck  B<^  (q'  -|-  ^q'),  so  sind  in  demselben 
bekannt  die  Winkel  180  — »"  und  /r,  femer  die  Seiten  ÄQ'  =  180 — il — a,  wobei 
a  den  Bogen  QQ'  vorstellt,  welcher  Bogen  aus  der  einmaligen  strengen  Uebertrag\ing 
der  ekliptikalen  Elemente  in  die  äquatorealen  (I  pag.  9]  bekannt  ist;  zu  ermitteln 
sind  z/q',  J%   und  J^\ 

Letztere  Grösse  setzt  sich  aus  mehren  Correctioneh  zusammen;  ist  q  der 
Hegen  (Q -|- ^Q)  (q'  +  ^Q'),  so  ist,  wenn  der  Index  o  für  die  ungestörte,  der 
Index  I  für  die  gestörte  Bahn  angenommen  wird: 

ci#o'  =  Wo  +  a 

«^1'  =  «1  +  ?  ; 


I) 
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daraus  folgt: 

JiJ  =  Jio  +  ^ — a 

und:  f-a=  ("¥  +  q)  —  [H  +  a]  +  (il— V) 

in  welcher  Relation  'F  +  ?  vorerst  unbekannt   ist.     Das   oben   erwähnte   sphärische 
Dreieck  ergibt  aber: 

tangl('F+e  +  ^Q')=-^||=^taiig4(JI  +  ff)  . 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  würde  bei  der  fast  nothwendigen  Kleinheit 
von  71  sehr  beschwerlich  sein.  Ist  aber  /t  klein,  so  wird  man  mit  Vortheil  die  fol- 
gende Reihe  anwenden  dürfen  (vergl.  I  pag.  27  und  28).  Hat  man  nämlich  Aus- 
drücke von  der  Form: 

tang  q>'  =  n  tang  q> , 

so  ist: 

(jp   -f,,=_p-8m2r/)4-i  (^^,)   8in4(jp  +  i(-^— J   sm69)  +  ... 


Ersetzt  mau  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen  durch  diese  Reihe  und  schreibt 
vorerst : 

—  tang  \  71  cotg  ^{  =  a 
tang  1^  it  tang  \i'  =  b 

80  wird  man  berechnen: 


1  - 


III 


IV 


-4  =  —"  „  sin  [Tl+a)  H %—„  sin  2  (/T+  a)  H ?— r,  sin  3  (il-f-  a)  4-  • .  •       ) 

B  =  - — :,  sin  (/T 4- a) -j-  ,,  8in2  (/T4-<')  +  --•-    „  sin3  (/T-f-a) -f- . . .        1 

8in  i"         ^       •      /    '   28inr  ^       •      /    i     jsmi"         ^  \       i      1    i  j 

woraus  folgt: 

Jio'  =  Jüß  +  (A  +  B)  +  [H—W) 

Jq'  =  (B-A)  . 

Das  eben  betrachtete  sphärische  Dreieck  gibt  aber  auch: 

tang  1  ^.  = ^^-^j-_^^,_  J  tangi/r.  ^) 

Die  Gleichungen  I).  II),  III),  IV)  und  V)  enthalten  die  strenge  Auflösung 
des  Problemes ;  will  man  aber  nur  die  ersten  Potenzen  der  Aenderungen  -mitnehmeiK 
was  meistens  ausrttcht,  weil  die  bei  den  Planeten  meist  kleinen  Störungen  der  Hahn* 
läge  nur  in  Hetracht  kommen,  so  werden  die  Ausdrücke  weit  einfacher  und  man 
erhält  leicht  aus  den  voranstehenden  Formeln  durch  diese  Abkürzung: 

7t  sin  n  =  JQ  sin  t 

7t  cos  n  =  Ji  '  lai 

n —  w  ==  jQ  cos  t 
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.    ,  TT  Bin  (77+ <r) 

^Q    =  5 — -, 

Bint 

J%   =  n  cos  (il  +  a)  . 

Will  man  den  Ort  eines  Himmelskörpers  mit  den  Elementen  unter  Berück- 
sichtigung der  Störungen  vergleichen,  so  wird  man  sich  erst  aus  den  Integraltafeln 
die  Störungen  der  Elemente  ableiten  und  mit  diesen  gestörten  Elementen  den  Ort 
des  Himmelskörpers  berechnen.  Hierbei  können  die  Formeln  la),  wenn  die  Co- 
ordinaten  des  Planeten  sich  auf  den  Aequator  beziehen,  und  die  Vergleichung  mehr- 
mals mit  veränderten  Elementen  aber  tmveränderten  Störungen  vorgenommen  werden 
miiss,  zur  Abkürzung  der  Rechnung  nützlich  sein. 

Hat  man  aber  eine  Ephemeride  zu  rechnen,  und  hat  dieselbe  keine  allzu- 
grosse  Ausdehnung,  so  kann  man  mit  den  beiläufig  für  die  Mitte  der  Zeit  oscu- 
lirenden  Elementen  dieselbe  ableiten,  ohne  weiter  auf  Störungen  Rücksicht  zu  nehmen ; 
hat  die  Ephemeride  aber  eine  grössere  Ausdehnung  und  will  man  dieselbe  strenge  den 
Beobachtungen  anschliessen ,  so  kann  man  ganz  zweckmässig  sich  für  die  Ermitte- 
lung dieser  Störungen  der  Encke 'sehen  Methode  bedienen,  indem  man  von  der 
gewählten  Osculationsepoche ,  die  der  Mitte  der  Zeit  nahe  entsprechen  soll,  aus- 
geht;  es  führt  diese  Methode  in  diesem  Falle  auf  eine  sehr  kurze  Rechnung,  da 
man  selbst  für  Ephemeriden,  die  sich  auf  ein  halbes  Jahr  erstrecken,  mit  der  Doppel- 
integration der  directen  Glieder  ausreichend  genaue  Resultate  erhält  und  die  in- 
directen  Glieder  ganz  unberücksichtigt  lassen  kann. 


§  3.    Rechnungsbeisplel  zur  Yariation  der  Constanten. 

Ich  werde  wieder,  um  die  voranstehenden  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  die  Störungen  ermitteln,  welche  der  Planet  @  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
Intervalles  und  mit  Annahme  derselben  Elemente,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  und  polaren  Coordinaten  gedient  haben;  es  werden  damit 
neue  Gesichtspunkte  zur  Beurtheilung  der  verschiedenen  Methoden  gewonnen.  In- 
dem ich  wieder  betreffs  der  Wahl  des  Intervalles,  des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf 
die  bei  der  Encke' sehen  Methode  gemachten  allgemeinen  Bemerkungen  verweise, 
führe  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente  hier  an. 

(S)  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit. 

■ 

mittl.  Aeq.   1^70,0 

L  =    219«  8'  6"8 
M=    1804048.9 
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n  =±     38°27'i7"9 

Q    =    1254239.7 
t     =        212  23.9 

y  =       9  59  14.9 
^   =  640" 89605 
loga  =  0.4954793  . 

Das  Zeitintervall  %i>  für  die  Stöningsrechnung  mit  40  Tagen  annehmend,  wird 
im  Beginn  der  Rechnung  für  zwei  der  Osculationsepoche  yorangehende  und  nach- 
folgende Orte  die  Variation  der  Elemente  unter  Annahme  der  obigen  constanten 
Elemente  auf  einem  Nebenblatte  berechnet.  Die  in  Betracht  kommenden  Zreitepochen 
der  Rechnung  sind  also  für  diese  4  Orte: 

1874  Oct.  27,  Dec.  6,   1873  Jan.  15  mid  Febr.  24. 

IKe  Rechnung  wird  ganz  nach  den  weiter  unten  folgenden  Vorschriften  aus- 
geführt, nur  werden  jene  vorbereitenden  Rechnungen,  die  die  Elemente,  den  Stö- 
rungen entsprechend,  yariiren,  fortgelassen ;  es  entstehen  auf  diese  Art  Fehler  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  störenden  Massen,  welche  übrigens  bei  der  Nähe  der 
Osculationsepoche  als  völlig  verschwindend  betrachtet  werden  können,  umsomehr,  da 
diese  so  gewonnenen  Werthe  erst  der  definitiven  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden, 
also   Fehler  dritter  Ordnung  veranlassen. 

Mit  diesen  provisorischen  Werthen  der  Elementenänderungen: 

«"(-d*)'  «(ä?)'  «'(#)'  «'l^)'  «'(4f)'  «»M"^)  ' 

für  die  obigen  vier  Orte  bildet  man  für  die  sechs  Elemente  einzeln  die  einfach 
summirten  Reihen  und  bestimmt  die  Anfangsconstanten  so,  dass  die  einfachen  In- 
tegrale    für     die    Osculationsepoche    verschwinden;    man    hat    hierfür     (vergleiche 

pag.  35) : 

Für  das   letzte  Element   wird  man   eine   Doppclintegration    auszuführen  haben  und  ^ 
man  wird  als  Anfangsconstante   für  die  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  den 
Werth 

annehmen  (vergl.  pag.  53). 

Nunmehr  efgeben  sich  die  einfachen  und  Doppel-Integrale  fiir  die  vier  oben 
genannten  Zeitepochen  mit  genügender  Genauigkeit  durch  die  Formeln: 

ff  [x)  rfx  =  /  [a+iw\  -  ^/'  [a+ito) 

••HM 

fjf  (x)dxi  =  "/  [a  +  it€)  +  -L/  («  +  ,«,)    . 
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Indem  man  diese  8o  gewonnenen  Incremente  zu  den  constanten  Elementen 
hinzufügt,  wobei  zu  beachten  ist^  dass  man  für  die  Störung  der  täglichen  mittleren 
siderischen  Bew^^ng  den  to-fachen  Betrag  (hier  den  4(>-fachen  Betrag)  erhält  und 
überdiess  setzt: 

erhält  man  die  für  die  obigen  Zeitepochen  osculirenden  Elemente^  die  nun  der  de- 
finitiven Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden,  wobei  eventuell  schliesslich  eine 
Neubestimmung  der  Anfangsconstanten   der  Integrale    vorgenommen  werden  kann. 

Ist  die  Rechnung  einmal  im  Gange,  so  werden,  je  nachdem  dieselbe  nach 
vorwärts  oder  nach  rückwärts  fortschreitet,  aus  den  bekannten  Uifferenz-  und  Summen- 
werthen  leicht  die  für  das  nächste  Intervall  geltenden  Störungsgrössen  ermittelt 
werden  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  68) : 

für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

«+|t+il» 

+  9/"  («+[«—!]  ^)  +  8/'"  {a+[t-i]w)  +  7/'-  (a+  [t-2]  tr)  +  . . .  ] 
für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 

—  9/'  (ö+[«+il«^)  +8/-  [a  +  [i+l]t€)  —  7/^^  (a  +  [i+2]w)  +...] 

Die  Bestimmung  des  Incrementes  von  /i  entspricht  hier  natürlich  wieder  dem 
ir-fachen  Betrage. 

Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln: 
für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

/(a+[i+i]w]  =f[a  +  iw)  +/'  [a+[i—\]w)  +/"(«+ [,'-- ,]«,)  + 

für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 

/  (ö+  [»-  i]y>)  =f  [a  +  iw]  — /'  {a+[i  +  \]w)  +/"  (a  +  [1  +  A^]   - 

-/'"   (ö  +  [t  +  |] «?)  +  ...  , 
und  hat  dann  mit  genügender  Annäherung : 

fff{x)dx^="f{a-^[i±i]w)+^^f{a  +  [i±i]u,). 
Dann  ist: 

wobei  man,  da  L^ -{-  ^i^t  von  den  Störungen  unabhängig  ist,  die  Rechnung  dieser 
Grösse  gleich  im  Beginne  der  Störungsrechining  für  den  ganzen  Verlauf  derselben 
erledigen  kann. 

Oppolittf,  BabBb«iiiinmaBgeii.  U.  30 
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loh  endahne  cur  Erläuterung  dieser  Formeln  aus  dem  unten  folgenden  aus- 
führliehen  Ueispiele  die  Heetimmung  der  Störungen  der  Elemente  für  1871  Dec.  16, 
wobei  vorausgesetait  ist,  dass  die  Rechnung  naoh  rückwärts  gefuhrt  werde  und  bis 
1872  Januar  25  fortgesetzt  sei.  Die  in  Betracht  kommenden  völlig  bekannten 
Summen-  und  Differenzwerthe,  die  ich  der  Deutlichkeit  halber  hier  aus  dem  später 
folgenden  Rechnungsschema  herausschreibe  und,  was  vollkommen  genügt,  auf  zwei 
Decimalstellen  abkürze,  sind  also : 

fi  L  n  (p  Q  % 

•/(a  +  {t-i]ic^)    +9V45  -  _  _  _  _ 

/(«+[»-il«'>     +       5"72    +2i'i2"37     — 5,'o"45  -  i2'2i"20  H-b'S^yö  +5"8o 
f  [a-{-iw)  —       6.23    —         6.22     +  159.20  4*       *4'23  —    0.60  -|-o«><^ 

/'   (a  +  [«  +  ll«?)     —       0.92    —         7.21     +     30.68  +        0.93  +     0.39        0.00 
/"  («+[«+ il«?)     +       0-13     —         2.14     —       1.25  —         0.20  —    0.06  — 0.02 
/*"  (a-f- [t  +  lltr)     +       010    —         o«i5     —       2.70  +        0.24  —     0.22  — 0.01 
/"^  (a  +  [* H- 2]  tr)     +       0,02     -f-         0.25     —       0.42  +        0.12  —     0.08 
f   (a  +  it  +  n«?)     —       0.02     +         0.15     +       0.42 

Nach  der  oben  angesetzten  Formel  findet  sich  für  f  (a+  [« —  i]  w?)  der  Werth 

—  5''24  und  hiermit  für  1871  Dec.  16 

Für  die  einfache  Integration  findet  sich  der  Reihe  nach,  wenn  man  den  Klammer- 
ausdruck 

10/' (a  + [1  +  41»)   —9/«  [o+{,-+,]tr)   +  8/"' (a+ [.•+!]»)    -... 
mit  Y  bezeichnet: 

/(«+[•— 4]«»}     +5"72     +2i'i2''37     -5i'o"45    —  i2'2i"20    +6'8"76    +  5"8o 

—  £"/(<*+»'«')     +3'"      +        3-"      —    119.60   —        7.11     -j-     0.30    — 0.05 

+  hv  — °-4>     —       229     +      12.58    +        0.51     4-    0.13 


L  = 


+  8''42     +2i'i3''2      —  52'7"5     —    i2'27"8      +  6V2      +  s"« 
Hieraus  folgt  für  Jft  der  Werth  +  d'zio  und  ausserdem  für 

A)  +  /'o<  =  87°23'43"7 

+    {JL)^    =   +  2I'I3"2 

+  [JL]^  =  +    9'52''o  ; 

demnach   sind    die    Elemente,    die    man   zur  Berechnung    der   Störungen   für  1871 
Dec.  16  anzuwenden  hat: 

L      87'^54'48"9 

^       37  35  IO-4 
if        94647.1 

Q       1254848.9 
t  2   12  29.7 

/i     04r'io6 
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.  Dieses  hier  auseinandergesetste  Verfahren  weicht  von  dem  soiisl  hierbei 
oblichen  ab ;  man  Hess  die  Elemente  gewöhnlich  durch  mehre  Intervalle  unverändert. 
Man  wird  sich  aber,  wenn  man  einmal  an  den  hier  vorgeschlagenen  Rechnungsmechanis- 
mns  gewöhnt  ist,  bald  überzeugen,  dass  keine  wesentliche  Mehrarbeit  aus  dieser  Mo- 
dification  entsteht,  insbesonders,  wenn  man  beachtet,  dass  man  bei  der  älteren  Me- 
thode, um  sich  vor  constanten  Fehlem  zu  schützen,  häufig  genug  den  Anschlussort 
doppelt  rechnen  muss.  Zudem  erreicht  man  mit  der  hier  vorgeschlagenen  Methode 
den  Vortheil,  dass  man  frei  wird  von  Sprüngen  im  Gange  der  Funktionen,  die 
sonst  unvermeidlich  sind  und  das  Kesultat  keineswegs  so  wenig  schädigen,  als  man 
es  bisher  anzunehmen  gewohnt  war. 

Sind  die  bezüglichen  osculirenden  Elemente  ermittelt,  die  ich  auf  dem  Bogen, 
der  mit  @  überschrieben  ist,  in  die  ersten  sechs  Zeilen  aufnehme,  dann  kann  an 
die  Rechnung  der  Zerlegungscoefiicienten  geschritten  werden,  die  sich  auf  diesem 
Kogen  erledigt.  Die  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  nöthigen  Formeln  sind  mit 
Hücksicht  auf  32)    (pag.  222)  : 


a 


1  = 


n 


sini 


t$ 


logA"      =3.550007 


^^85^. 


5-3M425 


M 

15— e"sinJ? 
r  sin  V 
r  cos  V 


u  *= 


P  = 


1  :  TV 


Q:  W 
/i  :  R 

fi:  S 


L:  R 
L:S 
LiW] 

7t :  R 

7t  :  S 

f>  :  R 
9>  :  a 


L 7t 

M 

a  cos  q>  sin  E 
a  (cos  E  —  sin  q>) 

7t Q 

a  cos  (p^ 

r  cos  u 
min  u 


■in  t 


xkuj    • 

^—=^  sm 

Va 

ikw     p 

r 


v^ 


(psinv  I 

1 


to  das  Intervall  in  Tagen ;    unter 

der  Annahme  to^  40  wird : 

^kfü  =5  0.314763 


—  p  tang^  g>  cos  v —  2  r  cos  9 
(p  +  r)  sinotgiy 
r  sin  t«  tang  ^  i 

7^  oosp 

sin  ^ 

/      I     \    üint? 


sin  g> 
a  cos  (p  sin  v 
a  cos  (p  (cos  V  -f~  ^^^  ^} 


30 
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Nun  beginnt  die  Rechnung  der   störenden  Kräfte,   und  es  ist  jedem  «der  in  ^ 
Rücksicht  gezogenen  störenden  Planeten  ein  Bogen  gewidmet,  der  als  Ueberschrift 
das  Zeichen  des  betreffenden  Planeten  trägt. 

Bezeichnet 

^q'  die  heliocentrische  Breite  des  störenden  Planeten   |  bezogen  auf  das  fixe  Aequi- 
Ao'     «  V  Länge    »  o  »         /      noctium  der  Elemente 

Tf      B  »  Entfernung  des  störenden  Planeten 

und  ist  n»!  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmasse,  so  hat 
man  fiir  jeden  Planeten  gesondert  zu  rechnen: 


y  sin  Q  =  sin  ß^' 


y  Olli   ^  Olli  ^0 

q  cos  Q  =  cos  ßo  sin  (Iq'  —  Q) 
cos  Bi  cos  L|  =a  cos  ß^  cos  (Iq'  —  Q) 
cos  Ä|  sin  L\  =  q  cos  (Q  —  •*) 
sin  Bx  ^  q  sin  (Q  —  •) 

^,  =  rx  cos  Äi  cos  {//i  —  u) 
fjx  =  fi  cos  Bi  sin  (Z/|  —  u) 
t  j  =  n  sin  Bi 


^  COS  ^  cos 

e  = 

ft 

—  r 

^  cos  ^  sin 

e»= 

•71 

^  sin 

*  — 

?. 

üf 

= 

I 

1 

r,3 

Ä. 

> 

Ä  = 

/irA"m,\    p 

-S-o 

Kn,      , 

6'  = 

»'o 

=  ifCi     , 

>r— 

Die  Logarithmen  der  Werthe  wi"tni  finden  sich  unter  der  Annahme  to  =  40 
in  der  Tafel  XII.     Weiter  ist  nun : 


^»  =  {«:  W)  W 

toJn  =  {(i  :  B}  B  -{-  [ft 

J  Lt  =  {L:  B}B  +  {L 

Jn  =  [7t'.  B)  B-\-[7C 

J fp  =1  {(p  \  B)  B  +  [<p 


S}S 

S)S-^[L:  W)  W 
S}S  +  {L:  W)  W 
S)S. 


Sind  die  Werthe  der  Differentialquotienten  der  Störungen  für  die  einielnen 
Planeten  bekannt,   so  werden  dieselben  summirt,    und  die  Resultate  in  die  Inte- 
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grationsbogen  eingetragen,    welche   wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedürfen.     Der 
Ansdnick 

wurde  vor  Beginn  der  Störungerechnung   für  alle  vorgelegten  Intervalle  an  der  be- 
treffenden Stelle  eingesetzt. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  für  die  vier  ersten  Orte  des  hier 
ausfuhrlich  aufgenommenen  Rechnungsbeispieles  die  Störungswerthe  einer  früheren 
auf  anderen  weniger  genauen  Elementen  beruhenden  Rechnung  entlehnt  wurden, 
welcher  Umstand  keine  wesentlichen  Fehler  hervorbringen  kann ;  in  der  That  unter- 
scheiden sich  die  gemachten  Annahmen  nicht  merklich  von  den  definitiven  Störungs- 
werthen. 

Es  wurden  angenommen  für: 

i875Febr.24         i875Jan.  15         i874Dec.6  i8740ct.27 

:JLU  +  {JLU  —     36"2  -  i6"7  +  21-9  +  i'2i"4 

Jfi  +       o"347  +    o"ii9  —     o"i2i  —        o"368 

J7t  4-  2'39"6  -f-  5i"i  —  48"9  —  2'2o"i 

Jip  +  r27"3  +  3o"o  —  3o"7  —  i'36"5 

JQ  —     52"4  —  i8"4  4-   i7"3  +   r  o"2 

Ji  +       o"2  +    o"i  o"o  +        o"i   ^ 


Ermittelt  man  mit  den  Ergebnissen  des  unten  folgenden  Beispieles  für  die 
Epoche  1871  Sept.  13,  d.  i.  für  jenen  Zeitpunkt,  für  welchen  bei  den  früher  be- 
handelten Methoden  der  Störungsrechnung  von  Encke  und  von  Hansen-Tietjen 
der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  gemacht  wurde,  die  Werthe  der  Störungen, 
wie  sie  jetzt  durch  die  Methode  der  Variation  der  C-onstanten  erhalten  werden  und 
»etzt  die  aus  den  drei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Störungswerthe  zur  Ver- 
gleichung  neben  einander,  so  hat  man: 


Encke 

Hansen-Tietjen 

Variation  d.  Const. 

Lq      Lf^ 

+ 

o"26'  1 3"36 

+ 

o"26"i3"33 

+ 

o''26'i3"36 

Jt TTo 



1°   l'   4"l2 

1°  i'  4"io 

1°  1'  4"o8 

Q— Qo 

+ 

6'io"36 

+ 

6'io"24 

+ 

6'io"27 

•       • 

«—«0 

+ 

5"44 

4- 

5''44 

+ 

5"44 

ff  —  ip9 



i2'47''9i 

i2'47"93 

1 2'47"94 

f*  —  fh 

+ 

o"44353 

+ 

o"44366 

+ 

o"44367 

Die  Uebereinstimmung  ist  eine  sehr  befriedigende;  dennoch  aber  zeigt  sich 
die  überwiegende  Genauigkeit  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  gegen  die 
Encke'sche,  wenn  die  Störungen  stark  anwachsen,  denn  das  für  die  künftige  Ueber- 
einstimmung wichtigste  Element  /i  —  /Uq  ist  nach  der  letzteren  Methode  fast  identisch 
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mit  dem  nach  der  Yariatioii  der  Constanten  sieh  ergebenden  Wertbe  gefiinden 
worden,  während  der  aus  Encke's  Methode  resultirende  Werth  schon  eine  kleine 
Abweichung  zeigt.  Uebrigens  ist  dieser  Fehler  nur  dem  Umstände  zuzuschreiben^ 
dass  die  Rechnung  nach  Encke's  Methode  länger  fortgesetzt  wurde,  als  es  die 
Grösse  der  Störungen  rathsam  erscheinen  lässt  und  man  hätte  früher  auf  oscalirende 
Elemente  übexgehen  müssen.  Auch  hierin  zeigt  sich  ein  eminenter  Vortheil  der 
Hansen-Tietje naschen  Methode,  denn  die  Störungsrechnuiig  liess  sich  nach 
dieser  Methode  für  mehr  als  lo  Jahre,  innerhalb  welcher  Zeit  sich  noch  einmal  die 
Jupitemähe  ereignete,  fortführen,  ohne  dass  die  Rechnung  sehr  beschwerlich  und 
unsicher  wurde,  so  dass  im  Allgemeinen  fiir  diese  Methode  wohl  nur  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  ein  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nöthig  wird. 


Ausföhrliehes  Beispiel 


zur 


]M[etlio<le  <ler  Vartatloii 

der 

Congtaiiteii. 
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®i 


Datum 
n 

l 

m 

t 

1875 

1874 

Febr.  94 

64i"i43 
229**48'24"4 

38^»9'57"5 
10"  o'4i"2 

I25«4i'47"3 

2"  12'24"l 

Jan.  t5 

641^015 
222"4ri8"o 

38*"  28'  9"o 

9"59'44"9 
125"  42 '21  "3 

2**12'24"o 

Dec.  6 

64o"775 
i«5"34'5o"8 
38"26'29"o 

9"58'44''i 
125"  42*5  7"o 

2"l2'23"9 

Oct.  «7 

64o''528 
208**  28'34"4 
38«24'57''8 

9"57'38"4 
115"43'39"9 

2"l2'24"o 

Sept  17 
64o"28o 

201®22'40''8 

38«23'33"3 

9"  56'i9"8 

125"44'23"2 

2"l2'24"l 

lag.  8 

640^042 
I94®i7'io"o 

38"i2'l3''7 
9«55'2o''o 

115" 45;  7"6 

2"12'24"5 

jMis9 

639"8i5 
187" 11'   i"8 
38«2o'53''6 

9«54'io''6 
I25*'45'5i''5 

2«12'15''0   ' 

Mai  ao 

639"64i 

180"  7 '13"^ 
38*i9'iri 

9'' 53'  fs 
i25%6'3J-( 

2^lV 

5 

a 

I*»    6'i2"o 
5»   o'2o"6 
a. 807023 

0.744984 

0.247661 
0.495323 

1"     6' 12^0 

4"59'5i"4 
2.806868 

0.743« 39 

0.247713 
0.495426 

1"   6'ii"9 

4*»  59 '22^1 

1.806705 

0.743302 

0.247767 
0.495535 

1"   6'i2''o 

4**  58'49"i 
1.806538 

0.743469 

0.247823 
0.495646 

1«   6'i2"o 

4«58'i4"9 
2.806370 

0.743637 

0.247879 
0.495758 

1"    6'12"2 

4  57  40  0 
2.806208 

0.743799 

0.247933 
0.495866 

1"  6'i2"5 

4**  5  7'  5^3 
1.806061 

0.743946 

0.247981 
0.495964 

1"  e'ii" 
4"s6'ii" 
1.80593* 

0,7440"'' 

0.24801; 
0.49604' 

cos  9 
sincp 
log«" 

9.993337 
9.240162 

4.554587 

9.993357 
9.139490 
4.553915 

9-993379 
9.238764 

4.553189 

9.993404 
9.237976 

4.551401 

9.993419 
9.137153 
4.551578 

9.993455 
9.136313 
4.550738 

9.993481 
9.135477 
4.549901 

9.993%3i 
9. »346-' 
4.54W 

M 

E 

fXnE 
a  co%q> 

191^1 8 '26"9 
i89"38'22"s 
9^223885 
0.488660 

i84®i3'i9''o 

i83"35'5i''3 
8*797636 
0.488783 

177**   8'2i"8 

i77*33'4i"4 
8.628819 
0.488914 

170"   3'36"6 
i7i**3i'i7"o 
9.168616 
1     0.489050 

162" 59'  7"5 
165^28'  3"2 

9.399549 
0.489187 

155'»54'56''3 
I59"i3'i6"7 

9.546533 
0.489321 

148" 51'  8"! 

I53"i6'56''8 
9.652819 
0.489445 

I4i%?'4«'' 

147*  «'  3' 

9.7345} 

0.4I95P 

cobE 
Subtract. 
CO«  E —  e 

r  sin  V 

rcosp 

V 

m 
u 

9*993814 
0.070531 

0*064355 

9»7"a545 
9*995654 
0*559678 
188"  5'33"4 
a72"48'io''2 
ioo"53'43''6 

9*999143 
0.069638 

0,068781 

9*186419 

9*999397 

0,564207 

183*»    i'io"i 

272"45'47"7 
95%6'57"8 

9*999606 
0.069462 
0,069068 

9.117733 

9*999713 
0,564603 

177^57'!  i"6 

i7i"43'3i"o 

9o«4o'43''6 

9*995117 
1     0.069995 
1     o,o65;i22 

9.657666 

1     9*996635 
0,560868 

I7i'*5i'36"5 

272''4i'i7"9 
85''33'54''4 

9*985878 
0.071274 
0,057152 
9.888736 
9*990036 

0*551910 
i67''46'i6"2 

i7i''3yio"i 
8o*»25'36''3 

9*971177 
0.073386 
0,044663 
0.035854 

9*979715 

0*540519 
i62**37'4i''2 

272*^3/  6"i 

75*14'47^3 

9*950965 
0.076472 
0,027437 
0. 142264 

9*965375 
0*513401 

157*15'»4"5 
27a®  35'  a'^i 

70**  o'26''6 

9.9MM1 
0.080'b 

0.005011 

o.lX4ol< 

9/i94öS» 
0,50105« 

«Si**  »  3\ 

I7i"3i'5» 
64%t'3^ 

r 

hid. 
r-^p 

0.564024 
0.481997 
0.343977 
0.825974 

0.564810 
0.482140 
0.344326 
0.826469 

0.564880 
0.482293 

0.344184 
0.826577 

0.564233 
0.482454 
0.343841 
0.826295 

0.562874 
0.482616 
0.343010 
0.825626 

0.560804 
0.482776 

0.341794 
0.824570 

0.558026 
0.481916 
0.340201 
0.823127 

0.5%4<1 
0.48)»f 
o.33<u 
o.8ii]e 

sinr 
coso 

9,148511 
9*995654 

8,721609 
9*999397 

8.552853 
9*999723 

9.093433 
9*996635 

9.325862 
9*990036 

9.475050 
9*979715 

9.58413« 
9*965375 

9.66s>« 
9,^(>U 

Ad<i. 

cos  V  -j-  cos  E 

0.300116 

0*195770 

0.300903 
0,300300 

0.300971 
0*300694 

0.300327 
0,296962 

0.298956 
0,288992 

0.296826 
0,276551 

0.293885 
0,259160 

0.1930« 

0,1^0;^ 

sinw 
cosu 

9.992100 
9*176502 

9.997784 
9,003272 

9.999970 
8*073595 

9.998698 
8.888326 

9.993910 
9.220914 

9.985440 
9.405964 

9.973006 
9.533898 

9.63:«.^ 

tgjt 

rsinti 

sini 

8.284638 
0.556124 
8.585512 

8.284638 
0.562594 
8.585506 

8.284627 
0.564850 
8.585501 

8.284638 
0.562931 
8.585506 

8.284638 
0.556784 

8.585511 

8 . 284660 
0.546244 
8.585534 

8 . 18469a 
0.531031 
8.585561 

8.284*1 

0.510'! 
8.5i;g 

—  ip !  sin  tp 

ip  4-  r)  sin  V 

1*141835 

9*974495 
8.942582 

1,242650 
9,548078 
8.941767 

1*143519 
9.379430 
8.941032 

1,244478 
9.919728 
8.940231 

1*145463 
0.151488 

8.939396 

1,246463 
0.299620 

8.938544 

1*147449 

0.407365 

8.937694 

o.4<i^M 

8.93^y 

sm  <p  Bin  V 

—  iktp.ya 
p:r 

8*388683   ' 

0,067102 

9.917973 

7,961099 
0,067050 
9.917330 

7.791617 
0,066996 
9.917413 

8.331409 
0,066940 
9.918221 

8.563015 
0,066884 
9.919741 

8.711363 

0,066830 
9.921972 

8.819715 
0,066781 
9.924900 

1     1.90411 

0,0»'4 
9-9iMJ 

—  2COS7 

—  2  COS  <p .  r 

— /itglcp  cosr 

Add. 

9*414579 
0,194367 
0,858391 
9.420233 

9.983869 

9*413907 
0,194387 
0,859197 
9.413304 
9.983783 

9*413315 

0*194409 

0,859189 
9.423048 

9.983796 

9,422685 

0,294434 
0,858667 

9.419320 
9.983914 

9*411012 
0*294459 

0*857333 
9.412048 

9.984137 

9,421320 
0,294485 
0,855289 
9.401045 
9.984466 

9,420620 

0,2945«! 
0*851537 
9.385995 
9.984907 

1       9.4»^l 

0,lQ^J 

9,jV't4 

1    9.9«'-*: 

IQ:  Wi 

9,840526 
1.970612 

9,568082 
1.977088 

8,638475 
1.979349 

9.451559 
1.977415 

9.783788 
1.971272 

9.966768 
1.960710 

0.091924 
«.94547« 

O.llU 

l.92'l^ 

{fizE} 

8.455785 
9,985075 

8.028149 
9*984380 

7,858613 
9,984409 

8*398349 
9,985161 

8,629899 
9,986626 

8,778193 
9,988802 

8,886496 
9,991681 

8,Q-.-*j 

IL:B} 
{LS} 

{L:Jn 

0,842260 

8,917077 
8.840762 

0,842980 

8*489845 
8.847232 

0,843085 
8.320462 
8.849477 

0,842581 

8.859959 
8.847569 

0,841470 
9.090884 
8.841422 

0*839755 
9.238164 

8.830904 

0*837444 
9.345059 
8.815714 

9  4>-^ 

1.237489 
0,734333 

I . 242047 
0,308588 

1.243252 
0.140666 

1. 241 113 

0.681752 

1.135499 
0.914335 

1 .226188 
1.063307 

1.112814 
1.171888 

1  i<M 

{ff    S} 

9,637181 

0^7844 30 

9,210392 
0,78908} 

9.041767 
0,789608 

9.582483 
0,786012 

9.815049 

0,778179 

9.964371 

0,765872 

0.073683 
0,748705 

o.ic-*.^ 
o,-i>M 

\P 

0  240998 

0.241070 

0.241146 

0.241227 

0.241308 

0.241388 

0.241463 

1 

0  Mi(^ 

241 


®j 


1874 

1 

873 

iphl  10 

Min  t 

Jftn.  ao 

Dec.  IX 

Not.  X 

Sept.  aa 

Aog.  13 

Jali  4 

Kaias 

640^401 
ii6»22'34"5 

37»47'46"* 

9%7'47"3 
I25048'47"8 

2*»12'30"0 

^39*506 

rj'  2'42''i 

3r'i/39''o 

9**  51'  »"1 
?jj"47'io^5 

1"  I2'26''5 

639''43o 

i65°58'2o"4 

5r*iS'25"8 

9**5«'  7"3 
i»5**47Vi 

2«i»'i7"3 

6 39^42 2 

158-54'  o"5 

38«i2'38"6 

9**  5o'2o"4 

125*» 48'  7"* 

2*»I2'28"0 

639^482 

I5i**49'34"9 

38*»  9'i5"i 

9%9'4i"6 

I25'»48'25"2 

2<»12'28"7 

639^603 
i44'*44'55"o 
38»   5'i9"2 
9»49'io"2 

I25**48'37"i 

2°I2'29"3 

639"77i 
«37"39'55"3 
38°  o'59"7 

9%8'44"6 
I25®48'43"6 

2»I2'29"7 

639"97o 

i3o«34'3*"4 

37**56'29"2 

9*'48'23''2 

125**48'46"8 

2«  12 '29^9 

640^185 
1 23°  28 '45"  1 

37**  5»'  0"8 
9O48'  4"5 

125°48'47"8 

2«12'30"0 

r  6'i3''i 

4^56'  i"© 
2.805845 

0.744162 

3.248054 
3.496108 

I*  6'i3"6 
4*5S'33"6 
1.805793 

0.744214 

0.248071 
0.496143 

I*»  6'i4"o 
4*»55'io"2 
2.805787 

0.744220 

0.248073 
0.496147 

I-  6'14"3 
4**54'5o"8 
2.805828 

0.744179 

0.248060 
0.496119 

1°   6'i4"6 

4°54'35"i 
2.805910 

0.744097 

0.248032 
0.496065 

I«   6'14"8 

4«54'**"3 
2 . 806025 

0.74398» 

0.247994 
0.495988 

1*»   6'14"9 
4° 54' 11 "6 
2.806160 

0.743847 

0.247949 
0.495898 

1*»  6'i5"o 

4" 54'  »"* 
2.806305 

0.743702 

0.247901 
0.495801 

1«   6'i5"o 
4°53'53"6 
2.806452 

0.743555 
0.247852 
0.495703 

9.9935*7 
9.233924 

4-54«349 

9.99354« 
9.233260 

4. 547685 

9-993565 
9.232692 

4.547117 

9.993579 
9.232221 

4.546646 

9.993591 
9.231838 

4.546263 

9.993600 
9.*3i5*7 
4.54595* 

9.993608 
9.231267 

4.54569* 

9.993614 
9.231039 

4.545464 

9.993621 
9.230829 

4.545*54 

154  45'  3"i 
I4i'56'i7''i 

9.'9945« 
0.489635 

127«42'54"6 
I34«4i'  7"o 

9.851857 
0.489691 

i2o°4i'*i"9 
i28®2i'5/'4 
9.894350 
0.489712 

ii3°4o'i9"8 
12I»58'  8"3 
9.928567 
0.489698 

io6'>39'35"8 

H5"28'5i"4 

9.955557 
0.489656 

99"38'55"6 
io8°53'i5"o 

9.97596* 
0.489588 

92*»  38'  3"2 

102<>I0'24"4 

9.990123 

0.489506 

85^36'44"3 

95^i9'*5"5 
9.998123 

0.489415 

78»34'48"3 
88'>i9'29"o 

9.999814 
0.4893*4 

9.890122 
0.086609 

9,976731 
:.  289086  1 

9.9**47« 

M7»«39 
!4fc>6'29"6 
11'  jo'28"5 
J9  i6'58''i 

9^847086 
0.094582 
9«94i66g 

0.34154« 

9«89*3»5 

0^37811 

141*1 7'54"« 

272»27'43"7 

53*45'3«"5 

9^79*869 
0.105616 

9»«98485 
0.384062 

9.854706 
0*39463» 
I35'>41'49"8 
272**  24' 3  »"4 

48*»    6'2l"2 

9*7*3833 
0.121361 

9*845194 
0.418265 

9.884570 

0*341 3« 3 

1*9*57'  o"9 

272*»2o'49"9 

42»i7'5o"8 

9*633681 
0.145017 
9*778698 

0.445*13 
9.918398 

0**74763 
124°  2'  3"9 

272<*l6'42"l 

36°i8'46"o 

9*510157 
0.183687 
9.693844 
0.465550 
9.946241 
0.189832 
1 1 7^*55 '26"  1 

272**12'l6"l 

30«   7 '4*"* 

9.324018 

0.257126 

9*581144 
0.4796*9 

9.968406 

0.07704* 

iii'»35'26"9 

272°   7'4*"4 

*3%3'  9"3 

8*967470 
0.188941 
9.419980 
0.487538 

9.984931 
9.915781 

105''    o'22"6 

272*  3'i3"o 
17*  3'35"6 

8.465902 
9.918125 

9.148954 
0.489138 

9.995601 

9*644657 
98«   8'29"4 

27i"58'58"4 

io*>   7'27"8 

3. 5  $0361 
3.483162 

3.33$9»7 
e  819089 

0  545486 

0.483*39 
0.333268 

0.816507 

0.539926 
0.483277 
0.330277 

0.813554 

0.533695 
0.483*77 
0.326971 

0.810248 

0.526815 
0.483247 
0.323360 
0.806607 

0.519309 
0.483188 
0.319466 
0.802654 

0.511223 
0.483114 
0.315312 
0. 798426 

0.502607 
0.483029 
0.310930 
0.793959 

0.493537 
0.482945 

0.306358 
0.789303 

"i  '3«725 

^9.9»H78 

9.796062 
9ii«9»S»5 

9.844136 
9.854706 

9.884570 
9.807618 

9.918398 

9*747948 

9.946241 
9*6705*3 

9 . 968406 
9*565819 

9.984931 
9*413174 

9.995601 
9*1511*0 

^.»«5153 
j,io'»63i 

0.278999 
o„i 713*4 

0.27I21I 

0.125917 

0.261155 
0.068773 

0.247644 
9*99559* 

(^228207 
9*898730 

0.196745 
9*762564 

0.133009 
9*546183 

9.899583 

9*050703 

*  934347 
J.  "08152 

9.906634 

9.771704 

9«871795 
9.824618 

9.828002 
9.869032 

9.77*463 
9.906225 

9.700651 
9.936967 

9.604502 
9.961672 

9.467418 
9.980457 

9.244984 
9.993184 

«  284769 

•-  4<47o8 
J  5«'5643 

8.284812 
0.452120 
8.585687 

8.284856 
0.411721 

8.5«57»5 

8.284889 
0.361697 
8.585763 

8.284922 
0.299278 
8.585796 

8.284944 
0.219960 
8.585818 

8.284955 

0.1157*5 
8.585829 

8.284966 
9.970025 

8.585834 

8.284966 

9.7385*1 
8.585834 

«•»4923« 

-557814 

J  936118 

I »«49979 
0.612569 

*  935444 

1.250585 
0.657690 
8.934867 

1.251056 
0.694818 

8.934389 

1.251409 
0.725005 
8.934001 

1.251661 
0.748895 
8.933685 

1.251847 
0.766832 

8.933421 

1**51990 
0.778890 
8.933189 

1.252116 

0.784904 
8.932976 

«9-1649 

•'.566709 
J.9J2801 

9.029322 
O11066692 
9  937753 

9.076828 
0.066690 
9.943351 

9.116791 

.   0.066703 

9.94958* 

9.150236 
0.066731 
9.95643* 

9.177768 
0.066769 
9.963879 

9.199673 

0.066814 
9.971891 

9.215970 

0.066862 
9.980422 

9.226430 

0.06691 I 
9.989408 

M19280 

*  *94$57 
•'.*449i8 

^  U175« 

Ji  980147 

9^18683 

o»»94578 
01^840064 

9.311008 

9.986962 

9.418144 

0**94595 
0.8345*1 
9.272850 

9.987918 

9.417666 
0*294609 
0.828304 
9.225284 
9.989029 

9.417248 
0.294621 
0.821436 
9.165196 
9.990309 

9.416873 
0*294630 

0*813939 
9.087396 

9.991771 

9*416535 
0.294638 

0.805861 

8.982354 

9.993430 

9.416218 
0.294644 

0*797*51 
8.829392 

9.995298 

9*4159*1 
0.294651 

0.788188 

8 . 567041 

9.997382 

:. 258613 
^•'99065 

0.317190 
1.866433 

0.364544 
1.825996 

0.402727 
1.775934 

0.433040 
1.713482 

0.456276 
1.634142 

0.472895 
1.529896 

0.483064 
t.384191 

0.486721 
1.152687 

V 393 58 

j!.9995«o 

9.096014 
0,^004445 

9*143518 
0.010041 

9ii»  83494 
0.016285 

9.216967 
0.023163 

9**44537 
0.030648 

9.266487 
0*038705 

9.282832 
0.047284 

9**93341 
0*056319 

'.431065 

■»-'WS» 

1-69477 

0.827026 
9.548013 

8.73693* 

0*822439 
9-59*557 
8.696577 

0*817333 
9.629207 

8.646586 

0*811745 
9 . 659006 

8.584200 

0.805710 
9.682580 
8 . 504904 

0*799*91 
9.700253 

8.400680 

0*79*549 
9.712079 
8.254991 

0*785570 
9.717880 
8.023487 

1   1M-»I6 

,MM890 

1.142304 
»•379309 

1.105291 
1.424998 

1.058674 
1.462597 

0.999357 
1.493 «67 

0.922184 
1.517368 

0.817666 
1.535565 

0.665164 
1.547851 

0.403236 

1.554075 

'/'<*7266 

0.285753 
0.661015 

0.333848 
o„6i5629 

0.374268 
0,558471 

0.408054 
0.485*48 

0.435829 
0*388318 

0.4579t* 
©„252070 

0.474346 
0*035598 

0.4849*5 
9.540027 

'  U1581 

0.241619 

0.241638 

0.241638 

0.241623 

0.241594 

0.241557 

0.241514 

0.241472 

''^ r  >  1 1 0 r .  BateWaiimnaof «n.  LL 
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242 


®s 


Datam 
n 

m 

t 

i^n 

1872 

April  15 

Mftrs6 

Jan.  25 

Dec.  16 

Not.  6 

1       Sept.  97 

Avff.  x8 

Juli  4 

64o"607 
I09»i6'  a"7 
37«43'53"g 

9"47'3«"o 
I2S*'48'47"6 

a«ia'3o"o 

64o"796 

102*   9'i2"6 

37"4o'29"i 

9%7'i5"5 
I25»48'47"7 

2".12'29"9 

640^963 
95°   »'  7"o 
37"37'34"5 

9*47'  o"8 
I25*48'48"i 

2«I2'29"7 

64r'io6 

87*54'48"9 

37"35'io"4 

9%6'47"i 

I25*»48'48"9 

2*12'29"7 

64t"225 
8o«47'2i"l 
37*33'i5"o 

9%6'34"9 
I25"48'49"9 

2"l2'29"6 

64i"3ao 
73*39'45"8 

37*3i'45"3 

9»46'24"5 

i25*48'5i"i 

2*12'29"5 

64i"39i 

66*32^  S"3 
37*3o'37''6 

9*46'i6''a 

125*48'52''2 

2*12'29"5 

64i''44i 
59**i4'ii''i 

37"*9'4'''3 
9%6'io"i 

2"  «'29% 

ii 

J 

a 

4**S3'45"5 

2 . 806592 

0.743415 

0.247805 
0.495610 

i«   6'i4"9 

4^3'37"7 
a. 806720 

0.743*87 

0.247762 
0.495525 

I*   6'i4"8 

4"53'3o"4 
a. 806833 

o.743>74 

0.247725 
0.495449 

1"  6'14"8 

4*53'a3"5 
1. 806930 

0.743077 

0. 247692 
0.495385 

1*  6'i4"8 

4*»53'i/'4 
2 . 807010 

0.742997 
0.247666 
0.49533« 

1*   6'i4"7 
4*53'ia"2 
a . 807075 

o.74a93a 

0.247644 
0.495288 

I*  6'I4''7 
4*53'  S**! 
2.807123 

0.742884 

0.247628 
0.495256 

1°  e'u"- 

2.807ir 

0.741*%: 

0.24'6l' 
0.495151 

cos  9 
«in  w 
log/ 

9.993627 
9.230630 

4.545055 

9.99363* 
9.230441 

4.544866 

9.993638 
9.230262 

4.544687 

9.993642 
9.230094 
4.544519 

9.993647 
9.229945 

4.544370 

9.993651 
9.229818 

4 . 544243 

9.993654 
9.229717 

4.54414» 

9.995650 

9.*»9MJ 
4.544CM 

M 

E 

nnE 

a  cofl<p 

71*32'  8"9 

9.994816 
0.489237 

64"28'43"5 

73*50'  i"3 
9.982478 

0.489157 

5/*24'32"5 

66°19'32"8 

9.961822 

0.489087 

5o'*i9'38"5 

58*38'i5"8 

9.931404 

0.489027 

43*14'  6"i 

5o*46'i7''o 

9.889094 

0.488978 

36*  8'  o"5 

4»°44'  o"8 
9.831608 

0.488939 

29*   i'a7''7 
34*32'i4''o 

9.75353« 
0.488910 

26°  12'  •"< 
9.644«»': 

o.48M«s 

COBJElr' 

Subtract. 
ex^E — e 

r  sin« 

r  co8f? 

V 
Ol 

u 

9.186385 
9.030390 

M»6775 
0.484053 
9.99993« 
8»7"385 
90° 58'  9"i 
27i*»55'  6"2 
2»53'i5"3 

9.444711 
9.804708 

9.035149 
0.471635 

9.997169 

9 -530074 

83»27'5*"5 
27i**5i'4i"4 

355*i9'33"9 

9.603725 

0.134495 
9.364757 

0.450909 
9.986151 

9 . 860206 

75*36'25"6 

271^*48 '46"4 

347'*25'i2"o 

9.716377 
9.828418 

9.544795 
0.420431 
9.965244 
6.040180 

6/'22'55"2 

27i*46'2i"5 
339*  9'i6"7 

9.801003 
9.864215 
9.665218 
0.378072 

9.932077 
0.160549 

58*47'  i"9 

27i*44'25''i 

330* 31 '27^0 

9.866002 
9.885865 
9.751867 
0.320547 
9.883095 
0.247155 
49*49'  6"o 
27i*42'54"2 

321*32'   0"2 

9. 9^5799 
9.899807 
9.815606 
0.24244« 
9.881009 
0.31086a 
4o*,3o'2o''5 

27i*4i'45''4 
312*12'  5"9 

9.9Si(i(N 

9.90«'/^' 
9.86i«bi 

o.i33«%9 

9.9H^'>' 

o.35"^v« 

30"52V'J 
27i"4o'<*"* 
30i"}3';i> 

r 
A^d. 

0.484115 
0.482864 
0.301655 

0.7845*9 

0.474466        0.464758 
0.482789        0.482725 
0.296888        0.292139 
0.779677  \     0.774864 

0.455187 
0.482669 

0.287507 
0.770176 

0.445995 
0.482625 

0.283101 

0.765726 

0.437452 
0.482590 

0.279047 
0.761637 

o.4»9853 
0.482564 

0.275474 
0.758038 

o.4M5=^ 

o.4'»«^' 

o.irio« 

sino 
eosr 

9.999938 

81,228270 

9.997169 
9.056208 

9.986151 
9.395448 

9.965244 
9.584993 

9.932077 
9.714554 

9.883095 
9.809703 

9.812595 
9.881009 

9.*  1:3%-« 

Add. 
C08Ü  +  eosE 

9-9493*9 
9. »35714 

0.148845        0.209259 
9.593556        9.812984 

0.240288 
9.956665 

0.259953 
0.060956 

0.273792 
0.139794 

0.283983 
0.19978» 

0.29U<J 
0.2M',»1 

am« 

CORtI 

8.702228 
9.999448 

8„9"077 
9.998553 

9*338063 
9.989447 

9ii55i263 
9.970600 

9*692015 
9.939800 

9*793831 
9.893745 

9*869693 
9.827205 

9.9*5-  • 
9.'»3?'<^ 

tgl« 

r  flinu 

fiint 

8.284966 
9.186343 
8.585834 

8.284955 

9«385543 
8.585829 

8.284944 
9^802821 
8.585818 

8.284944 
0^006450 
8.585818 

8 , 284944 
0,138010 
8.585812 

8.284933 
0,231283 
8.585807 

8.284933 
0,299546 
8. 58 5807 

0,34^*'' 
8  S*5*Ü 

—  {p  :  9inq>) 
{p  -f-  r)  sin  r 

i|.»5»»34        I«a5i348 
0.784457        0.776846 
8. 93*775   1     8.932582 

1,252463 
0.761015 
8.932401 

1,252575 
0.735420 
8,932230 

1^252680 
0.697803 
8.932079 

1*25277» 
0.644732 
8.931950 

1,252847 
0.570633 

8.931848 

1,2  UVJ 

O.46UM 

«.9J»-1 

stn^)  sinr 

9.230568 
0^066958 
9.998749 

9.227610 

0^067001 
0.008323 

9.216413 

0,067038 
0.017967 

9195338 

0,067071 
0.027482 

9. 162022 

0,067097 
0.036630 

9.112913 
0^067119 

0.045138 

9.o4a3ia 

0,067135 

0.052711 

1.04-«'? 

2  CO«  qp 

—  2cog4jp  .r 

— jitgJ<rco8r 

Add. 

9«4i5639 
o«294657 

o«778772 

7.643909 
9.999681 

9«4«537i 
0^294662 
0^769128 

8«47i579 
0.002183 

9^415126 
0^294668 
0,759426 

8,810574 
0.004859 

91.414899 
0,29467a 
0,749859 
8,999892 

0.007656 

9*414704 
0,294677 
0,74067a 
9*129258 
0.010498 

9*414540 
0,294681 

0,732133 

9*224243 
0.013281 

9,4144t» 
0,294684 

0,724537 

9**954»« 
0.015875 

9-^«*i^ 

0,1<>4W 

o.-ilii1 
9.3*-  'i 

O.OI*1P 

0.483563 
0.600509 

0.473019 
o„7997i4 

0.454205 
1.2 17003 

0.425787 
1^420632 

0.38579s 
1,552198 

0.331197 

1,645476 

0.257058 
««713739 

O.I<44"i 

9^2975*6        9«*946li 

0^065707        0^075324 

9*283451 
0,085005 

9^262409 
0,094553 

9*229119 
0,103727 

9,180032 

0,112257 

9*«09447 
0^119846 

o,-3Mt 
Q.3«-»5 

{L:S\ 

0,778453 
9.71723a 

7.471309 

o«77i3ii 
9.709428 

7,670498 

0,764285 
9.693416 

8,087765 

0,757515 
9.667650 

8,291394 

0,751170 
9.62988a 

8,422954 

0,745414 
9.576682 

8„5i62i6 

0,74041« 
9.502481 

«•584479 

9.480504 
1*553827 

0,308556 
1 . 546405 

0,647911 

1.530753 

0,837568 
1.505326 

0,967234 
t. 467858 

1*062475 
1.414914 

1*133856 
1 . 340916 

t  «5^!! 

0.489175 
9.624951 

0.486326 
0.082713 

0.475238 
0.302071 

0.454271    1     0.421055 
0.445692        0.549934 

0.372034 
0.628733 

0.30150^ 
0.68869a 

0  -p»! 

\P 

0.241432 

0.241394  i 

1 

1 

0.241362 

0.241334 

0.241312 

0.241295 

0.241282 

e.24iW 

1 
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S'''i9'io"i 
9"46'  6"6 


4" 5}'  3^3 

2. 807177 

c.  742830 

3. 247610 
0.49^£2O 


@4 


187z 


Jkpril  2o 

64V "4^4 
450   8'48"i 

37*z8'4i"6 
i2S%8'54"o 

2«I2'29"4 


U&n  II 


64t"48i 
38°    1'  i"6 
37°28'i7"6 

9"'46'  6"o 
iZ5''48'54"o 

*"I2'29''4 


Jan.  3t 

641 "465 

30°53'i6"3 

37"27'54"9 

9^46'  8"7 

I25°48'S3"6 

2'»12'29"4 


I*»  6'i4"7 
4«53'  2"6 

2.807186 

0.742821 

0.247607 
0.495214 


.0 


1"  6'i4"7 
'  3"o 


4  53 
2.807184 

0.742823 

0.247608 
0.495215 


6'I4"7 


4°S3' 


4"3 


2.807173 

0,74*834 

o. 24761 I 
0.495223 


1871 


DoC.  23 
641 "439 

23°4S'3»"6 

37''27'3o"8 

9°46'i2"8 

i«5*'48'52"8 

2*»I2'29"4 


Nov.  J2 


1«   6'i4"7 

4°53'  6"4 
2.807155 

0.742852 

0.247617 
0.495*35 


64i"404 

i60  37'5i"4 

37^*7'  3"4 

9«46'i8"o 

I25*'48'5i"8 

2«I2'29"4 


Oct.3 

64i"362 

9"3o'i3"o 

37"26'3i"6 

9"46'23"9 

i25«48'5o''6 

2«I2'29"4 


Aug.  24 
64i"3i6 

2°22'37"6 

37*^*5  •54"9 
9*»46'3o"i 

I25%8  49"3 

2''l2'29"3 


1"  6'i4"7 
4O53'  9"o 

2.807132 

0.742875 

0.247625 
0.495250 


I«  6'i4"7 

4^3'ii"9 
2.807103 

o . 742904 

0.247635 
0.495269 


1°  6'i4"6 
4°53'i5"o 
2.807072 

0.742935 

0.247645 
0.495290 


'<-993657 
M29599 

i.  544024 


9.993658 
9.229582 

4.544007 


9-993658 
9.229592 

4.544017 


9.993657 
9.229625 

4.544050 


9.993655 
9.229675 

4.544100 


346^18'  r'8 

343"32'47"9 

9n45ai47 
0.488890 


9  993653 
9.229739 
4.544164 


9.993651 
9.229811 

4.544236 


9 • 993649 
9.229886 

4.5443" 


>f  47'2S''0 

r'45'i6"9 

V.484218 

:. 488877 


7"  40' 


6"6 
9''i3'38"i 
9.205070 
0.488872 


o  32  44  o 

o°39'25"3 
8.059451 

0.488873 


353°25'2i"4 
352°   5'   l"2 

9»n90i9 
0.488880 


339**io'48"o 

335°  4'59"i 
9n624595 

0.488903 


.0 


332'   3'4i"4 
326''43'3i"t 

9«739»98 
0,488920 


324«56'42"7 
3i8'»29'57"8 
9.821270 
0.488939 


4.v"88o6 

4.VI4791 

•^«93597 
4  97J095 

^  ^"0139 

:.5«8«17 

:i'  ©'iS^o 

:-i'4o'i6"4 

40'32"4 


i,t 


9-994344 
9.918091 
9.912435 
9.693942 
9.992032 
0.407649 
io"56'3o"6 

27i*39'47"6 
a82»36'i8"2 


9.999971 
9.919248 
9.919219 
8.548324 
9.999960 
0.414434 

o%6'47"3 
27i"39'23"6 

272°26'l0"9 


9.995841 
9.918392 

9.914233 
9.627899 
9.994142 
0.409456 

35o«36'36"9 

271" 39'  i"3 
262«i5'38''2 


9.981842 

9.915430 

9.897272 

9«94io37 

,   9.9744»6 

^     0.392507 

34o"3i'32"4 

27i°38'38"o 

i 


2^2^l0'l0"4 


9.957569 
9.910015 
9.867584 

o„i I 3498 

9.940175 

0.362834 
33o°36'42"2 
27i°38'ii"6 
242"i4^'8 


9.922232 

9.901437 
9.823669 
0^228218 
9.890141 
0.318938 
32o°56'28"4 
27i°37'4i"o 
232^34'  9"4 


9.874452 

9.888353 
9.762805 
0.310209 
9.873982 
0.258095 
3ii°34'i4"o 

271° 37'  5"6 
223°ii'i9"6 


:  418678 

-*  482534 
'  1'0275 

■  ''52K09 


0.415617 
0.482530 
0.268861 

o.75»39> 


0.414474 
0.482531 

0.268333 

0.750864 


0.415314 
0.482537 
0.268717 
0.751254 


0.418091 
0.482545 
0.269997 
0.752542 


0.422659 
0.482556 
0.272113 

0.754669 


0.428797 
0.482571 

0.274975 
0.757546 


0.436227 
0.482588 
0.278468 
0.761056 


♦  M-4417 
'«  ^1*0139 


9.278325 
9.992032 


8.133850 
9 . 999960 


9n»"585 
9.994142 


9.522946 
9.974416 


911690839 
9.940175 


9«79942i 
9.890141 


9.873982 
9.821868 


'296-18 


0.299876 
0.294220 


0.301024 
o . 300995 


0.300181 
0.296022 


0.297333 
0.279175 


0.292420 
0.249989 


0.285281 
0.207513 


0.275534 
0.149986 


«  'f^>062 


9.989404 
9.338913 


9.999607 
8.628489 


9.996025 
9.129263 


9.978622 
9.486006 


9n946930 
9.668052 


9.899869 
9.783762 


9«8353I3 
9.862789 


•  ^84933 

-.183-40 
_■  nHs8o2 


8.284933 
0^405021 
8.585802 


8.284933 
0.414081 
8.585802 


8.284933 

o«4"339 
8.585802 


8.284933 

o«3967i3 
8.585802 


8.284933 

On369589 
8.585802 


8.284933 
0.328666 
8  585802 


8.284922 
0.271540 
8.585796 


\.i 


^»935 
'  507226 


1.252948 
0.029716 
8.931712 


1*25*939 
8.884714 
8.931722 


1.252912 

911963839 
8.931753 


1.252870 
0.275488 
8.931806 


1.252817 
o«4455o8 
8.931870 


1.252760 

0*556967 
8.931942 


1.252702 
0.635038 
8.932019 


*  •*4;öi6 

V6-153 


•  »14263 

-  2^4687 

.•»3365 

■.;''4402 

-19899 


■  ::a4-i8 

_'.-'^-938 


'.*<ii69 

_i.'?ioo9 


8.507907 

0.067156 
0.066913 


7.363442 

0.067155 
0.068057 


9.414242 
0.294688 
0.710305 

9.406274 
0.021047 


9*414253 
0.294688 

'  0.709162 

9*414213 
0.021481 


9.754530 
1*819219 


8*575063 
0*134069 


9.042963 
1.828279 


7*430597 
o<,i352i2 


8.442210 

0.067152 

0.067223 


8.752621 
0.067146 

0.064454 


8.920578 

0.067138 
0.059897 


9.029232 

0.067128 

0.053774 


9.103868 

0.0671 18 
0.046361 


9.414290 
0.294687 

0.710001 

9.408432 

0.021164 


9*414351 
0*294685 

0.712776 

9*388767 

0.020123 


9.414426 
0.294683 

©«717342 
9*354601 

0.018441 


9*414513 
0.294681 

0*723478 

9*304654 

0.016249 


9.414607 
0*294679 

On7 30906 

9**36475 
0.013693 


9n544577 
1*825537 


9*904097 
1.810911 


8.509362 
o„i34375 


8.819767 
0.131600 


0.090711 

1*783787 


On212559 
1.742864 


0.299016 
1*685744 


8.987716 

0.127035 


9.096360 
0.120902 


9.170986 
0*113479 


-  *53»64 

*  '58955 
«»♦»«16?  3 


«  223074 
.  ^••627 


"'43294 
•^4401 


-  241267 


o„73i352 
8.961428 

8.689954 


o«  7 3064 3 
7.816436 

8.699014 


1*244980 
0.800134 


1.252899 
9.655122 


9,767197 
0.783092 


8.622723 
0.789868 


0.731165 

8089559* 
8.696272 


o„73*899 
9.207294 
8.681646 


0*735783 
9*377378 
8„654?22 


o„739727 
9.488909 

8„6i3599 


o„744599 

9*567057 
8„  5 56462 


1**47054 
0*734*14 


1.227286 
1*045813 


1*19*99* 
1.215769 


9.701465 
0.784902 


0.241265 


0.241265 


0.241268 


0.011836 
0.768065 

0.241272 


o„i7974* 
0.738892 

0.241278 


1.142901 
1*327156 


1*074570 
1.405152 


0.288341 
0.696433 

0.241285 


0.362921 
0.638925 

0.241294 
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21-, 


Datum 

sin  l^o'-  Ö) 

CO« /So' 
cos  (A'o— Q) 

i87S 

1874 

F«br.  94 

-|-i**l6'24"o 

aoi'>47'52"5 
i2S**4i'47"3 

9.988901 
9.999893 

9.348744 

Jan. t5 

-|-l'*17'l6"7 
I99"46'32"6 

125«42'2l"3 

74^*  4'M"3 
9.982993 

9 • 999890 
9.438488 

Oec.  6 

+1**17'56"4 
I96"45'i9"i 

i25%2'57"o 

9.975773 
9.999888 

9.511772 

Od.  37 

8«pt.  17 

Aiiff.8 

Jvni  99        1 

+i*'i8'25''o 

184"  40*27"  3 

I25'*45'5i*5 
58«54'35"8 
9-932655 
9.999887 

9.712974 

Hai  >i 

-|-i*»i8'23"i 
,93044'  9^0 

125°43'39*9 
68'*  o'29"i 

9.967190 

9.999887 

9.573424 

+i"i8'36''8 
i9o*»42'59''i 
12  5®  44' 23^2 

64«58'35*9 

9.957193 
9.999886 

9.626327 

-hi«i8'37*5 

i87°4i'46"3 

1 25^45'  7*6 

6i"56'38"7 

9.945710 

9.999886 

9.672405 

4-i**i:'5<i''4 

i25"46'33''o 

55"5i'i6"2 

9.9ir9:» 

9.999HM 

9.74*9-^^ 

sin  ßf/ 

cosA)'ain(V— Q) 
Q 

m 

t 

Q-i 

8.346784 
9.999887 
9.988794 

1*>18'22"6 
2'»l»'24"l 

-0O54'  «"5 

8.351747 
9.999881 
9.982883 

l"20'2r'8 

X«12'24"o 

—0*52'    2"2 

8.355449 

9.999875 
9.975661 

|0  22'24"6 
2**12'23"9 

— o"49'59*3 

8.357921 
9-999869 
9.967077 

l*24'32''o 
2®12'24"0 

-o%7'52''o  : 

8.359185 
9.999861 

9.957079 
i*»26'45"2 

2«12Vl 

-o"45'38"9 

8.359249 

9.999854 

9.945596 
,«29'  5"4 

2"f2'24"5 

-o»43'i9*i  . 

8.358097 
9.999846 
9.932542 
i«3i'33*9 

2*»12'25"o 

— o°4o'5i"i 

8.35S-*« 

9.9<^^^3' 
9.9i7«i'> 

— o^sÄ'n^ 

sin  (Q—i) 

q 

CO«  (Q— •) 

V96303 
9.988907 
9.999946 

8^180019 
9.983002 
9.999950 

8*162579 
9.975786 

9.999954 

8*143745 
9.967208 

9.999958 

8*123138 
9.957218 
9.999962 

8.100387 
9.945742 
9.999965 

8.074926 
9.932696 
9-999969 

81,04604') 
9.9i?o»<4 

9-9^9<**) 

cosJfi  8inZ*t 

C08j9|  CO«  2^ 

9.988853 

9.988904 

9-348637 

77"   6'ii"3 

9.982952 
9.982998 
9-438378 

74''   4'2o"o 

9.975740 

9.975782 

9.511660 

71"   2'33''6 

9.967166 
9.967203 

9.573311 
68''  o'43"6 

9.957180 

9.957211 
9.626213 

64"58'54"4 

9.945707 

9.945734 
9.672291 

6i'»57'  o"8 

9.932665 
9.932687 
9.712861 

58» 55'  1*5 

9.9ir<i^J 

9.9i?<*"» 

9.*48Jif.j 

55"5i'^«)'ij 

co«j9i 

9.999949 

0.736575 
8„i852io 

9-999954 
0.736732 
8^163021 

9.999958 
0.736828 

8*138365 

9.999963 
0.736862 

8*110953 

9.999969 

0.736835 
8*080356 

9-999973 

0.736747 
8.046129 

9.999978 

0.736597 
8.007622 

9.99«^*' 

o.'s*»;"' 

L\ H 

C0«(/y|— W) 

r\  cos^i 
«in  (2it  —  «) 

336"i2'27^7 
9.961428 

0.736524 
9^605760 

338"i7'22''2 
9.968046 
0.736686 
9^568104 

34o'*2i'5o''o 
9-973980 
0.736786 
9*526398 

342'',26'49''2 

9**979293 
0.736825 

9ii4794i4 

344^33'i8"i 
9.984026 
0.736804 
9*425392 

3  46%2'i3"5 
9.988200 
0.736720 
9*361702 

348"  54' 34*9 
9.991813 

0.736575 
9.284106 

35i**irx4''i 

9.994H4^ 
0.73b5S- 

9,i8u5< 

r 
Subtract. 

0.697952 
0.564024 

9- 557770 

0.704732 
0.564810 

9.579939 

0.710766 
0.564880 
9.601214 

0.716118 
0.56423s 
9.621883 

0.720830 
0.562874 
9.642120 

0.724920 
0.560804 
9.662006 

0.728388 
0.558026 
9.681550 

o.73i»»> 

o.554>'4A 

9.-DO-00j 

»71 

0.121794 
9«93*87o 
0^342284 

0.144749 
9^915084 

0*304790 

0.166094 
9.892648 
0*263184 

0.186116 
9.864024 
0*216239 

0.204994 
9.869831 
0.1 62 196 

0.222810 
9.902891 
0*098422 

0.239576 

9.932445 
0.02068t 

0.25>24* 

9.qs-'o? 

9.911  N'V, 

^  co«^ 

0.409414 
9.999770 
8^921785 

0.389706 

9.999773 
8*899753 

0.370536 
9.999778 
8*875193 

0.352215 
9.999788 

8.847815 

0.335163 
9.999800 
8.817191 

0.319919 

9.999817 

1     8.782876 

0.30713« 
9-999838 
8.744219 

o.29-f3^ 

9.9<>V**' 
8.-cc4n 

r,-3 
Subtract. 

9,590356 
8.771068 

7.790275 
9-952055 

9.610067 
8.830201 
7 . 789804 
9.958508 

9.629242 

8.887726 

7.789516 
9.963901 

9.647573 
8.942719 
7.789414 
9.968362 

9.664637 

8.993911 
7.789495 
9.971991 

9.679898 
9.039694 

7.789759 
9.974860 

9.692707 
9.078121 
7.790209 
9.977022 

9.702;» 

9.1060^ 

7,''<)0»4l 

9.9-8;ci 

6A' 
Subtract. 

8.723123 

9.421075 

9. 335092 
9.340328 

8.788709 

9.493441 
9.3950H 
9.405486 

8.851627 

9-562393 
9.452606 

9.458817 

8.911081 

9.627199 
9.506952 

9.503800 

8.965902 
9.686732 

9.556785 
9-542573 

9.014554 

9.739474 
9.600498 

9.576496 

9.05514J 

9.78353« 
9.636147 

9.606441 

9.0?  u**-* 
9.I10M3 

9.661U: 

9.632i#2j^ 

Ab 

8.675420 

9^065407 
7^644908 

1.890757 

8.800497 

9*093499 
7.688462 

I . 890685 

8.911423 

9*114811 
7.726820 

I . 890609 

9.010752 
9.127320 
7*758896 
1.89052B 

9.099358 
9.128098 

7*783093 

1.890447 

9.176994 
9.112976 

7*797430 

1.890367 

9.242588 
9.075824 
7*799362 
1 . 890292 

9.2<H4;i 

W 

Ji 

JQ 

0.566177 

0^956164 
9ii535665 

0.691182 
0.984184 

9*579147 

0.802032 
1.005420 

9*617429 

0.901280 
1.017848 

9*649424 

0.989805 
1.018545 
9«673540 

1.067361 

1*003343 
9*687797 

1.132880 
0.966116 
9.689654 

0,»Q*2CI 

9^b-bu- 

-f-      o"238 
—     32''o83 

+       o"i40 
—     35*994 

-f       o"oi8 
-     39*516 

—         0"l26 

—    42" 3 50 

—  o"287 

—  44*138 

—  0^451 

—  44*515 

—  o"6o5 

-  43*164 

—  0'-2- 

—  3q%U 

+       0"1052 

+  .   8"7345 
+     8"8397 

-f-     o"o524 

-f     9*3017 
-h     9*3541 

—    o"o458 
-f     9*7685 
4-    9*7227 

~     o"i994 
4-  io''o695 
-h     9*8701 

—     o"4i66 
-+■  10^1198 
-h    9*7032 

—     ©"7007 
4-    9^8208 

4-  9^1201 

-     i"o456 
-h     9''o740 
H-    8*0284 

4-   ^"y^i 

JL 

—      25"6l2 

+       o"747 

—  o"o24 

—  24"889 

—  34*211 
-h       o"298 

—  o"o27 

—   33*940 

~    44*169 

—         0"212 

—       o''o29 

—   44*410 

—  55*445 

—  o"755 

—  o"o3i 

—  56^231 

—  1'  7"8o7 

—  i"287 

—  o"o33 

—  1'  9^127 

—  i'2o"745 

—  1*744 

—  o"o33 

1  *22"522 

—  1 '3  3*395 

—  i''o47 

—  o''o32 

—  «'35*474 

—    l'44"w> 

Jn\ 
Jn% 
Jn 

-h  I'  3"6ji 

-h    49*034 
+   i'52"64i 

-h  i'25"749 
-h     19*623 
+  i'45*345 

-+■  r5o"990 

—     1 3*999 
-f  i'36"962 

-1-  2'i8"8oi 

—     5o"o73 
4-  i'28"697 

-h  2'47"998 
—  i'25"68o 

-+■    l'22"285 

+  3'i6"585 
—  1 '56^58  7 
-f  1 '19*965 

4-  3'4r'66« 
—  2'i7"405 
4.  t  Vas« 

—    2'22': 

4-  t^r'-'i 

Jipi 
Jipt 
Jtp 

—       1*597 
+     55"o29 
-h     53*432 

—       o"797 
-h     59*329 
+     58^532 

4-       o"698 
+  I'  2"378 
+   1'  3*076 

+       3*046 
+   1'  3*659 
+  1'  6"705 

i+         6^380 
'-hl'    2"622 
j-f    1'    9^002 

-f     io"758 
-h     58"778 
-h  1'  9*536 

4-     i6''o9o 
14-     51*859 
4-  «'  7*949 

■    4-     4^***  * 

4-  «'  4'c*^ 
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1 

t 

1874 

1873      » 

April  to 

1        Mint 

Jan.  ao 

I>ee.  II 

Nov.i 

Sept.  «a         1 

Auf.  13 

Juli  4 

Mai  35 

ri''i7'2o"7 
r8''37'i9"2 

r2?'*4:'io''5 
1    ?2''5o'  «"7 
q. 901408 

9.999890 
'      9*81111 

-hi»i6'29"o 

I75'*35'»4"* 

I25«47'4»"i 

49»47'4*"i 
9.882946 

9.999892 

9.809913 

-fi«i5'24''6 

»72*'33'""4 
125*»  48'  7"* 

46«  45'  4"* 
9.862361 

9.999896 
9.835797 

4-1^14'  7"o 

i69°3o'37"4 
125°48'25"2 

43*'42'l2"2 

9.839431 
9.999899 
9.859094 

-fi<»i2'36"6 

i66°27'39"3 
i2S*»48'37"i 

40« 39'  2"2 

9.813877 

9.999903 
9.880068 

-fi*'io'53"6 

i63^24'i4"2 

I25«48'43"6 

37°35'3o"6 

9.785353 
9.999908 
9.898932 

-f  1*»    8'58"4 
i6o*'2o'i9"i 
125*»48'46"8 

34"3i'3*"3 

9-753411 

9.999913 
9.915860 

4-1°   6'5o"8 

iS7'^i5'5i"6 

125°48'47"8 

31*^27'   3"8 

9.717479 
9.999918 

9.930993 

4-1**   4'3i"* 
i54»io'48"3 

125®48'47"8 

28^22'  o"5 

9.676798 

9.999924 

9.94444s 

8. 352122 
9.999827 
4.901298 
l«37'   1"% 
2*1Z'26''S 

-c''35'2  3"7 

«.347*57 
9.999816 

9.881838 
i*»4o'  7"9 

2*'l2'27"3 

— o**32'i9"4 

8.341121 
9.999803 
9.862257 

i»43'3o"9 

2<>12'28"o 

— o»28'57"i 

8.333608 
9.999788 
9.839330 

1®  47*1 5^2 

2»I2'28''7 

— o«25'i3"5 

8 . 324690 
9.999772 
9.813780 
i"5i'*6"3 

2«12'29''3 

— o**2i'  3"o 

8.314301 

9.99975* 
9.785261 

i»56'ii"i 

2"l2'29"7 

— o''i6'i8"6 

8.302378 

9.9997*8 

9.7533*4 
2»   i'39"6 

2«I2'29"9 

-©•  io'5o"3 

8.288778 
9.999699 

9-717397 
2"   8'  4^3 

2"l2'36^0 

~o»   4'*5"7 

8*73395 
9 . 999662 

9.676722 

2*i5'44"6 

2**12'30"0 

4-0**   3'i4"6 

8,012660 

9.90147« 
«»999977 

7»973*36 
9.883022 
9.999981 

7.9*5395 
9.862454 

9.99998s 

7*865553 

9.83954* 
9.999988 

7*786976 
9.814008 
9.999992 

7*676178 
9.785509 
9.999995 

7,498688 

9.753596 
9.999998 

7*109967 
9.717698 
0.000000 

6.974718 
9.677060 
0.000000 

'     9.90144« 

r    9.90M63 
9  rSiooi 

v2'so'43''o 

9.883003 
9.883014 
9.809805 

49%8'2o"7 

9.862439 
9.862447 

9-835693 
46%547"4 

9.839530 
9.858998 

9.858993 
43«42'59"8 

9.814000 

9.879974 
9.879971 

4o''39'53"7 

9.785504 

9.898841 

9.898840 

37*36'26"4 

9.753594 

9.915773 

9.915773 
34»32'32"2 

9.717698 

9.930911 

9.930911 

31»  28'  /'4 

9.677060 
9.944369 

9.944369 
28'^ 23'  7"6 

9.99998s 
o.'»36ii3 

'.914131 

9.999989 
0.735780 
7^856258 

9.999992 

0.735387 

7*787849 

9.999995 

0.734934 
7*705095 

9.999997 

0.7344*7 
7,600984 

9.999999 
0.733864 
7,461687 

0.000000 

0.733*46 

7,252284 

0.000000 

0.73*574 
6,827665 

0.000000 

0.731849 
6,651778 

J^3'J3'44"9 

9.997253 
0.736098 

4.049682 

356*»    2'42"2 
9.998964 
0.735769 
8^838673 

3S8*»39'26"2 
9.999881 

0.735379 
8,369824 

i»25'  9"o 

9.999867 
0.734929 
8.393866 

4***!'   7"7 

9.998746 

0.7344*4 
8.880163 

7«28'44"» 
9.996290 

0.733863 

9.1 14484 

io"49'22"9 

9.992205 

0.733*46 
9.273640 

I4°24'3i"8 
9.986120 

0.73*574 
9- 395919 

i8»i5'39"8 
9.977558 

0.731849 
9.496026 

^rillst 
:. 550361 
1.*  19346 

0.734733 
0.545486 

9.737300 

0.735*60 
0.539926 

9.754314 

0.734796 
0.533695 
9.770054 

0.733170 
0.526815 
9.784086 

0.730153 
0.519309 
9.795855 

0.725451 
0.511223 
9 . 804600 

0.71 8694 

0.502607 
9.809359 

0.709407 

0.493537 
9.808805 

0  269707 

•♦9:779* 

S:*S7«o 

0.282786 
9.991837 

9ii57444* 

0.294240 
9.999092 
9*105203 

0.303749 
9.999032 

9.128795 

0.310901 
9.991380 
9.614587 

0.315164 
9.976068 
9.848347 

0.315823 

9.953104 
0.006886 

0.311966 
9,922394 
0.128493 

0.302342 

9.88354* 
0.227875 

c. 29191$ 

♦  999887 

^   <.650244 

0.290949 
9.999913 
8,592038 

0.295148 
9.999938 
8*5*3*36 

0.304717 

9.999959 
8*440029 

0:319521 
9.999977 
8*3354" 

0.33909.6 
9.999989 
8*195551 

0.362719 
9.999996 
7*985530 

0.38957* 
0.000000 

7*560239 

0.418800 
0.000000 

7.3836*7 

9.  "0797* 
9.123916 
'.'91661 

9.708964 
9.126892 
7.792660 
9.979402 

9.704790 
9.114370 

7.793839 
9.978726 

9.695242 
9.085726 
7.795198 
9.977164 

9.680456 
9.041368 

7.796719 
9-974543 

9.660893 
8.982679 
7.798408 
9.970615 

9.637*77 
8.911831 

7 . 800262 

9.965040 

9.610428 
8.831284 
7.802278 

9.957349 

9.581200 
8.743600 
7.804453 

9.9469*3 

V. 10322s 
9.836573 

^.674277 
9.656197 

9.106294 
9.841027 
9.672378 
9.676250 

9.093096 
9.828356 

9.654*96 
9.692848 

9.062890 
9.797686 
9.619421 

9-705459 

9.015911 
9.749081 
9.568183 

9.713*3* 

8.953*94 
9.683447 
9.501988 

9.714879 

8.876871 
9.602322 

9.4*3054 
9.708432 

8.788633 
9-5073*7 

9.333891 
9.690955 

8.690523 
9.399930 
9.*37i37 

9-657787 

'330474 
t,S89oo2 

'.-^466 

_»  890174 

9.348628 
8,680736 
7*698332 

1.890136 

9.347144 
8,198299 

7*616332 
1.890117 

9.324880 
8.191685 
7,502919 

1.890117 

9.281415 
8.630498 

7*3513** 
1.890132 

9.216867 
8.801641 

7*148845 
1.890161 

9.131486 

8.883757 
6,862401 

1.890198 

9.024846 
8.9171*6 
6,34887* 
1.890241 

8.894924 
8.918398 
6.074150 

1.890283 

1  220648 
^•"91 76 
'^643640 

1.238764 
0,570872 
9,588468 

I. 237261 
0,088416 

9*506449 

1.214997 
0.081802 
9*393036 

-  o"625 

—  14^756 

1.171547 
0.520630 

9**41454 

-  o"473 

-  9"oi4 

1 . 107028 
0.691802 
9,039006 

-  o"3i3 

—  4"7ii 

1.021684 
0.773955 
8*75*599 

0.915087 
0.807367 
8**39113 

—  ©"053 

—  o"4*o 

0,785207 
0.808681 

7.964433 

4-          0"028 

-h    0^131 

-      0^798 
^    34*890 

—  0^805 

—  *«''504 

—  0^743 

—  *i"5oo 

—  o"i68 

—  1^916 

-     r8i97 

^    6'*oo74 

:i  4''i«77 

—     2"i6i6 
-H     3''76ii 
-h     1^5995 

—  »''403  > 

-h     i''*545 

—  i''i486 

—  *"503* 

—  r'2534 

—  3"7566 

—  2^4463 

—  3"4978 

—  5^9441 

—  2^2468 

—  5"*778 

—  7''5*46 

—  i"94i6 

—  6"4962 

—  8"4378 

—  i"5773 

—  7"i557 

—  8"733o 

—   1^1983 

—  7"3*8* 

-  8"5*65 

-  i'52"64$ 

-  i''87$ 

-  0'*O26 

Z.  •'54''546 

—  i'56"356 

—  i''3«5 

—  ©"021 

—  1*57^692 

—  i'54"736 

—  o"48o 

—  o''oi6 

—  i'55"*3* 

—  «'47"7*8 

-h       o"5i4 

—  o"oii 

—  i'47"**5 

—  i'36"226 

-f       1^51* 

—  o"oo7 

—  r34"7*i 

—  i'2i"797 
-h       2^368 

—  o"oo3 

—  i'i9''43* 

—  1'  6"2i8 
+       *"98o 

—  ©"00 1 

—  y  3^*39 

.—     51 "008 

4-       3"307 
o"ooo 

—     47"7oi 

—  37^220 

4-       3"36* 
o^ooo 

-  33"«58 

-  4*  6''8ii 

*■  -'  V'784 
*  1'  o^ooi 

-h  4'  o"474 

—    l'29''l62 
4-    2'3l"29I 

-h   3'4o"o65 
—      3*''6i5 
+   3'  7^434 

-f  3'  7"790 
-f     35"027 
4-  3  42^806 

-1-    2'28"219 

-h  i'43"**8 
-h  4'ii"440 

4   i'46"958 
-f  2'4i"87i 
-h  4'28"826 

-f  1'  9''o8o 
-h  3'*3"948 
4-  4'33''o*7 

+     38"o4i 
-h  3'46''578 
-h  V*4"6i9 

4-     15"433 
-h  3'5o''54S 
-f  4'  S"977 

*-      28"!  20 

^    »9''95J 
^     $«"073 

4-     33"459 
-f-     i7*'o56 

-H     5o"5»5 

+     37''»48 
4-       5"059 
-+■     4*"307 

+     38"839 
-       4^368 
4-     34"47i 

+     37"984 
—     10^136 

4-     *7"848 

-h     34"903 
—     12^026 

4-     a*''877 

+     30^171 
—     10^618 

-¥-     1 9^55  3 

4-     *4"5I5 
—       6^966 

4-     1 7^549 

4-     i8''627 

—          2"232 

4-     i6"395 
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Datum 

1873 

• 

1872 

Afrilis 

M&ri  6 

4-o"59'i7"4 

147^58'45"3 

I25*»48'47"7 

22"  9'57"6 

9.576677 

9.999935 
9.966655 

Jan.  »5 

Dm.  x6. 

Not.  6 

Sept.  «7 

4-o%6'38"4 
135^*5'37"6 
I25®48'5i"i 

9*36'46"5 

9.222693 

9.999960 

9.993858 

Auf.  x8 

4-o%3'  3"8 
I3**i5'i3"8 

125"  48 '5»"* 
6*26'2i"6 

9.049804 
9.999966 
9.997252 

Juli  9 

4-0*  J9'20"l 
129»  3'S4"» 
I25%8'53''i 

3*I5'  i"6 
8.7535*7 
9.999971 
9.9993CI 

Q 

8in(V~Ö) 
coaV 

oog(V  — Q) 

C08  (V—  Q) 

H-i*»  2'  o"o 

151"   5'  7"i 

iaS°48'47"6 

25'>i6'i9"5 

9.630344 

9.999929 

9.956308 

+o^6'23"4 
i44**5i'4o"o 
I25*»48'48"i 

9.51369* 
9.99994* 
9.975545 

4-o*53'i8"8 
i4i*43'48"6 

I25*48'48"9 

I5*54'59"7 

9,438127 

9.999948 

9.983022 

+0*50'  3''6 
138*35'  8"5 

I25%8'49''9 
i»%6'i8"6 

9.3445*8 

9.999954 
9.989120 

co8,VMn(V-ß) 

• 

t 

8 . 256094 
9.999613 

9.630273 
i"25'  9''4 
2«  12' 30^0 
o«i2'39"4 

8.236686 

9.999547 
9.576612 

2«  37'  3"2 

2<>12'29"9 

o«24'33"3 

8.214909 

9.99945* 
9.513634 
*'>5*'39"4 

2*'l2'29"7 

o<»4o'  9"7 

8.190545 
9.999307 

9.438075 
3'i4'i*"9 

2^12'29"7 

1*    i'43"* 

8.163201 

9.999059 
9.344482 
3*4i6'  8^0 

»•l2'29''6 

i*33'38"4 

8.132471 

9.99857» 
9.222653 

4<>38'42"i 

2*12'29^'5 
2°26'l2"6 

8.097822 
9.997308 
9.049770 
6*2a'24"6 

2»I2'29^'5 

4*   9'55"i 

8.058495 

9.991«» 

8.75JS59 

ll*24'34''o 

2«12'I9% 
9"  12'  4"^ 

•in  (Q— •) 
C08  (Q— •) 

7 . 566044 
9.630660 
9.999997 

7.853862 
9.577065 
9.999989 

8.067528 

9.514*8* 
9.999970 

8.254129 
9.438768 
9.999930 

8.435134 
9.3454*3 
9.999839 

8.628572 
9.224081 

9.999607 

8.861142 
9.052462 
9.998851 

9. »03857 
8.762i;9 

9.994$-&    1 

008  J^i  sin  Li 
cos^i  cosXi 

9.630657 

9.956238 

9.956237 

25"i7'3o"o 

9.577054 
9.966592 

9.966590 

22**Il'ir'o 

9.51415* 

9.975490 

9.975487 

19"   4'  7"9 

9.438698 

9.982975 
9.982970 

I5^6'i7"9 

9.345262 
9.989082 

9.989074 

I2«47'38"5 

9.223668 

9.993830 
9.993818 

9*38'  7"6 

9.0513*3 

9.997*3* 
9.997218 

6»27'43"4 

8.756604 
9.999191 

9.999»7J 

3«i6'2r-^ 

cusJfi 

r\ 
siniff 

9.999999 

0.731074 
7.196704 

9.999998 

0.730250 

7.4309*7 

9.999997 
0.7*9380 
7.581710 

9.999995 
0.728465 

7.692897 

9.99999* 

0.7*7507 
7.780557 

9.999988 
0.726509 

7.85*653 

9.999986 

0.7*5473 
7. 9*3604 

9.9999*1 

0.7*440^ 
7,9660^ 

CO»  (X| — u) 

rt  cusBt 
8in(X|  —  M) 

22*24'l4"7 

9.965916 

o.73«o73 
9.581080 

26"5i'37''i 

9.950419 
0.730248 

9.654962 

3i"38'55"9 
9.93007* 
0.7*9377 
9.7199*1 

36^47'    1^2 

9.903579 
0.728460 

9.777*78 

42"i6'ii"5 
9.869223 

0.7*7499 
9.827772 

48^  6'  /'4 
9.814650 
0.7*6497 

9.871769 

54**i5'37"5 
9.766488 

0.7*5459 
9.909385 

6o*»4»'y'5 
'     9. 6895^1 

0.724J«* 
9.94051I»  j 

r 
Subtract. 

0.696989 
0.484115 
9.801115 

0.680667 
0.474466 
9.783679 

0.659449 
0.464758 
9.75*538 

0.632039 

0.455187 
9.701248 

0.596722 

0.445995 
9.617948 

0.551147 

0.43745* 
9.476043 

0.491947 

0.4*9853 
9.186685 

0.4IJ9»9 
0.4*350« 

8.348455 

ft-r 

»71 

0.285230 
9.862530 

o.3»*iS3 

0.258145 

9.903853 
0.385210 

0.217296 

9.93587* 
0.449298 

0.156435 
9.960379 
0.505738 

0.063943 
9.978500 
0.555271 

9.9U495 
9.990920 
0.598266 

9.616538 
9.998013 

0.634844 

8>ir4 

9.99<N'><' 
o.664<*-^ 

^  COS  ^ 

0.449623 

9.99999« 

7.9*7778 

0.481357 

9.999995 
8.161177 

0.513426 

9.99999* 
8.311090 

0.545359 
9.999988 

8.421362 

0.576771 

9.999984 
8 . 508064 

0.607346 

9.999981 
8.579162 

0.636831 
9.999978 

8.639077 

O.66{oio 
9,99<)«*"h 
8.ös04<^1 

Subtract 

9.550375 
8.651125 

7.806778 

9.932928 

9.518638 

8.555914 
7.809250 
9.914238 

9.486566 

8.459698 
7.811860 
9.889308 

9,454629 

8.363887 
7.814605 
9.855940 

9.4*3*13 
8 . 269639 

7.817479 
9.810868 

9.39*635 

8.177905 
7.820473 

0.106314 

9. 363*47 
8.089441 
7.823581 

9.9*6559 

9.334M''0 

8.O04»vJ' 

7.8i6-*i 
9. 70501 5 

A' 

Subtract. 

8.584053 
9.281042 
9.135240 
9.600918 

8.470152 
9.150819 
9.030380 

9.50459* 

8.349006 

9.008455 
8.924456 

9.329167 

8.219827 
8.851866 
8.819074 

8 . 894486 

8.080507 
8.677**9 
8.715634 
8.965950 

7.9*6787- 
8.477934 
8.615357 
9.570796 

7.750*40 
8.242087 

8.519294 
9.950990 

7.5J»-"' 

7.94<-»o 

8.4*8;« 
9.83t>ob5 

So 
wk"m\  :  V/i 

8.736158 
8.896206 
6.511831 

1.890323 

8.53497* 
8.855362 

6.631329 
1.890361 

8.253623 

8.798304 
6.660096 

1.890393 

7.713560 

8.7*5565 
6.641189 

I. 890421 

7^643179 
8.635778 
6.588571 

1 . 890443 

8.048730 

8.5*5053 
6 . 505949 
1.890460 

8«*93077 
8.384984 
6  389217 

1.890473 

8^i5co^J 

8.I9<>"1 
6.2212*« 

1.8904*11 

k 
s 
w 

0.62648t 
0.786529 
8.402154 

-h       o"o77 
-1-       o"ioi 

0.4*5333 

0.7457*3 
8.521690 

0.144016 
0.688697 
8.550489 

9.603981 
0.615986 
8.531610 

9„5336** 
0.526221 

8.479014 

9*939190 

0.415513 
8.396409 

0.083550 

0.275457 
8.279690 

4-      0*034 
-      ©"985 

O.I4<>45 
0.0«'15»« 
8.11»—« 

Ji 

Jü 

-f.       o"o99 

—         0"210 

4-      o"ioi 
-       o"585 

4-      o"09i 
—       o"896 

4-       o"o73 
-       t"o75 

4-      0^053 
—       i-ioi 

4-            O^OlM 

—       o"'0 

—  o"8395 

—  7"ii6o 

—  7"95?5 

—  o^^5*47 

—  6"6229 

—  7"i476 

—  0^2676 

—  5"9388 

—  6^2064 

—  0^0735 
~     5"! 350 

-  5"*o85 

-h     o"o579 

—  4"*653 

—  4"«074 

4-     o"i3i6 

-  3"37ii 

—  3"* 395 

4-    o"'i56o 

—  »"4849 

—  *"3*89 

4-     o'Mi« 

^^54• 

l''4Nl- 

JL 

~     25"4o6 

4-       3"!  90 
o"ooo 

—      22"2l6 

—  t5''7*7 
4-         2"852 

o''ooo 

-  i*"875 

—       8^097 

4.         2"411 

o"ooo 
'—       5"686 

—  *"*99 
4-       i"9*i 

—  ©"ooi 

—  ©"379 

4-       1^9*7 

-h       i"433 
—       o"ooi 

4-       3"359 

4-       4^837 
4-       o"982 
—       ©"00 1 

4-      5^818  1 

4-      6-667 

4-       0*600 

—         O^OOl 

4-       7^*66 

4-       •''•«J 

Jn 

+          r'279 

4-  3'38"955 
4-  3'4o"2  34 

-       5"4i9 
-h   3'i5"94* 
-+-   3'io"5*3 

-       6".93 
4-  *'45"749 
4-  *'39''556 

-       2-764 

4-    2'12"225 

4-  *'  9"46o 

4-       3"i69 
4.  1 '3 8-646 

4-  i'4i"8i4 

4-     io"o38 
4-   1'  7"675 

4-    l'l7"7l2 

4-     *6''497 
4-     4i''340 
4-     57^836 

4-      Sl-»1 

4-       2l*''l'. 
4-      4»^i_ 

Jtpx 

4-     i3"o5i 

+       »"579 
H-     I5"630 

-h       8"i59 
4-       6"737 
4-     »4"896 

4-       4^162 
-h       9"79o 
•+-     «5''95* 

+        i"i44 
4-     ii"5*6 
4-     i»''670 

—       o"9oi 

4-     «i"9«7 
-h     ii"oi6 

—        2-047 

4-    1 «"073 
4-      9''o*6 

—       2-427 
4-       9*'*o8 

4-       6*78* 

4-       4'.:- 

m 


%4 

u 

J7* 

1871 

Mai  30 

April  90 

Mbiii 

Jan.  31 

Deo.  99 

Not.  x9 

Oct.3 

Aug.  24 

-ro'35'i8''o 

H5^5i'3«''7 
i25«4l'53''7 

0*»  2'45''o 

6.903059 

9.999977 
0.000000 

+o«3i'27"« 
ia2«38'»s"2 
i25«48'54"o 

356«49'a9"a 
8»7434a9 
9.99998* 
9.999333 

-H)«27'20"5 

I19<>24'  6"7 

i25%8'54''o 

353«35'i2''7 

9^048041 

9.999986 

9.997274 

+0O23'  6^7 
116^    8'48"o 
i*5"48'53"6 

350«19'54"4 
9,225161 

9 • 999990 
9.993787 

H-o'*i8'46^7 

112°52'25"3 

I25«48'52"8 

347"   3'3*"5 

9«3 50145 

9.999993 
9.988827 

-H>"l4'2l"8 

109°34'57"4 
125®  48*51  "8 

343%6'  5"6 

9*446419 
9.999996 

.9.98*334 

+0«  9'5*"5 
io6°i6'23"o 
i25'*48'5o"6 

340»27'3*"4 
9*5*437* 
9.999998 

9-974*37 

+0»  5'i9"6 
io2'»56'4i"4 
125*'48'49"3 
337^   7'5*"i 
9*5895*9 

9.999999 
9.964447 

«.013539 

9.998699 
^•903036 

85''33'59^2 

1          2*I2'29''4 
•  3*  21 '29^8 

7.9615*5 
9ii994i5i 
««74341 I 
170**  37'  *"i 

2^I2'29"4 

i68»24'32"7 

7.900546 
9^998902 
9-048027 

175**55'37''4 
2*  12' 29^4 

173* 43'  8"o 

7.827554 
9*999653 
9«**5i5i 

177**4*'*7"3 

2*I2'29"4 

I75"a9'57"9 

7.737381 
9«99987i 
9*350138 
178^*36'  9''8 

2"i2'29"4 

i76"23'4o"4 

7.620980 

9*99995* 
9*446415 
179"   8'37"i 
2" 12 '29^4 

17.6*56'  7"7 

7.458*63 

9*999984 
9*5*4370 
i79P3o'28"6 

2*»12'29"4 

177*»I7'59"2  . 

7.190181 

9*999997 
9*5895*8 
I79'*46'i7"6 

2**12'29"3 

177**33'48"3 

9.997076 
8.OI484O 
9.063185 

9.J03033 
8.749260 
9^991052 

9.039043 
9.049125 

9«997385 

8 . 894700 
9.225498 
9i»998659 

8 . 798549 
9.350267 

9»999i40 

8.728034 
9.446463 

9*999379 

8.673116 
9.524386 
9*999518 

8.628528 

9.589531 
9*999607 

-.078025 
0.000000 
9.999977 

o*  4'  6''9 

8,^74031* 
9.99934* 
9.999315 
356«5o'5o"3 

9^046510 

9. 997*93 
9.997260 

353"36'3*"5 

9n**4>57 
9-993815 
9-993777 
35o°2i'i2"4 

9»349407 
9.988863 

9.988820 

347"  4'48"* 

9*44584* 

9.98*379 
9.982330 
343«47'i8"6 

9*5*3904 

9.974*89 

9.974*35 
340°28'42"2 

9*589138 
9 . 964506 
9.964446 

337"   8'58"5 

9.999977 
0.723308 
t.011916 

9.999973 
0.722180 

8.052293 

9.999967 
0.721028 

8.088168 

9 . 99996* 
0.719851 
8.120198 

9.999957 
0.718657 

8.148816 

9.999951 

0.717448 
8.174497 

9.999946 
0.716231 
8.197502 

9.999940 
0.715006 
8.218059 

^^23'34''S 

9.584794 
0.723285 

9  965278 

74»i4'32"i 
9.433882 
0.722153 

9.983364 

8i^io'2i"6 

9.185987 
0.720995 
9.994826 

88»   5'34"2 
8.522185 
0.719813 

9.999759 

94"54'3/'8 

8»93*47i 
0.718614 

9. 99840 j 

ioi"32'24''8 
9,301151 
0.717399 
9.99"3i 

io7'*54'3*"8 
9,487856 
0.716177 

9.9784*9   . 

ii3°57'38"9 
9,608646 

0.714946 
9.960862 

0 . 308079 
3.418678 
^.462439 

0.156035 
0.415617 

9.912727 

9.906982 
0.414474 
9.838333 

9.241998 
0.415314 
9.969838 

9,651085 
0.418091 
0.068556 

0,018550 
0.422659 

0.144374 

0,204033 
0.428797 
0.203029 

0*3*359* 
0.436227 
0.248354 

'4,-?7o5i8 

9.996856 
^.688563 

0,^068762 
9.988730 

0.705517 

0,252807 
9.975668 
0.715821 

On385«5* 

9.9578*5 
0.719572 

0,486647 

9-935454 

0.717017 

0*567033 
9 . 908906 
0.708530 

0,631826 
9.878614 
0.694606 

0^684581 

9*8538*7 
0.675808 

3.691707 
9.999973 

0.716787 

9.99997* 

8.774473 

0.740153 
9.999970 

8.809196 

0.761747 

9  -  999969 
8 . 840049 

0.781563 
9.999968 

8.867473 

0.799624 

9.999967 
8.891945 

0.815992 
9.999966 

8.913733 

0.830754 

9.999965 
8.933065 

V  308266 

-.924798 
-.830076 
',.386889 

9.283185 

7.849555 
7.833460 

8.576973 

9.259817 

7.77945« 
7.836916 

9.150667 

9.238222 
7.714666 

7.840447 
9.526238 

9.218405 

7.655215 

7.844029 

9.736071 

9.200343 
7.601029 
7.847656 
9.883391 

9.183974 
7.551922 

7.851307 
9.996704 

9.169211 

7-507633 
7.854982 

0.088171 

-.216965 
-.525044 
*  343476 

H  928445 

6.410433 
6.566468 
8.265172 
9.991221 

6,930118 
6,837100 

8.1939*5 
0.018689 

7,240904 
6,482902 

8.129980 
0.009679 

7,391286 

7.042371 
8.073306 

9-957547 

7*4844*0 
7.50*970 
8.023688 
9,844169 

7,548626 

7.75*659 
7.980719 
9.839*73 

7*595804 
7-919396 
7.943860 
8.763033 

t, 2^1921 

•.9055»« 
:. 952189 

t.  890488 

8«»56393 
7.115950 

5.184906 
f . 890490 

8,212614 
7»645939 
5n7393i4 
I . 890490 

8«! 39659 
7,960476 

6,080953 
r. 890487 

8*030853 
8,108303 

6,*58759 
1 . 890483 

7^867857 
8,192950 

6*376365 

1.890477 

7*59193* 
8,243232 

6*46*359 
1 . 890470 

6,682429 
8,271612 
6,5*8869 

1 . 890461 

-.,162409 
4. -96016 

•.«42677 

01,146883 
9.006440 
7.075396 

0,103104 

9^5364*9 

7,629804 

0,030146 
9,850963 

7,971440 

9*9*1336 
9,998786 

8,149*4* 

9*758334 
0,083427 
8,266842 

9,482402 
0*133702 

8*35*8*9 

8,572890 
0,162073 
8*419330 

©"oo? 

-    o"43r 

-f-       o"ooi 
—       ©"078 

o"ooo 
+       o"287 

-h      o"oo3 
-h      0^627 

-f-      o"oi  1 
-h      o"9i* 

+       o"o23 
-h       i''"4 

+       o"o37 
-h       i"*47 

4-      o"o5* 
4-       i"*74 

-  o"ioj» 

-  0-84  S  5 

-  o''74ai 

-f-    o''o5*7 

—  o"i382 

—  o"o855 

-h     o"oo34 
4-     0^4695 
+     o';4729 

-.     0^0346 
-H     o"9668 
-h     o"9322 

—    o"o55i 
-h     i''350» 
-f     i"*95« 

—     o"o557 
-H     1^62 8 5 
-h     «"5678 

—    0^0379 

-h     i''797* 
4-     »''7593 

—     0^0055 
4-     i''886o 
-H     1^8805 

-       -"865 

o^ooo 

-    -"973 

-h       7"555 
-f-      o''oo9 

o"ooo 
-h       7^564 

+       6"8i9 

0"002 

o"ooo 
H-       6"8i7 

-f       5"77* 
-f      o"o56 

o"ooo 

-H       5^828 

-h       4"5" 
-f      o"i6i 

-1-      o"ooi 
4-      4"673 

+       3''«*o 
-1-      0^289 
4-      o^ooi 
-f       3''4io 

4-       i''668 
H-       o"4i9 

-1-       o"ooi 

-1-     2^088 

-1-       o"2o8 

4-      0^536 
4-      o"ooi 

4-       o"745 

-  i4'*293 

-  3r-69 

-f     *4''653 
-h      o"64i 
-h     *5"*94 

-f     22"699 
-      o"i55 
-f     22"544 

+     i8"93* 
-h       3"847 
4-     **"779 

-1-     i4"o8i 
-h     n"o82 
+     *5"l64 

-i-       8"940 
4.     I9''9i6 
-f     *8"857 

-h       4"**o 
+     a8"897 
■f     33"ii8 

4-       o"444 
4-     36"9I7 
4-     37"36* 

1-606     1 
-       3-634 

-         2''02« 

1 

—       o"82i 
-1-       o"6i6 

—         0"205 

—  o"o53 

—  2" 120 

—  *"i73 

+       o"539 
-       4"3*4 
~       3"785 

-f       o"857 

-  5^846 

-  4^989 

4-       ©"867 

—  6^642 

—  5^^775 

4-       o"59o 

-  6^763 

-  6"i73 

'-h       o"o86 

-  6"3*4 

—  6"238 

248 


•^1 


Datum 

««75 

1874 

Febr.  84 

Jan.  15 

Dec.  6 

Od  97 

8«pt.  17       1        Aug.  8 

Jvni  99       1 

MaiM 

ßo' 

—  i»  »'»3" 

—  o"59'26'' 

—  o«56'27* 

—  o"53'27* 

—  o«5o'25* 

-  o«47'*3" 

-  o*44'i9" 

—  o»4i'i9" 

V 

317^15'  3" 

316*  o'27" 

3«4^45'59" 

3i3»3i'39* 

312°  17*26* 

311"    3'21* 

309*  49*23" 

3or'jS'3i'' 

0^ 

I25%i'47" 

1 25^*42*2 1" 

125"  42' 5  7* 

i*5"43'4o" 

125»44'23* 

125*^45'  8* 

I25*45'5i* 

i»5%6'33" 

I9i*»33'i6" 

190*»  18'  6" 

,890   3'  a" 

i87%7'59" 

186^33'  3* 

185*1 8' 13* 

184^   3'3*" 

i8i%8'59" 

•in  (Ao  -Q) 

9*30168 

9**5*44 

9*19675 

9*1 3*61 

9*057*3 

8*96583 

8*8499* 

8.69140 

cos  A)' 

9.99993 

9.99993 

9.99994 

9.99995 

9.99995 

9.99996 

9.99996 

9.99997 

cos  (V— Q) 

9»99i" 

9*99*94 

9*99456 

9*99596 

9*99716 

9*99814 

9*99891 

9*9994« 

sinA,' 

8^25877 

8**3773 

8«21537 

8.19166 

8.16628 

8*13934 

8.11028 

8.079*4 

9*998** 

9*99798 

9*99765 

9*99717 

9*99644 

9*995*3 

9*99*91 

9»9«73« 

cos/So'sin(ao'— Q) 

9-30161 
i85^io'38" 

9**5*37 
i85*^3i'2i" 

9.19669 
,85^5/35" 

9*13*56 
i86*^32'ii* 

9*05718 

8*96579 
188^28*54* 

8.84988 
i9o*i9'2i" 

8.6915' 

Q 

I87°i9'32* 

193'44'4»'' 

% 

a*»i2'24'' 

2«I2'24" 

2°12'24* 

2®12'24* 

2*12*24* 

2*  «'24* 

2*I2'25* 

X^l'lö" 

Q-i 

I82**s8'i4" 

i83«i8'57" 

183°  45' 11" 

184*»19'47" 

185°  7'  8* 

186*  16' 30* 

188*  6'56* 

I9i'l»'i6'' 

sin  (Q-t) 

«•7145* 

8*76223 

8*81595 

8*8779* 

8*95047 

9.03862 

9*14974 

9.30106 

?.     s 

9  303 39 

9.*5439 

9.19904 

9.13539 

9.06074 

8.97056 

8.85697 

«.70399 

cos  {Q— 1) 

9*9994* 

9*999*7 

9*99907 

9.99876 

9.99826 

9.99739 

9.99563 

9«99ii3_ 

cos  ^1  sin  Xt 

9^30281 

9**5366 

9*19811 

9*13415 

9*05900 

8*96795 

8.85260 

8,6951» 

9*99106 

9*99*90 

9*9945» 

9*99593 

9*99713 

9*9981* 

9*99890 

9*9994- 

cos  ^1  cos  Li 
In 

9-99104 
191^35'  «" 

9*99*87 
«90^t9'54" 

9*99450 
189^  4'4/' 

9*99591 
i87*»49'4i" 

9.99711 
l86^34'4i* 

9.99810 
1 85*^1 9'47* 

9.99887 
184*^  5'  3" 

W9945, 
182*50'!'^ 

oos^i 

9.99998 

9.99997 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9-99997 

9.9999'^ 

n 

0.99500 

0.99537 

0.99573 

0.99608 

0.99642 

0.99676 

0.99708 

0.9974c 

sin  B\ 

«*o«79i 

8.01662 

8.01499 

8*01331 

8.01 121 

8.00918 

8.00671 

8«oo>o? 

X,-u 

90®  41 '24" 

94^3*'56'' 

98«>24'  3" 

io2**i5'47* 

106^  9'  5" 

HO*  5'  0* 

114*   4'36* 

118"  %'ss 

cos  (A— w) 

8^08072 

8*89933 

9.16464 

9*3*715 

9*4443* 

9*53578 

9.61062 

9*6rj'2 

n  cos  ^1 

0.99498 

0.99534 

0.99571 

0.99607 

0.99640 

0.99674 

0.99705 

0.99:3' 

sin  (X|— ») 

9.99997 

9.99863 

9.9953* 

9.98997 

9.98*51 

9.97*76 

9-96047 

9.94U1 

ft 

9*07570 

9*89467 

0.16035 

o„3*3*i 

0.4407* 

0*53*5* 

0.60767 

0.67110 

r 

0.56402 

0.56481 

0.56488 

0.564*3 

0.56287 

0.56080 

0.55803 

0.55454 

Subtract. 

0.01388 

0.08412 

0.14426 

0.19703 

0.24424 

0.28712 

0.27692 

0.1466^^ 

ft-r 

0^57790 

0.64893 

0*70914 

0.76126 

0.80711 

0.8479* 

0.88459 

o.9»"> 

9.97031 

9.95966 

9.94758 

9.93400 

9.91882 

9.90188 

9.88291 

9.S6141 

»71 

0.99495 

0.99397 

0.99103 

0.98603 

0.97891 

0.96950 

0.9575* 

0.94»'»  1 

q  cos  ^ 

1.02464 

1.03431 

1.04345 

1.05203 

1.06009 

1.06762 

1.07461 

1.0811- 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.9999« 

•Ci 

9*01*9« 

9*01199 

9.01072 

9*00939 

9.00763 

9*00594 

9.00379 

9,0014^^ 

p-. 

«.97534 

8.96567 

8.95653 

8.94795 

8.93989 

8.93236 

8.9*537 

8.9i<(<* 

p-3 

6.92602 

6.89701 

6.86959 

6.84385 

6.81967 

6.79708 

6.77611 

6.?5<^ 

n-3 

7.01500 

7.01389 

7.01281 

7.01176 

7.01074 

7.00972 

7.00876 

7.00-io] 

Subtract. 

9.35676 

9.48970 

9.59180 

9.67395 

9.74*44 

9.80051 

9.85042 

9.«9r'^ 

iC 

6^28278 

6*38671 

6.461 39 

6.51780 

6.56211 

6*59759 

6.62653 

6.65041 

ftÄ 

5.35848 

6.28138 

6.62174 

6.84101 

7.00283 

7.13011 

7.23420 

7.JIH1 

r:^ 

7.49004 

7.46182 

7.43447 

7.40808 

7-38254 

7.35788 

7.33414 

7.3111* 

Subtract. 

9.99678 

9.97035 

9.92742 

9.86274 

0.145*7 

9.83856 

9.41288 

8.1«i9i 

Ao 

7,,48682 

7*43*«7 

7*36189 

7**7082 

7*14810 

6.96867 

6.64708 

5.695>- 

£b 

7**7773 

7.38068 

7*45*4* 

7*50383 

7*54102 

7*56709 

7*58405 

7,595«; 

^0 

5.29569 

5.39870 

5.47*11 

5.5*719 

5.56974 

5.60353 

5.6J032 

5.652»- 

uff^my  \Yp 

1 . 36680 

1.36673 

1 . 36665 

1 . 36657 

1 . 36649 

1 . 36641 

1  -  36634 

«.j6ox- 

R 

8.85362 

8.79890 

8„7*854 

8*63739 

8*51459 

8*33508 

8*0134* 

7.0^'-)' 

8 

8*64453 

8»7474i 

8*81907 

8.87040 

8*90751 

8*93350 

8*95039 

8,qc^- 

W 
Ji 

6.66248 

6.76543 
o^ooo 

6.83876 

6.89376 

6.93623 

6.96994 

6.99666 

7.01«*»* 

o"ooo 

0*000 

0*000 

4.    0*001 

4-    0*001 

4-     0*001 

4-      o'oo: 

JQ 

-f-  0^043 

-h   0*055 

4.    0*066 

4-    0*074 

4-    0*081 

4-    0*085 

4-    0*088 

4-      o'c*« 

JfH 

—   0^^0020 

—  o"ooo7 

H-  0*0004 

4-  o"ooii 

4-  0*0014 

4-  0^0013 

4-  0*0008 

—    o'o*?» 

-in 

4-  0*^0426 

-f  o"o539 

-h  0*0636 

4-  0*0717 

4-  0*0784 

H 

h  0*0836 

4-  0*0875 

-^    0*00:1 

-i-  0^0406 

-h  o"o53* 

4_  0*0640 

4-  0*0728 

+  0*0798 

H 

h  0*0849 

4-  0*0883 

-i-     o^o^oc^ 

JU 

-h    o"496 

-h     0*^438 

-i-    0*373 

4-    0*302 

4-    0*227 

-    0*150 

4-    0*071 

—       o''>:« 

JLt 

-4-    0*^004 

4-    0*002 

—    0*001 

—    0*005 

—    0*010 

—    0*015 

—    0*020 

—      kT^u, 

^L, 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

; 

JL 

-h     o"50o 

-f    0*440 

4-    0*372 

4-    0*297 

4-    0*217 

4-    0*135 

4-    0*051 

—     c'^;« 

Jny 

-     i"*33 

—     1*099 

—    0*937 

-    0*756 

-    0*562 

-    0*364 

—    0*168 

-h      «'^"^ 

Jltt 

+     o"239 

-f    0*114 

—    0*091 

—    0*357 

—    0*664 

—    0*993 

—     i''3*5 

—      i'n^: 

Jn 

—     0^994 

-    0*985 

—    1*028 

—    1*113 

—    1*226 

—     i''357 

—     i''493 

l'f»:: 

Jtfi 

-H    o"o3i 

-|-    0*010 

—    0*006 

—    0*017 

—    0*021 

—     0*020 

—     0*012  ■ 

4-       o'v: 

Ja>^ 

4-     o''x68 

-f    0*344 

4-    0*406 

-h    0*453 

4-    0*485 

4-    0*500 

4-    0*500 

^         r-4«. 

Jlip 

+    ©"299 

4-    0*354 

4-    0*400 

4-    0*436 

-f-    0*464 

4 

V    0*480 

4-     o*4«8 

4-      c'r- 
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1874 

I 

873 

lft\]  10 

Min  I 

Jan.  90 

Dec.  11 

Not.  X 

Sept.  93 

Ang.  13 

Juli  4 

Mai  95 

-  3'jr  9" 

-o*»3S'  3" 

-  o«»3»'56" 

—  o"28'48" 

—  ©«25'4©" 

—  ©«2a'3i" 

—    0°19'22" 

—  ©°i6'i3" 

o«i3'   3" 

ja- '21  48" 

306*»  8'io" 

304**54'38" 

303"4i'i2" 

302«27'53" 

3©i°  14'39" 

30©"   i'3o" 

298'>48'27" 

*97"35'*9" 

i:5"4-'io'' 

I2S«47'42" 

125^48'  7" 

125*»  48 '25" 

125%8'37" 

125%8'44" 

I25«48'47" 

125«48'48" 

I25«48'48" 

ih'^'ir 

l80**20'28" 

179"  6'3i" 

I77"5*'47" 

I76«39'i6" 

175***5'55" 

i74°i*'43" 

172»59'39" 

I7i°46'4i" 

M397» 

7,77477 

8.19^93 

8.56817 

8.7661© 

8.90115 

9.00367 

9. ©8626 

915536 

9.99997 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9 . 99999 

9.99999 

©.©©©0© 

o.o©©©© 

9.999M 

9»99999 

.  9»i99995 

9,99970 

9,999*6. 

9,99862 

9,99778 

9,99675 

9,99551 

',04511 

j       8^00841 

7,96796 

7,9*311 

7,87309 

.     7,81623 

7,75078 

7,67369 

7,57934 

9^967*9 

9,93630 

9.93378 

9.98914 

9.99647 

9.99854 

9.9993* 

9.99968 

9.99985 

M3969 

7«7747S 

8.19191 

8.56815 

8.766©9 

8.9©ii4 

9. ©©366 

9. ©8626 

9.15536 

fcrjT'js" 

239«43'io" 

329»  9'3o" 

347"  14'*7" 

352»42'34" 

355**i7'55" 

356^48'  9" 

357** 47'  7" 

358«  28 '46" 

i^s'iS" 

2*»I2'27" 

2*»  12 '28" 

2«I2'29" 

2»12'29" 

2»  12' 3©" 

2*»  12*3©" 

2«12'3©" 

2*>12'3©" 

»t/4S'  7" 

a37^3o'43" 

326^57'  a" 

345«    i'58" 

35©° 3©'  5" 

353**   5'*5" 

354''35'39" 

355**34'37" 

356'»i6'i6" 

^,?288s 

9,92609 

9,73668 

9,41*07 

9«* «7 54 

9,©8©28 

8,97409 

8,88717 

8,81315 

'4*240 

8.07211 

8.25813 

8.57901 

8.76962 

8 . 9©26© 

9.00434 

9. ©8658 

9.15551 

^9,9:366 

9«73007 

9.9*335 

9.98501 

9.99400 

9.99683 

9.99806 

9.99871 

9.99908 

^rW^06 

t       7,8o2i8 

8.18148 

8 . 564©2 

8.76362 

8.89943 

9. ©©24© 

9.08529 

9.15459 

SW83 

9»99999 

9,99995 

9,99971 

9n999*7 

9,99863 

9,99779 

9,99676 

9,99553 

S,9998l 

.     9«99997 
180^21 '48" 

9,99993 

179     7  47 

9,99968 

9,999*5 

9,99861 
175^*6'59" 

9,99777 

9,99675 

9,99551 

il  56'  l" 

177"53'59" 

I76«4©'24" 

174**  13 '43" 

173^*  o'35" 

I7i"47'33" 

-.. -19998 

9.99998 

9.99998 

9.99997 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99998 

:  c^q-70 

0.99800 

0.99829 

0.99857 

©.99884 

0.99909 

0.99934 

0.99958 

©.99981 

J.OOI25 

!       7»998»o 

7,99481 

7,99108 

7,98716 

7,98*88 

7,97843 

7,97375 

7,96866 

!:•  .9'  4" 

126^*36'  9" 

131**    l'26" 

135*»  36'  8" 

i4o"2i'38" 

I45''i9'i7" 

i5o"3o'34" 

i55'*56'59" 

i6i"4©'  s" 

V**04 

91.77544 

9,81715 

9,85401 

9,88654 

9,91506 

9,93973 

9,96056 

9,97738 

:  («9-68 

0.99798 

0.99827 

0.99854 

©.99882 

0.99907 

0.9993* 

0.99957 

0.99979 

J  92^1 

9.90460 

9.87762 

9.84487 

9.80479 

9.75509 

9*69221 

9.6i©i7 

9.49765 

".•jn 

0,77342 

0,81542 

0,85*55 

0,88536 

0,91413 

0,93905 

©,96©! 3 

0,97717 

:.^j036 

0.54549 

0.53993 

0.53369 

©.52681 

0.51931 

©.51122 

©.5©26i 

0.49354 

J.21214  1 

0.20185 

0.18477 

0.17023 

0.15775 

©. I47©2 

0.13780 

©.12992 

0.12332 

...4-X<> 

0,975*7 

1,00019 

1,02278 

1,04311 

1,06115 

1,07685 

1,09005 

1,10049 

.,«<>o8i 

9,88280 

9,90286 

9,9*115 

9,93776 

9,95*7* 

9,96599 

9,97744 

9,98689 

;J.«fl459 

0.90258 

0.87589 

0.84341 

0.80361 

0.75416 

0.69153 

0 . 60974 

0.49744 

1  .M-os 

I .09247 

1.09733 

1.10163 

1.10535 

I . i©843 

i.ii©86 

1.11261 

1.1136© 

/  VV999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9 • 99999 

^^»95 

8,99620 

8,99310 

8,98965 

8,9860© 

8,98197 

8,97777 

8,97333 

8,96847 

»  vi  294 

8.90752 

8.90266 

8.89836 

8.89464 

8.89156 

8.88913 

8.88738 

8.88639 

V  ']%%Z    ' 

6.72256 

6.70798 

6.69508 

6.68392 

6.67468 

6.66739 

6.66214 

6.65917 

•  -.0690 

7.00600 

7.00513 

7.00429 

7.o©348 

7. ©©27 3 

7. ©©198 

7. ©©126 

7. ©©©57 

•_:^5«39 

9.96408 

9.99220 

0.01621 

©.©363© 

©.05246 

©.©6471 

©.©7311 

0.07730 

V':2i 

6,68664 

6,70018 

6,711*9 

6,72022 

6,72714 

6,73210 

6,735*5 

6,73647 

•  ^?93 

7 . 46006 

7.51560 

7.56384 

7.60558 

7.641*7 

7.67115 

7.69538 

7.91364 

•  :»'*i8 

7.26805 

7.24791 

7.22877 

7.*i073 

7.19399 

7.17861 

7.16475 

7.15271 

IU505 

9   74507 

9.93055 

©.06561 

©.17093 

9.8©8i8 

9.8314* 

9.84838 

9 . 86044 

*  'I413 

7.01312 

7.17846 

7.29438 

7.38166 

7.44945 

7.50257 

7.54376 

7.57408 

•.f'*4Ko 

7,589" 

7,57607 

7,55470 

7,5*383 

7,48130 

7,4*363 

7,34499 

7,2339« 

*Ai^l6 

5.68284 

5.69328 

5 . 70094 

5 . 7©622 

5.70911 

5.70987 

5.70858 

5 . 70494 

*.  3^21 

I. 3661 8 

I. 3661 6 

1.36616 

1.36618 

1.36621 

I . 36624 

1 . 36629 

1.36633 

»  «VHS 

8.37930 

8.54462 

8 . 66054 

8.74784 

8.81566 

8.86881 

8.9io©5 

8.94041 

•.Aio* 

8,95540 

8,94**3 

8,^92086 

8,890© 1 

8,84751 

8,78987 

8,71128 

8,6o©24 

' -in« 

7.04902 

7.05944 

7.06710 
4-       ©"003 

7. ©724© 

4-       ©"©©3 

7.07532 

4-      ©"©©3 

7.07611 

7-07487 

7.07127 

'"coi 

-1-     o"oo2 

-f     o"oo3 

4-       ©"o©4 

4-       o"©©4 

4-     ©"o©4 

'"onh 

-f-     0^082 

4-     o"o77 

4-       o"o7© 

4-       ©"©61 

4-      o"©5i 

4-      ©"04© 

4-       ©"©29 

4-     ©"©17 

•-.014 

—  0^0030 

—  o"oo49 

—     ©"©©70 

—     ©"©©92 

—    ©"0115 

—   ©"©137 

—     ©"©156 

—  ©"©171 

-41} 

4.  ©"0912 

-f  ©"0896 

4-     ©"0865 

4-     ©"0819 

4-     o"o755 

4-    ©"0674 

4-     o"©574 

4-  o"©453 

v"oiJ90 

-h  0^0882 

-h  o"o847 

4-     ©"©795 

4-    ©"07*7 

4-    ©"©64© 

4-     o"©537 

4-     ©"©418 

4-  ©"©182 

—     o''i6i 

—    o"233 

—       ©"3©i 

-     0^363 

©"418 

—       ©"466 

~       ©"504 

-    o"532 

•/'I9 

—     ©"032 

o"o34 

-      o"©35 

-      o"©35 

—     ©"034 

—      o"o3i 

—       ©"©27 

—     ©"021 

0 

0 

0 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

0*114 

—     0^193 

—    ©"267 

-      o"336 

-      ©"398 

-      ©"45* 

—      ©"497 

-      o"53i 

-    o"553 

:'!*- 

4-     o''33z 

-h     o"447 

4-       o"5*4 

4-       o"559 

4-       o"547 

4-      ©"486 

4-       o"376 

4-      ©"221 

'"917  ; 

—     z^iSi 

-     *"3*9 

—       2"4i8 

2^416 

—       *"3i7 

—          2"ll6 

—       i"8i6 

-     I"4*7 

1  "40 

—     i''828 

—     i"882 

-       i"894 

-       i"857 

—       1^770 

—       i"63© 

—       i"44© 

—       l''2©6 

-"021 

4-     0^046 

4-    ©"076 

4-      ©"108 

4-       o"i43 

4-      0^178 

4-      ©"212 

4-       0^242 

4-    ©"266 

""♦SS 

4-     o''4i3 

4-    o"36i 

4-      o"302 

4-       o"237 

4-        0"172 

4-      o"ii© 

4-       o"©56 

4-    ©"©14 

•/4-6 

-h     «"459 

4-     o"437 

4-     ©"410 

4-       ©"380 

4-       o"35o 

4-        0"312 

4-       0^298 

4-    ©"280 

>>^r.  llak»W«tinaBDg«n.  11. 
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^3 

• 

Datum 

flo' 

^' 

Q 

CO«  :V— ü) 

1873 

Jan.  25 

-  0«   3'34" 

293*» 57'  2" 

I25"48'48" 

168*   8'I4" 

9- 31296 

0.00000 

9.99062 

Dec.  t6 

—  0"   o'23" 
292**  44*21" 

125%8'49" 
166"  5  5 '3  2" 

9- 35452 
0 . 00000 

•      9^98859 

Not.  6 

4.  0«    2'45" 

29i"3i'4S<' 
i25"48'5o" 

i65"42'55" 
9.39224 
© . ©©00© 
9.98636 

1872 

1        Sept.  27 

4-  0"    5'54" 

290«I9'l2" 

125» 48*51" 
i64"3©'2i" 

9.42674 

0.©OOO© 

9*9839» 

Aug.  18 

4.  0«   9'    3" 
289"   643" 

12  5^48 '52" 

i63»i7'5i" 
9^45849 
©.©©©oo 
9.98128 

April  15 

-  o«   9'S4" 
296**2a'36" 
125®  4« '48" 

i7o«33'48" 
9.21473 

0 . 00000 
%994o8 

M&rz  6 

—  0^    6'44" 
295«   9^47" 

125'' 48*48" 
i69°2o'59" 
9.26673 
0.00000 

9«99»45 

4.  o"ii'n 
287^i'r 

9«r<v 

cos,Vs»i^iV-^^' 

Q 

1 

7«45936 
'    9.99993 

9.*>473 
358''S9'37" 

2«I2'30" 

3S6%7'  7" 

7.29196 

9 . 99998 
9.^6673 

359"23'34" 
2"  12' 30" 

357" 11'  4" 

7«oi599 
9.99999 
9.31296 

359**4»'39" 

2*I2'30" 

357" 30'  9" 

6.04730 
0 . 0000© 

9-35452 
359*»58'i8" 

2*»  12' 30" 
357^45'48" 

6.90306 
0 . 0©©©© 

9.39224 
©"11'  9" 
2"  1 2*30" 

3  5  7"  5  8' 39" 

7.23458 
9.99999 
9.42674 

0"22'    5" 
2«  1229" 

358"  9'36" 

7.42037 
9.99998 

9.45849 
o"3r29" 

.       2"l2'29" 

358" 19'  0" 

3,-8":-  \ 

sin  {Q—i} 
9 

cos  (Q—I) 

8«74879 
9.21480 

9.9993» 

8.69127 
9.26675 
9 . 99948 

1       8.63924 
9.31297 

9.99959 

8»59i37 
9.35452 
9.99967 

8.54768 
9  39224 
9-99973 

8.50662 
9.42675 
9.99978 

8*46799 
945851 
9.99981 

COS  l^t  Bin  L\ 
cos  /?!  cos  L\ 

9.21412 
9«994to 
9^99408 

i7o*^34'3S" 

9.26623 

9n99*47 
9»99*45 
169"  21 '42" 

9.31256 
9.99064 
9.99062 
168"   8'S2" 

9.35419 
9.98861 

9«98859 
i66*>5b'  7" 

9  39197 
9.98638 
9.98636 
165"  43' 26" 

9.42653 

9*98394 

9«9839» 
|64"3©'46" 

9-45832 
9*98129 

9.98128 

163"  18' 14" 

cos  2^1 

n 

sin  li\ 

9.99998 
I . 00003 

7^96359 

9.99998 
1 . 00024 
7„9$8o2 

9.99998 
I . 00044 

7»95»»i 

9.99998 
1 . ©0063 

7^94589 

9.99998 
i . ©©08 1 

7«93992 

9.99998 
1.00098 

7„93337 

9.99999 

l .00114 

7*92630 

1      -: 

L\ — u 

cos  [L\ — u) 

Vx  cos  B\ 

sin  v'X|— m) 

i67*'4i'2o" 

91.98990 
I . ooooi 

9.32883 

174"    2'  8" 

91.99764 
I .00022 
9.01666 

180*^  43 '40" 

9«99996 
I . 00042 
8.10386 

18/»  46' 50" 

9«99598 
i .00061 

9,.i3i55 

i95'*ii'59" 

9^98453 
1 . 00079 

9.41860 

202"  5  8 '46" 
9.96409 
1 . ©©©96 

9*59151 

2n"   6'   8" 
9.93260 
I .001 13 

9*71312 

1  -•  i: 

^1 

r 

Subtract. 

0^98991 

0.484II 
0. II 794 

0.99786 
0.47447 
0.11383 

1.00038 
0.46476 
0. 11 104 

o„99659 

0.45519 
0.10974 

0^98532 
0.44599 
0.11020 

0.96505 

0.43745 
0. 11286 

o*93373 
0.42985 

0.11840 

1.10785 

9ii99407 
0.32884 

1.11169 
9.99860 
0.01688 

1.11142 

9«99998 
9.10428 

i»io633 

9ii99757 
0.13216 

1.09552 
9^99056 
0*41939 

1*07791 

9*97794 
0*59247 

1.05213            1.' 
9«95«44            "       ^ 

0*71425  1            •  1 

(>  cos  ^ 

c, 

1 .  11378 

9.99999 
8.96362 

I . II 309 

9.99999 
8.95826 

1.11144 

9.99999 
8„95265 

i .10876 
9.99999 
8.94652 

1 .10496 

9 • 99999 
8*94073 

1.09997 
9.99999 

8*93435 

1.09369 

9-99099 
8.92764 

1.  ■  1 

r,-3 
Subtract. 

8.88621 
6.65863 
6.99991 
0.07708 

8.88690 
6.66070 
6.99928 
0.07211 

8.88855 
6.66565 
6.99868 
0.06180 

8.89123 
6.67369 
6.9981 I 
0.04558 

8.89503 
6.68509 
6.99757 
0.02261 

1        8 . 90002 
6 . 70006 
6.99706 
9.99190 

,        8.90630 
6.71890 
6.99658 

9.95197 

h.'.r  ( 

Ä' 

Ji  A' 

r  :  e** 

Subtract. 

6„7357i 
7.72562 

7.14274 
9.86847 

6«73»8i 

7.73067 

7.13517 
9.87285 

6„72745 
7-72783 
7.13041 
9.87350 

6„71927 
7.71586 
7.12888 
9.86992 

6.70770 
7.69302 
7,13108 
9.86082 

6.69196 
7.65701 

7.13751 
9.84364 

6.67087 
7 . 60460 

7.14«75 
9.B12H7 

r     .:1 
-.  1  • 

7.59409 

7^06455 
5 • 6993  3 
1.36637 

7.60352 

6„74969 
5.69107 

I . 36641 

7.60133 
5.83173 
5.68010 

1.36644 

7.58578 
6,85143 

5.66579 

1 . 36647 

7.55384 
7. 12709 

5.64843 
1 . 36649 

7 . 50065 
7.28443 
5.62631 

1.36651 

7.4174- 
7.38512 
5.59851 
1.36652 

1                   *^_ 

H 
S 
W 

Ji 

8 . 96046 

8.4309» 
7.06570 

8.96993 
8.11610 

7.05748 

-h     0^003 
—     o"oo7 

8.96777 
7.19817 
7.04654 

4-     o"oo3 
—     o"oi8 

8.95225 
8.21790 
7.03226 

4-     o"oo3 
—    ©"028 

8.92033 
8.49358 
7.01492 

4-     o"o©3 
-     o"©37 

8.86716 
8.65094 
6.99282 

4-    ©"002 

—     o"©43 

8.78399 
8.75164 
6.96503 

4-    ©"002 
—    ©"048 

h     •  1 

4-     0^004 
-h     0^005 

+  :.! 

JfiX 
Jui 

JfA 

-.  o"oi8i 
+  0^0314 
+  o"oi33 

—  o"oi84 
+  o"oi55 

—  o''oi29 

—  o"oi78 

—  o"ooi9 

—  ©"0197 

—  ©"0164 

—    0"0205 

—  o"©369 

—  ©"0141 

—  ©"0396 

—  ©"0537  1 

—  o"oiii 

—  o"o58o 

—  ©"0691   . 

—  ©"007« 

—  ©"0744 

—  ©"0822 

-    t 

_      •  11 

JLy 

JL 

—  o"548 

—  o"oi4 

0 

—  ©"562 

-  o"sji 

—  o"oo7 

0 

—  0^558 

—  o"540 
-h     o"ooi 

0 

-  o"539 

-  o"5i3 
4-     o"oo8 

0 

—  ©"5©5 

—  ©"469 
4-     ©"013 

-  ©"456 

—  ©"41© 
4-     o"oi7 

0 

-  o"393 

—  ©'•335 
4-     ©"018 

0 

-  o^si? 

—       :  a 

-r      -'1 

Jn, 
Jiti 
Jn 

4-      0"028 

-  0^965 

—  o"937   1 

—  o"i90 

—  ©"460 

—  o"650 

-  o"4i3 
-f     o"o54 

-  o"359 

—  o"6i6 

4-    ©"529 

—  ©"087 

-     0"772 
4-     o"9i5 
4-     ©"143 

—     ©"850 
4-     1**164 
4-     o"3i4 

—     0*828 

4-     i^as« 
4-    0*410 

—       •* 

Jifi 
Jrft 

-f     o"282 
-     o"oii 
-f-     o''*7i    , 

-f-     o"286 
—     ©"016 

-h       0"270 

-h     o"2  77 

4-    ©"003 

4-     o"2  8o 

4-     o"2  55 

4-    ©"046 
4-     o"3oi 

4-     o"2i9 

4-    o"iii 

4-     o"33o 

^-     o"i73 

4-    ©"190 
4      o"363 

-h       0"l22 
-f       0*2  76 

4-     0*39« 

♦             1 

4-               J 
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HiLn  II 
+  o"2i'34" 

JftD.   31 

1871 

K^ . 

1        April  30 
-1-  o«i8'27" 

Dec.  23 

Not.  la 
4-  o"3o'5o" 

4- 

Oct.  3 
o''33'54" 

Aug.  94 
+  o0  36'57" 

':"i?'i9" 

-1-    0"  24*40" 

4-  o°27'46" 

:W4r54" 

28s*29'34" 

284"!/ 16" 

283"     5'    0" 

28i«52'47" 

28o°4o'35" 

279"28'25» 

278*'i6'i7" 

»:r48'54" 

125"48'54" 

125"48'54" 

125"48'54" 

125"48'53" 

I25°48'52" 

i25«48'5i" 

125%8'49" 

.CO  q'  o" 

iS9*»4o'4o'' 

158"28'22" 

157*»  16'  6" 

156°    3'54" 

154"  5143" 

153^*39  34" 

152"27'28" 

<^.?lfiO 

9.54070 

9 . 56460 

9.58705 

9.60820 

9.62819 

9.64709 

9.66502 

3.CXX)00 

9.99999 

9 • 99999 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99997 

'•««J-SJ^ 

1         9»97i09 

9*96859 

9*96489 

9*96095 

9*95678 

9*95239 

9*94776 

vb4lig9 

'         7.7*972 

7.79751 

7.85583 

7.90724 

7.95274 

7.99392 

8.03133 

q.  99996 

9.99995 

9.99994 

9.99993 

9.99991 

9.99990 

1 

9.99989 

9.99988 

',.nI520 

9.54069 

9 . 56459 

9.58704 

9.60819 

9.62817 

1 

9.64707 

9.66499 

^46'46'' 

o«5j'  7" 

o«58'46" 

1»   3'5o" 

1°    8 '26" 

i*'i2'34" 

i«i6'24" 

I«  19*54'' 

i'n'2^" 

2*»  12 '29'' 

2"l2'29" 

2"  I  2'29" 

2«I2'29" 

2*12'29" 

2«12'29" 

2*'l2'29'' 

^•34'I7" 

,     358"4o'38" 

358V6'i7" 

358"5i'2i" 

358°55'57" 

3590  0'  s" 

;     359"    3'55" 

359^*   7 '25" 

<.396''5 

1         »«36333 

8*33126 

8*30034 

8^27022 

8*24125 

8*21254 

8*18456 

■0-I524 

9.54074 

9  56465 

9.58711 

9.60828 

9.62827 

9.64718 

9.66511 

..«*99*7 

9.99988 

9.99990 

9.99991 

9.99992 

9-99993 

9 • 99994 

9.99995 

,o*»5ll 

9 . 54062 

9  56455 

9.58702 

9 . 60820 

9.62820 

9.64712 

9 . 66506 

•.<*-S37 

9^97210 

9*96860 

9*96489 

9«96o95 

9*95678 

9«95238 

9*94774 

^.'^^36 

9^97208 

9*96858 

9*96488 

9*96094 

9*95676 

9*95237 

9*94773 

i^:  >3'U" 

i59'*4o'52" 

158"28'27" 

I57«i6'i2" 

156"   3'53" 

I54«5i'36" 

1 

53"39'25" 

I52"27'i4" 

^.  99999 

9.99998 

9.99998 

9  99999 

9.99999 

9.99998 

9.99999 

9  99999 

J. :014a 

I. 00155 

I. 00166 

1.00177 

1.00186 

1.00195 

1.00202 

1 .00208 

•  '^1199 

7*90407 

7*89591 

7*88745 

7^87850 

7*86952 

7*85972 

7*84967 

i.<  ij'4r' 

»37**  4'34" 

246«   2' 16" 

255**  o'34" 

263«53'43" 

272°36'42" 

281°   5' 16" 

289«15'54" 

^,^2373 

9«735a* 

9*60867 

9*41273 

9*02672 

8.65864 

9.28401 

9.51843 

1. 00141 

I. 00153 

1.00164 

1.00176 

1.00185 

1.00193 

1 .00201 

I . 00207 

X»-2SI 

9»9*396 

9*96086 

9*98496 

9«99753 

9*99955 

9*99182 

9*97498 

,'i2?i4 

0|i73675 

0^61031 

0*41449 

o„o2857 

9.66057 

0.28602 

0.52050 

' 41K68 

0.41562 

0.41447 

0.41531 

0.41809 

0.42266 

0.42880 

0.43623 

.14371 

0. 16949 

0.21406 

0.30062 

0.14855 

9.91753 

9.59023 

9.33071 

.\g6«85 

0*90624 

0*82437 

0*71593 

0^,56664 

0*34019 

9*87625 

9.76694 

s'-'^iRo 

9^85890 

9*90774 

9*94515 

9*97225 

9*98991 

9*99874 

9*99918 

_:.J!'39i 

0*92549 

0*96250 

0^98672 

0*99938 

1^00148 

0*99383 

0*97705 

I  c-^oj 

1.06659 

1.05476 

1.04157 

1.02713 

1.01157 

0.99509 

0.97787 

..'^9999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

_\/M4l 

8*90562 

8*89757 

8^88922 

8„88o36 

8„87147 

8„86i74 

8*85175 

'  '*2i94 

8.93340 

8.94523 

8.95842 

8.97286 

8.98842 

9 . 00490 

9 . 022 I 2 

V'»>«82 

6.80020 

6.83569 

6.87526 

6.91858 

6.96526 

7.01470 

7.06636       ' 

*  49574 

6.99535 

6.99502 

6.99469 

6.99442 

6.99415 

6.99394 

6.99376 

^  ♦•M'>4« 

9.75381 

9.64661 

9.50041 

9.28059 

8.83749 

8.68987 

9.25996 

V'C?3o 

6*55401 

6*48230 

6*37567 

6*19917 

5*80275 

5.68381 

6.25372 

•  43044 

7 . 29076 

7.09261 

6.79017 

6.22774 

5*46332 

5.96983 

6.77422 

•  «TSO 

7.21582 

7.25016 

7.29057 

7.33667 

7.38792 

7.44350 

7.50259 

..J"4«3 

9.27494 

9.64079 

9.83510 

9.96482 

0.00514 

9.98516 

9.91014 

-.c/>23j 

6.49076 

6*73340 

i         7*12567 

7*30149 

7*39306 

7*42866 

7*41273 

•  4*922 

7.47950 

7.44480 

7.36239 

7.19855 

6.80423 

6^67764 

7*23077 

^  ^i«7i 

5.45963 

5.37987 

5 . 26489 

5.07953 

4.67422 

4*54555 

5*10547 

'.3<>653 

1.36653 

1.36653 

1.36653 

1.36653 

1 . 36652 

1 . 36652 

1.36651 

•  42«86 

7.85729 

8*09993 

8*49220 

8^66802 

8*75958 

8*79518 

8*77924 

*  •'4<;:5 

8.84603 

8.81133 

8.72892 

8.56508 

8.17075 

8„044i6 

8*59728 

•♦  <XU4 

6.82616 
o"ooo 

6 . 74640 
o"ooo 

6.63142 
o"ooo 

6.44606 

6 . 04074 

5*91207 
o"ooo 

6*47198 
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D.  Allgemeine  Oebersioht  der  Methoden  zur  strengen  Bereohnong  der 

speciellen  Störungen. 

Ueberblickt  man  die  für  jede  der  drei  vorangehend  entwickelten  Methoden 
nöthigen  numerischen  Operationen,  so  wird  man  leicht  wahrnehmen,  dass  die 
Encko'sche  Methode  am  wenigsten  Arbeit  bedingt;  etwas  mehr  Mühe  erfordert  die 
Hanscn-Tietjen'sche  Methode,  die  meiste  Arbeit  verursacht  die  Methode  der 
Variation  der  Constanten,  ohne  dass  übrigens  dieser  Arbeitszuwachs  ein  allzu  be- 
deutender zu  nennen  ist.  Diese  Hemcrkungen  verlieren  jedoch  ihre  Gültigkeit,  wenn 
die  Stönmgsrechnungen  durch  längere  Zeit  fortgesetzt  werden  und  die  Stönnigen 
anzuwachsen  beginnen;  dann  drehen  sich  die  A  erhältnisse  völlig  um;  bei  Encke's 
Methode  wird  zuerst  die  Noth wendigkeit  auftreten,  auf  osculirende  Elemente  über- 
zugehen, und  diese  Arbeit  ist  als  eine  nicht  ganz  geringe  anzusehen,  um  so  mehr, 
tla  beim  Beginn  der  Rechnung  au  der  neuen  Osculationsepoche  die  Integration  von 
Neuem  zu  be^nnen  idt.  Hei  Hiinsen-Tietjen's  Methode  kann  dieser  II ebei^ng 
^ehr  lange  hinausgeschoben  werden,  doch  wird  derselbe  endlich  nöthig;  denn, -wenn 
die  Störungen  sehr  bedeutend  anwachsen,  so  wird  der  Gang  der  zu  ermittelnden 
Differentialquotienten  ein  sehr  un regelmässiger ;  die  Principien  der  mechanischen 
(iuadratur  fordern  aber,  dass  sich  die  vorgelegte  Punktion  innerhalb  der  Störungs- 
intc»rvalle  nach  Potcmzen  der  Argumente  entwickeln  lässt^  dass  also  die  Differenz- 
worthe  an  Grösse  verhältnissmässig  rasch  abnehmen.  Man  sieht,  wenn  man  dieses 
Krfordemiss  zusammenhält  mit  der  Thatsache,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Coor- 
dinatenstörungen  selbst  bei  massigen  Störungen  endlich  stets  der  Zeitpunkt  eintritt  wo 
iler  Gang  der  Differenzen  ein  sehr  unrogelmässiger  wird,  dass  die  Methode  der  Variation 
der  (/onstantcn  sich  den  Fordeningen  der  mechanischen  Quadratur  am  besten  anschliesst. 
Ich  stehe  daher  nicht  an,  zu  behaupten,  dass,  wenn  es  sich  darum  handelt,  fiir  ein  sehr 
langes  Zeitintervall  die  Stönmgen  zu  bestimmen,  man  das  genaueste  und  sicherste  Re- 
<u\iat  nach  dieser  Methode  erhalten  wird,  denn  der  sonst  als  das  radikalste  Mittel 
empfohlene  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  ist  ein  Nothbehelf ,  der  leicht  so  viel 
Mt^hrarbcit  venirsacht,  als  durch  die  frühere  kürzere  Rechnung  gewonnen  wurde ;  an- 
dererseits kann  die  Discontinuität  in  der  Rechnung  leicht  die  Quelle  eines  Rechnungs- 
fehlers  werden ,  während  bei  der  Variation  der  ("Jonstanten  der  regelmässige  Gang 
der  Differenzwerthe  für  immer  vor  constanten  Fehlem  schützen  wird.  Beachtet  man 
überdies,  da  wohl  kaum  ein  Rechner  behaupten  darf,  dass  er  niemals  fehle,  dass 
die  Ansmerzung  der  Fehler  bei  der  Methode  der  Coordinatenstönmgen  viel  schwie- 
riger ist,  indem  kleine,  das  Resultat  merkbar  schädigende  Fehler  erst  nach  einigen 
Intervallen  entdeckt  werden  und  ein  grosser  Theil  der  Rechnimg  von  der  Stelle  des 
Fehlers  an  corrigirt  werden  muss,  so  wird  man  sich  wohl  der  von  mir  auf  Grund- 
Ijige  vielfältiger  Erfahrungen  atifgestcdlten  Behauptung  anschliessen ,  dass  die  Va- 
riation  der  (-onstanten  in  der  numerischen  Anwendung  ebenso,    wie  in  der  Analyse 
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ihren  Vorrang  behauptet.  Nur  in  jenen  Fällen,  wo  die  Bahnen  sehr  excentrisch 
sind,  wird  die  Folge  des  Umstandes,  dass  die  Constanten  bei  verhältnissmässig  ge- 
ringen Störungen  starke  Variationen  erfahren,  die  Hansen-Tietjen' sehe  Methode 
den  Vorrang  behaupten. 

Hat  man  aber  die  Störungen  nur  für  einen  sehr  beschränkten  Zeitraum  zu 
ermitteln,  etwa  für  die  Erscheinung  eines  Kometen  oder  für  einen  Planeten  für  die 
Zeit  einer  Opposition,  dann  wird  Encke^s  Methode  unstreitig  den  Vorzug  vor- 
dienen. Als  ein  Vortheil  der  Methode  der  Coordinatenstörungen  muss  auch  die  Be- 
quemlichkeit betrachtet  werden,  mit  welcher  die  Störungen  an  die  ungestörten 
Coordinaten  angebracht  werden  können. 

Bei  den  kleinen  Planeten  wird  man  in  der  Regel  zuerst  mit  sehr  rohen  Ele- 
menten die  Störungsrechnung  beginnen  können;  es  wird  daher  wohl  stets  noth- 
wendig  werden,  dieser  genäherten  Störungsrechnung  eine  zweite  nachfolgen  zu  lassen, 
die  aber  auf  den  Zeitpunkt  zu  verschieben  sein  wird,  bis  das  vorhandene  Beobach- 
tungsmaterial in  Verbindung  mit  den  genäherten  Störungswerthen  die  Ermittelung 
hinreichend  sicherer  Elemente  zur  Bestimmung  der  definitiven  Störungswerthe  ge- 
stattet. Zur  Itercclinung  dieser  provisorischen  Störungen  kann,  wenn  man  die 
Variation  der  Constanten  zur  Ermittelung  derselben  benützt,  in  Anbetracht  der 
Ungenauigkeit  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente,  durch  längere  Zeit  ein  und  das- 
selbe Elcmentcnsystem  zur  Auswerthung  der  Differentialquotienten  verwendet  werden, 
und  ebenso  können  bei  Anwendung  der  Methode  der  Coordinatenstörungen  alle 
Glieder,  die  zweiter  Ordnung  sind,  fortgelassen  werden;  ich  lege  aber  auf  solche 
Abkürzungen  keinen  besonderen  Werth,  indem  nicht  allzuviel  Arbeit  erspart  mird. 
Will  man  sich  aber  mit  Resultaten  begnügen,  die  blos  die  ersten  Potenzen  der 
Massen  berücksichtigen,  so  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  im  folgenden  Abschnitte 
auseinandergesetzten  Methoden  bedienen  können,  die  den  Vortheil  gewähren,  dass 
dieselben  die  Kürze  und  Genauigkeit  der  Coordinatenstörungen  gewähren,  jedoch 
die  den  letzteren  anhaftenden  Uebelstände,  die  durch  die  Einführung  der  indirecten 
Glieder  entstehen,  ganz  beseitigen.  ^ 

Schliesslich  ist  noch  auf  einen  Umstand  aufmerksam  zu  machen,  der  bei  der 
Methode  der  Störungsrechnung  nach  der  Variation  der  Coordinaten  möglicher  Weise 
in  Betracht  kommt.  Es  wird  sich  nämlich  häufig  genug  Veranlassung  finden^  nach- 
dem man  längere  Zeit  die  Störungen  mit  nahe  richtigen  Elementen  fortgeführt  hat 

« 

die  zu  Grunde  gelegten  Elemente ' nach  neueren  Beobachtungen  zu  verbessern;  die 
Fortsetzung  der  Störungsrechnung  wird  dann  offenbar  an  der  Stelle,  wo  man  den 
Wechsel  in  den  Elementen  hat  eintreten  lassen,  einen  mehr  minder  hervortreten- 
den Sprung  in  den  Differenzwerthen  der  Störungscomponenten  zeigen,  der  um 
so  aufifalliger  sein  wird,  je  grösser  die  in  den  Elementen  vorgenommenen  Verbesse- 
rungen sind.  Dieser  Sprung  erklärt  sich  einfach  genug  aus  den  vernachlässigten 
Producten  der  Incremente  der  Elemente  in  die  Störungswerthe.  Hierbei  wird  man 
aber  die  auffällige  Bemerkung  machen,  dass  eine  nach  der  Variation  der  Constanten 
durchgeführte  Rechnung  diesen  Spnmg  kaum  merklich  hervortreten  lässt,    waQirpnd 


257     

bei  der  Variation  der  Coordinaten  in  Folge  der  grossen  indirecten  Glieder  derselbe 
ml  auffälliger  hervortritt;  man  wird  daher  voraussichtlich  der  Wahrheit  näher 
kommen  und  bessere  Resultate  erlangen,  wenn  man  (die  Störungsrechnung  nach  der 
Variation  der  Coordinaten  durchgeführt  vorausgesetzt)  an  der  Stelle^  von  wo  ab  die 
Stönmgsrechnung  mit  den  verbesserten  Werthen  der  Elemente  fortgeführt  werden 
soll)  auf  oscnlirende  Elemente  übergeht,  und  hierbei  zur  Ermittelung  der  ungestörten 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  der  bisherigen  Störungsrechnung  zu  Grunde 
gelegten  Elemente  benützt.  Man  findet  so  jene  Incremente,  welche  die  Störungen 
von  der  Osculationsepoche  an  den  Elementen  hinzugefügt  haben,  und  erhält  somit 
ein  mit  der  Variation  der  Constanten  identisches  Resultat.  Diese  so  bestimmten 
Incremente  wird  man  an  die  verbesserten  Ausgangselemente  anbringen  und  mit 
diesen  Werthen  die  Störungsrechnung  von  der  neuen  Osculationsepoche  ab  nach  der 
Variation  der  Coordinaten  fortsetzen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachten  Einschränkungen  möchte  ich  als  Re- 
sultat der  hier  gemachten  Betrachtungen  den  Satz  hinstellen,  dass  von  den  in  diesem 
Werke  entwickelten  Methoden  der  strengen  Störungsrechnung  die  Methode  der  Va- 
riation der  Constanten  in  der  Anwendung  den  unbedingten  Vorzug  verdient. 


£.  Ennittelong  der  Störungswerthe  mit  Büoksioht  auf  die  ersten  Potenzen  derselben. 

Es  kann  unter  Umständen  eine  blos  genäherte  Kenntniss  der  Stönmgswerthe 
erwünscht  sein,  in  welchem  Falle  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  in  Bezug 
auf  die  störenden  Kräfte  beschränken  darf;  da  sich  unter  dieser  Voraussetzung  für 
die  Rechnung  wesentlich  bequemere  Vorschriften  angeben  lassen,  als  dies  bei  den 
vorstehenden  Methoden  möglich  ist,  so  werde  ich  hier  auf  dieselben  eingehen,  um 
HO  mehr,  da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  von  den  hier  zur  Entwickelung  gelangenden 
Xaplac ersehen]  Integrationsmethoden  zur  Ermittelung  der  speciellen  Störungs- 
werthe irgendwo  Gebrauch  gemacht  ist.  Ich  werde  die  Methode  auf  die  Hanseii- 
Tictjen'sche  Form  der  Stönmg  der  polaren  Coordinaten  anwenden,  wodurch  sich 
Formen  ergeben  werden,  welche  die  Vortheile  der  (/oordinatenstönmgen  mit  jenen 
der  Variation  der  Constanten  verbinden ,  indem  jede  indirecte  Rechnung  vermieden 
ist,  ohne  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  die  bei  der  Variation  der  Constanten 
t«ehr  bald  merklich  hervortreten,  einen  allzu  nachtheiligen  Einfluss  äussern.  Es 
lassen  sich  allerdings  noch  wesentlich  veränderte  und  bequemere  Integrationsmethoden 
angeben,  auf  welche  ich  jedoch  vorerst  hier  nicht  eingehe. 

Die  Differentialgleichungen,  welche  in  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode 
die  indirecte  Rechnung  bedingen,  haben  die  Form  (vergl.  pag.  149): 

Verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  den  beiden  für  die  ungestörte  Bewegung  gelten- 
den Differentialgleichungen   (I  pag.  42] : 

0  p  p  0  1  s  •  r ,  Bfthnb«itiinmiiBgeii.  U.  33 
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2) 


dfi  +ro3^o 


^4-  iiif/    — o 
dt^   +  ro^Vo—O  , 

SO  erhält  man  zunächst,  wenn  man  Vq  mit  r  identificirt,  was  gestattet  ist,  ohne  mehr 
als  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  zu  vernachlässigen,  weil  -^ 
mit  einem  Störungswerthe  §  selbst  multiplicirt  erscheint,  durch  die  Elimination  von 
-3  aus  der  ersten  Gleichung  2)  und  der  Gleichung  i): 

und  ebenso  aus  der  zweiten  Gleichung  in  2) : 

yo  ^  —  5  -^  —  Vo^  ; 

die  Integration  dieser  Ausdrücke  gibt  zufolge  der  Relation : 

/      rfl       ^  dxo\  _       rf2|        t  d^xo 
\^«  ~dt~^  dt\~'  ^»  d~t^  ~  ^  ifv^  ' 


d 

dt 


sofort  die  Formen : 


Knüpft  man  an  diese  Integrale  die  Bedingung,  dass  dieselben  für  die  Osculations- 
epoche  der  Null  gleich  werden,  so  resultirt  daraus,  dass  die  Integration s-(^onstanten 
ebenfalls  der  Null  gleich  zu  setzen  sind ;  diese  Bestimmung  wird  in  der  Folge  fest- 
gehalten werden.  Multiplicirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  3I  mit  +y«.  die 
zweite  mit  —  ar,»  und  addirt  die  Resultate,  so  erhält  man  sofort : 

^  [^^  ~dt   "  y»  ^}  —  VoJ^^o  dl  —  o-^jAyQ  dt  .  4) 

Betrachtet  man  als  die  :ry- Ebene  die  ungestörte  Bahnebene,  so  ist  der  in  der 
Klammer  stehende  Ausdruck  nichts  anderes,  als  das  doppelte  Sectordifferential 
(vergl.  I  pag.  42  und  45] ;  man  kann  daher  schreiben: 

vernachlässigt  man,  wie  dies  schon  oben  geschehen  ist,  die  zweiten  und  höheren 
Potenzen  der  Massen,  und  lässt  überall  den  Nullindex  weg,  so  erhält  man: 

in  welchem  Aiisdnicke  der  Parameter  und  die  auftretenden  Coordinaten  der  un- 
gestörten Bewcgtmg  entlehnt  werden  dürfen,  ohne  die  gesetzte  Genauigkeitsgrenxe 
zu  überschreiten. 
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Durch  die  Gleichung  6)  ist  demnach  eine  directe  Integration  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  ermöglicht ,  welche  bis  auf  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung 
der  Massen  richtig  ist.  Man  könnte  das  eben  angezeigte  Verfahren  ohne  allzugrosse 
Schwierigkeiten  auf  strenge  Formen  hinführen,  doch  würden  in  diesem  Falle  viel- 
fache Complicationen  auftreten,  so  dass  die  früher  entwickelten  strengen  Störungs- 
methoden  für  die  Anwendung  bequemer  erscheinen.  Uebrigens  bietet  diese  Methode 
noch  die  Möglichkeit,  jene  Correctionen  der  Störungswerthe  zu  ermitteln,  die  aus 
einer  Abänderung  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  entstehen;  doch  gehe  ich  auf 
diese  Entwickelungen  hier  nicht  näher  ein. 

Bei  der  Gleichung  6)  wurde  vorerst  über  die  Wahl  des  Coordinatensystemes 
fiir  X  und  y  nichts  weiter  festgesetzt,  ausser  dass  die  ary- Ebene  mit  der  ungestörten 
Hahnebene  zusammenfällt,  was  durch  die  Einführmig  der  Gleichung  5)  geschah. 
Legt  man  die  positive  ar-Achse  in  das  Perihel,  so  wird 

X  ^r  cos t? 
y  =  r  sin  t?  ; 

da  aber  bei  der  gewöhnlich  üblichen  Einheit  in  r  durch  die  Multiplication  mit  x 
und  y  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  auf  die  kleinen  Planeten  eine  Vergrösserung 
der  numerischen  Werthe  eintreten  würde,  so  setze  ich : 

x  =  co8£ — e 
y  =  sin  £  cos  ^>  , 

wo  E  die  excentrische  Anomalie  vorstellt,  also  die  Grösse  a  (die  halbe  grosse  Achse) 
als  Einheit  eingeführt  erscheint;  die  hier  auftretenden  Grössen  sind  übrigens  durch 
die  vorbereitenden  Rechnungen  bereits  bekannt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  lässt  sich  also  dahin  aussprechen^ 
da8s  ein  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  richtiger  Werth  aus  der  Integration  der 
Differentialgleichung  1}  hervorgeht  durch: 

1  =  -^/sin^cosqp  JAlcosE — e)  dt  —  (cos^ — e)  JA  sinE  cos  (pdt\  .     7) 

Es  soll  nun  diese  Form^  die  einer  sehr  allgemeinen  Anwendung  fähig  ist,  für 
die  Hansen-Tietjen'sche  Wahl  der  polaren  Coordinaten  verwendet  werden.  Die 
Anwendung  der  urspünglichen  Hansen 'sehen  Form  wäre  zwar  in  diesem  Falle  zweck- 
mässiger, doch  wird  es  unter  der  Voraussetzung,  dass  einer  nach  der  vorliegenden 
Methode  geführten  vorläufigen  Störungsrechnung  seiner  Zeit  eine  strenge  Berechnung 
der  Störungen  etwa  nach  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  nachfolgen  soll, 
angemessener  und  bequemer  sein,  diese  Form  bereits  in  Rechnung  gezogen  zu  haben. 

Nimmt  man  nur  auf  die   ersten  Potenzen   der  Massen  Rücksicht,   so   lassen 

sich   die  bei  der  Entwickelung   der  Hansen- Tietjen'schen  Methode  gegebenen 

IKfferentialgleichungen  (pag.  148]  in  der  Form  schreiben: 

33* 
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dJM 


=  2{R-ic,)  +  2  ^^J:s[U)dt 


dt 
d^         *«s 

IT 


=  2fAV 


8) 


wobei  die  Bedeutung  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Grössen  leicht  aus  den 
dortigen  Entwickelungen  klar  gelegt  werden  kann.  In  diesen  Ausdrücken  wollen 
wir  einige  unwesentliche  Abänderungen  vornehmen,  um  die  Anwendung  des  Inte- 
grales 7)  zu  erleichtern;  dadurch  werden  die  Buchstaben  in  den  obigen  Formeln 
eine  etwas  geänderte  Hedeutimg  gegen  früher  erlangen.  Setzt  man  nämlich,  um 
nicht  nachträglich  die  Multiplication  mit  a^  ausführen  zu  müssen : 


a 


X  =  --=  mi  [wk]  10' 


Vp 


und 


W=K  Kt'  , 


"i^f 


-;.) 


welche  Grössen  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten  gerechnet  werden  müssen, 
und  bezeichnet  durch  ein  vorgesetztes  Summenzeichen  die  Summen  der  so  ermittelten 
störenden  Kräfte  für  die  verschiedenen  in  Hetracht  gezogenen  Planeten,  so  wird 
man  zunächst  in  den  Formeln  8)  zu  setzen  haben: 


(iU)=fs{ü)dt 

Jl)  =  2  iß)  +  '-^^  (U>j   , 


I 


und  die  erforderlichen  einfachen  Integrale  sind  dann: 


Z.= 


Z.  = 


N.= 


f2{Wj{coBE—e}dt 

f:S[W)  siuEcosfpdt 
Aä))  [cos E—e)  dt 
I  [[Mj,  sin E  cos  (p  dt  , 


10 


N^  = 


sobald  diese  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  ermittelt  sind,  ergeben  sieb  die 
Integrale  der  in  8[  auftretenden  Stöningsgrössen  durch  die  Ausdrücke: 


V  =  Ng  sinE  cosfp  —  ^V^.  (cos  J5 — e] 


11: 
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a-  10' Bin  i",/      r- 
z  =  Zg  siu  E  cos  f/)  —  Zf.  (cos  £ — e]  , 


11) 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  drei  letzten  Integrale  aus  den  einfach  summirten 
Werthen  nur  für  jene  bestimmten  Zeitepochen  berechnet  zu  werden  brauchen,  für 
welche  deren  Kenntniss,  etwa  zum  Z^vecke  des  Yergleichens  der  Rechnung  mit  den 
Beobachtungen,  erforderlich  ist. 

Wie  man  sieht,  ist  jede  indirecte  Bechnung  vermieden,  und  man  ist  in  der 
Lage,  die  Störungsrechnung  durchaus  ephemeridenartig  für  das  ganze  vorgelegte 
Zeitintervall  zu  erledigen,  und  so  alle  in  der  Bechnung  auftretenden  und  im  w^eiteren 
Verlaufe  derselben  nöthigen  Grössen  vor  ihrer  A'erwendung  durch  Kildung  der 
Differenzwerthe  streng  auf  ihre  Richtigkeit  prüfen  zu  können. 

Vergleicht  man  die  nöthigen  Bechnungsoperationen  bei  den  strengen  Methoden 
mit  den  hier  erforderlichen,  so  wird  man  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  nicht 
wahrnehmen,  doch  verursacht  die  zuletzt  erwähnte  Anlage  und  Durchführung  der 
Rechnung  eine  solche  Erleichterung  bei  der  thatsächlichen  Anwendung,  dass  über 
die  Vortheile  der  eben  entwickelten  Methode  kein  Zweifel  bestehen  kann. 

Trägt  man  nun  alle  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  zusammen,  so  wird 
man  zunächst  die  g^enseitige  Rahnlage  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
zu  berechnen  haben  nach: 


sin  .J  /8in|  [O  +  «)')  =  shij  -q'—  Q)  sin|  (t"  +  i ) 
sin^/cos|(<D  +  0'j  r=  cosj  (q' — ö)  »in{  (t" — t) 
cos  J  /sin  J  (Ö>  —  a>')  =  sin  J  (a'  —  Q)  cos^  (•'  -f  tj 
cos^/cos|(a>— a>')  =  cos J(q'  — Q)  cos|{»'  —  i)   . 


1) 


Ich  finde  so,  indem  ich  für  Erato  die  bei  den  vorhergehenden  Störungs- 
rechnungeu  (pag.  173)  benützten  Elemente  verwende  und  für  Jupiter  und  Saturn 
annehme : 


nach  Ij  : 


Q's^  =  99«  o'36"  Q'i>=ii2°3i'36" 

t'^=    i"i8'46"  »'^=      2«  12' 24"  , 

J^=      i°ii'3o"  /t>=    o«36'22" 

(Q'+a)')4  =  335"i7'5o"  (Q'+«>'jt>  =  56"25'26" 

(0)  — w)^  =  — 63^8'48"  (CD  — w)-^^=  I7"58'48"  • 

Ist  L'  die   aus   den  astronomischen  Ephemeriden   zu   entnehmende  Länge  in 
der  Hahn^  so  wird  für  jeden  störenden  Planeten  zu  setzen  sein : 


«'=/.'— (Q'+<D') 
tangfi  =  tangtt'  cos/ 
sin  Bi  =  sin  fi'  sin «/ 


I 


II) 
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Im  vorliegeuden  Falle  wurde  aber  von  der  Kleinheit  der  Neigung  Yortheil 
gezogen,  indem  unmittelbar  u  aus  u'  abgeleitet  wurde  (vergl.  pag.  160]  mittelst  der 
Formel : 


81D  1 


Sin  2  u 


welche  Rechnung  durch  eine  kleihe  Tafel,    die  mit  dem  Argumente  u'  den   C*or' 
rectionswerth  gab,  erleichtert  wurde. 

Die  ungestörten  wahren  Anomalien  und  Radienvectoren  für  Erato  wurden  der 
Rechnung  entlehnt,  welche  bei  der  f)nck ersehen  Methode  als  Beispiel  gedient  hat 
und  ebenso  die  Logarithmen  der  Grössen  (cos  E  —  e)  und  sin  E  cos  q) ;  dieselben 
stehen  auf  dem  mit  ®  bezeichneten  Bogen  (pag.  266  ff.) . 

Man  hat  nun  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten,  indem  dessen  Radius- 
vector  T]  aus  den  Ephemeriden  entlehnt  wird,  weiter  zu  berechnen: 


Q  cos^  cos  0  =  ri  cos  jS|  cos  [L\  —  v)  —  r 
Q  cos^  sin  0  =  r,  cos  JS|  sin  {L\  —  v) 
^  sin  ^  =  Vi  sin  B^ 


r 


^ 


% 


YP 

log  [wk]  lo'msj.  =  3.81733 

log(tt?*)  10^  m^  =  3.2934 

U=iiKrri' 


1 


4otägige8 
Intervall . 


r  ^3 


m) 


/ 


Daiin  bildet  man : 


IV, 


•    • 


Die  hierfür  nöthigen  Rechnungen  habe  ich  im  Umfange  der  früher  ausgeführten 
Beispiele  berechnet  und  für  Jupiter  durchaus  fünfstellig  durchgeführt,  um  später 
^l>ag.  264J  die  Fehler  der  Methode  mit  Sicherheit  nachweisen  zu  köimeu;  sonst 
würde  im  Allgemeinen  eine  vierstellige  Rechnung  genügen.  Die  Rechnung  selbst 
ist  auf  dem  mit  %.  und  '^  bezeichneten  Bogen  (pag.  268  ff.)  durchgeführt,  und 
zwar  steht  oben  die  Rechnung  für  Jupiter,  unten  jene  für  Saturn. 

Nun  schreitet  man  zur  Bildung  des  Integrales  von  ^[U\ ;  man  wird  für  die8o^ 
und  die  folgenden  Integrale  nach  der  mechanischen  Quadratur  die  oben  entwickelten 
Formeln  (pag.  35}  anzuwenden  haben,  und  zwar : 

Für  die  Bildung  der  Anfangsconstanten  hat  man  die  Formel: 
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Für  die  Bildung  des  Integrales  die  Formel: 


17 
5760 


f"'{a—{w)  —  ... 


VI 


Jf[x)  dx  =  /(a  +  H  -  ^/'  (a  +  f  tt?)  +  ^/"'  (a  +  tt^)  - 


In  dem  letzteren  Ausdrucke  sind  die  angesetzten  Funetionswerthe  arithmetische 
Mittel.     Ausserdem  bildet  man  die  Integrale  Z^  und  Z^\  man  hat  also: 


({U))=fs{U]dt 

:  f2[W){coBE—e)dt 

fs(W)ainEcoag)dt 
Zj  sin  E  cos  tp  —  Z^  (cos  E 


Z.= 


Z„  = 


-e) 


VI) 


Hat  man  diese  Integralwerthe  für  die  Epochen  der  Rechnung  mittelst   der 
Formeln  V)  hei^estellt,  so  hat  die  Bildung  der  folgenden  Grössen  keine  Schwierigkeit: 


m 

log  2  (wk) 


[Wi 


Ns  = 


K 


s  (R)  + '-^^  m 

0.13867   (40tägiges  Intervall) 

fi[R]){cosE—e}dt 
l({Rj)  sinE co9(pdt  . 


VII) 


Aus  diesen  letzteren  Grössen,    welche  ebenfalls   ohne  Schwierigkeit  nach  \) 
hergestellt  werden  können,  bildet  man  schliesslich: 


V 


=  NgSinE  cos  (p  —  N^  (cos  E  —  e] 
'JM^-^-^fvdt 

^**^  {  ~  7^  }  —  4n90309  (40tägige8  Intervall)  . 


l  viir 


Die  in  VII)  und  VIII)  auftretenden  constanten  Factoren  der  Integrale  wird  man 
bei  der  Rechnung  sogleich  unter  das  Integralzeichen  bringen  und  beachten,  dass 
die  in  den  Formelsystemen  VI),  VII)  und  VIII)  mit  *  bezeichneten  Integrale  aus 
den  summirten  Reihen  nur  an  jenen  Stellen  abzuleiten  sind,  wo  die  Kenntniss  der 
Htomngswerthe  aus  anderen  Gründen  nöthig  ist. 

Nach  diesen  Bemerkungen  wird  das  nachfolgende  Beispiel  wohl  leicht  ver- 
ständlich sein.  Ich  habe  das  Resultat  dieser  genäherten  Störuugsrechnung  mit  den 
früher  streng  ermittelten  Werthen  von    120  zu   120  Tagen  verglichen  und  erhalte 
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die  nachstehenden  Unterschiede  im  Sinne:  strenge  —  genäherte  Rechnung;  es 
sind  also  die  aus  der  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  entstehenden  Cor- 
rectionen  angesetzt,  wobei  die  Fehler  von  g  und  v  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle 
verstanden  werden: 

dz  dv  dJM  dJiü 


1875  Febr. 

24 

0 

0 

o"o 

o"o 

1874  Octbr. 

•27 

0 

0 

0.0 

0.0 

1874  Juni 

29 

0 

0 

0.0 

0.0 

1874  März 

I 

0 

+      2 

0.0 

0.0 

1873  Nov. 

I 

0 

+    13 

—  0.2 

+ 

O.I 

1873  Juli 

4 

—    I 

+    32 

—  0.8 

+ 

0.5 

1873  März 

6 

3 

+    66 

2.5 

+ 

1-4 

1872  Nov. 

6 

—  10 

+  137 

5.0 

4- 

2.7 

1872  Juli 

9 

19 

+  257 

7-1 

+ 

4-5 

1872  März 

11 

• 

—  3« 

+  390 

-6.5 

+ 

6.6 

187 1  Nov. 

12 

-38 

+  415 

2-7 

+ 

8.7 

1870  Juli 

15 

-36 

+  259 

+  2.1 

+ 

10.5 

Betrachtet  man  die  in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe, 
so  wird  man  den  hohen  Grad  der  Annäherung,  der  durch  das  eben  entwickelte 
Verfahren  erreicht  wurde,  sofort  erkennen.  In  dem  vorgelegten  Heispiele  sind  mit 
Absicht  sehr  ungünstige  Verhältnisse  gewählt  worden  (Jupitemähe) ;  in  der  Regel 
werden  sich  die  Annäherungen  noch  weit  günstiger  gestalten.  Ausserdem  ist  die 
Rechnung  weiter  fortgeführt  worden,  als  man  dies  in  ähnlichen  Fällen  thun  wird, 
was  bei  der  ausserordentlichen  Grösse  der  Störungen  (Encke's  strenge  Methode 
wird  am  Schlüsse  kaum  mehr  mit  Sicherheit  anwendbar)  bedeutende  Differenzen 
hervorbringen  muss;  man  wird  von  dieser  Methode  in  der  Regel  Gebrauch  machen, 
wenn  etwa  nicht  mehr  als  drei  oder  vier  Oppositionen  zur  Bahnbestimmung  vor- 
li^en;  legt  man  dann  die  Osculationsepoche  nahe  in  die  Mitte,  so  werden  selbst 
bei  noch  ungünstigeren  ^Verhältnissen ,  als  sie  im  vorliegenden  Beispiele  auftreten, 
die  obigen  Formeln  nahezu  strenge  Werthe  liefern.  Bestimmt  man  nun  mit  Hilfe 
dieser  genäherten  Störungs werthe  die  Elemente  nach  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
so  wird  man  vom  Zeitpunkte  der  gewählten  Osculationsepoche  an,  nach  einer  der 
oben  entwickelten  Methoden  die  strengen  Störungswerthe  neu  zu  bereclinen  haben. 
Die  Ermittelung  der  Störungen  von  der  Osculationsepoche  nach  rückwärts  wird  wohl 
in  der  Regel  unterbleiben  können,  da  meist  in  den  hier  in  Betracht  kommenden 
Fällen  eine  Rückrechnung  auf  entferntere  Epochen  nicht  nöthig  sein  wird  und  für 
den  naheliegenden  Zeitraum  die  vorhandenen  Näherungs werthe  selbst  strengen  An- 
forderungen ganügen  werden. 

Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam ,  dass  ich  im  LXII  Bande  (No- 
vember-Heft) der  Sitzungsberichte  der  kais.  Academie  der  Wissenschaften  su  Wien  eine 
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Methode  der  Störungsrechnimg  publicirt  habe,  die  ebenfalls  nur  die  ersten  Potenzen 
der  Massen  berücksichtigt  und  ganz  ausserordentliche  Yortheile  und  Abkürzungen 
liefert,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Störungwerthe  für  mehre  Revolutionen 
eines  periodischen  Kometen  zu  berechnen.  Da  aber  diese  Forderung  selten  eintreten 
Hird,  so  gehe  ich  hier  nicht  näher  auf  diese  Methode  ein  und  begnüge  mich  mit 
dem  eben  angeführten  Hinweis. 


Oppolser,  Bahnbestimmangon.  II. 
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®, 


Datum 


187s 


Febr.  34 


V 

r 


cos  J?  — tf 

sin  E  cos  (p 


log  2: ,  Jf ') 


Ji:  R) 

log  ;:ä;) 


igg*»  8'i6" 
0.56402 
0^06415 

9ii»X947 


Jan.  15 


1874 


Dec.  6  Oct.  37        I      Sept.  17       1        Aug.  8 


n 


l%f  2'   2 
0.56481 
0,^06872 

8#i79*99 


•     162.9 
2^21192 


—     180.0 
a#i*S5»7 


4^77666 

2.25608 

—     331.6 

-f     467.8 

2.13418 


4^31281 

2.25924 

—     113.1 

-h    627.0 

2.71088 


I77**56'23" 
0.56488 
O1J06912 
8.62511 


I72*>50'20" 

0.56423 

0*06535 

9.16448 


i67**42'5i" 
0.56285 

o»o573» 
9.39533 


^62«32'54" 
0.56076 
0^04482 
9.54226 


Jnni  «9 

1 57*^1 9'26" 

0.55795 

0^02753 
9.64852 


Mai  jo 

152°  l'll" 

O.S5442 

0„0049^ 
9.73023 


—     196.7 
2^29380 


—  211.8 
2n3a593 


—  223.9 
»«35005 


—  »31-5 
»«36455 


4.3*37» 

».»595» 

H-  "59 
-f-  812.9 

2.96792 


4.80867 

2.25692 

-h  356.2 

-|-  1026.3 

3.14067 


5.03454 
2.25140 

4-  606 . 9 

4-  1265.0 
3.27229 


5.18003 

2.24304 

-h  864.9 

+  1521.8 

3.37780 


—  232.4  '  —  215.1 


2^36624 


I 


»•.35»S' 


5.28286 
2.23180 

H-  1124.8 

4-  1782.6 
346351 


5-35^" 

2.11"^'^ 

H-  I37<<' 

4-  2015. < 


10' 


i|i799io 
1.12804 


log  y 


I «64444 
2,^86617 

H-         51 

-+-        122 

1.85126 


»«335»5 
I. 12962 


I. 3461 6 
1.12996 


1.83111 
I. 12846 


2.05698 
1.12570 


2 . 20247 
1.12152 


2.30530 
I. 11590 


1^02119 

»«55654 
-h  I» 

-f-  2» 

1.00000 


0^84510 

2.68305 

-H  8 

-|-  20 

I. 07918 


»«07737 
3.26203 

-h         139 

-H        »67 

2.10721 


»«64777 
3.56819 

+        507 

+       919 
2.61490 


2.3''94I 

I.I08K4 


3«035»3 

3.78491 
-|-       1202 

+       2124 
2.96473 


3«33047 

3.95»93 
+       2280 

-f-       3994 
3.23401 


3«S6-^: 

4.o88:<( 

-h       3-4: 

-h       6S<4 
3.4S343 


®2 


Datum 


1874 


April  10 


M&rzi 


Jan.  20 


1873 


Dec. 


II 


I 


V 

r 


to%E — e 
sin  Eoo%(f 


log  i'  ( W, 


I46"37'30'' 
0.55016 

9«9764» 
9.79514 


141**  6'43'' 
0.54520 

9«9409i 
9.84754 


135"»7'43" 
0.5395» 
9«8970o 

9.89000 


—     208.9 
»«31994 


■     X83.9 
»«»6458 


—     152.2 

2||l824I 


I29°39'ii" 

0.53315 

9«84»59 
9.92412 


Nov.  I 

i»3**39'43" 
0.52611 

9«77437 
9.95092 


Sept.  3a 


117**27'49'' 
0.51842 

9^68682 

9.97101 


Aag.  13 


,,,0  i^j^w 


I 


0.51013    < 

9*56963 
9.98470   ■ 


iO4''20'3-' 
0.5012«; 

9«3'^*" 
9-^9    ' 


—     117.0 
2^06819 


82.4 
i«9i593 


—       51.6 
1^71265 


—       26.6      — 


d 


1,142488  o^M0'.;>« 


JliE) 
log  CA) 


5.40871 

2 . 20064 

-+-  1614.6 

-j-  2222.7 

3.58402 


io7    «4      ^^" 


2.43115 

I. 10032 


5.4414» 

2 . 1 8080 

-h  1822.3 

+  »343.8 

3.61973 


5.45719 
2.15808 

-f-  1991.2 

+  »365.9 
3.63920 


5-45770 

2.13260 

-|-  2114.0 

4-  2280.6 
3.64292 


5.44467 
2.10444 

-h  2188.9 

4-  2096.5 

3.63199 


2.46386 
1.09040 


2.479^3 
1 . 07904 


2.48014 
1.06630 


2.46711 
1.05222 


5.41996 

2.07368 

-i-  2219.6 

-f  1839.2 

3 . 60840 


2 . 44240 
1.03684 


—  y^ 

+  »'1 
log  y 


3*76408 

4.19886 

-h   5502 

-h   9863 

3.63959 


3«9»825 
4.28912 

+   7399 
+  1 3698 

3-799»7 


4^0661 I 

4.36197 
4.   9186 

-h  17864 
3.9384» 


4^18167 

4.4195» 
+  10575 
-|-  22062 

4.06021 


4«»78oi 

4.46367 
+  11282 

-f  »5977 
4.16717 


4«35779 

4.496*3 
'\-     11082 

4-  »93»5 
4.26109 


5.38560 

2.04052 

-f-  »»13.5 

H-  1540.3  i  -f  "5 

3.57447    S-SjS«*» 


5.3•i3"^ 

2  e??»*» 

-I-  ilKr  " 


-k  * 


2.40804 
I .02026 


2.36^n 

I.O02;« 


4«4»346 

4.51893 

+   984» 

+  31888 

4.34333 


4.4-21 

4.V*»*' 

4-4»''-^ 
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®, 


i«73 

1872 

ÜAi  »5 

April  15 

Min  6 

I      Jan.  35 

Dec.  16              Nov.  6              Sept.  07              Aug.  x8               Juli  9 

9'''2a'  5" 
0.49198 
9,10454 
9.99190 

90«  4'52" 
0.48232 

i        7«! 3793 
1        9.98684 

82*»27'29" 

0.47244 
9.09506 

9.97319 

74"28'44" 
0.46251 

9.39451 
9.95090 

66«  7'44" 
0.45276 
9.56439 
9.91844 

57**24'io" 
0.44342 
9.67931 
9.87350 

48*»i8'27" 
0.43480 
9.76223 
9.81248 

38*»5i'54" 
0.42720 

9.82305 
9.72933 

29°  6'56" 
0.42094 
9.86680 
9.61261 

'                    1 

-r       4.5  1    4-        ".9 
0.65321   ^         1.07559 

-h       15.7 
1.19590 

-H      16.7 
1.22272 

4-      16.0 
1.20412 

4-      14.2 
1.15229 

-1-       11.8 
1.07188 

4-       8.9 
0.94939 

4-        6.1 
0.78533 

5.29656 
1.96792 

r  2131.3 

-^    933.4 
3.48639 

5.24616 
1.92928 

-h  2074.3 
-h     664.1 

3.43749 

5.19464 

1.88976 

4-  2017.8 

-H    429.8 

3-38874 

5.14402 

1.85004 

-h  1967.8 

H-    233.2 

3.34262 

5.09623 

I .81104 

4-  1928.4 

4-      73.7 

3.30148 

5.05313 

1.77368 

4-  1903.0 

—      51.2 

3.26759 

5.01627 

1.73920 

4-  1892.7 

—     143.9 

3.24274 

4.98685 

1.70880 

4-  1896.9 

—     207 . 6 

3.22771 

4.96561 

1.68376 

-h  19136 

244  7 
3.22243 

2.31900 
D.98396 

2 . 26860 
0.96464   . 

2.21708 
0.94488 

2.16646 
0.92502 

2.11867 
0.90552 

2.07557 
0.88684 

2.03871 
0.86960 

2.00929 
0.85440 

1.98805 
0.84188 

4h52»o3 

4.54117 

-  4222 

-  34103 
4.47685 

4*55664 

4.54354 
H-           49 
+     339«4 

4.52975 

4«f8553 
4.54160 

—       4793 

+     32718 

4.57416 

4^60892 

4.53619 
—    10079 

-h     30696 

4.61039 

4*62785 

4.52798 

—    15568 

4-    27952 

4.63869 

4*64312 

4.51739 

—     21010 

4-    24597 
4.65903 

4*65537 
4.50468 

—     26158 

4-    20757 
4.67131 

4*66505 

4.48991 
—     30768 

4-    16567 
4.67518 

4*67245 

4.47305 

— ■    34614 
4-     12180 

4.67019 

@4 

18^ 
'       April  30 

8''56'48" 

0.41354 
9.91274 
9.10984 

fi 

1871 

M*i  30 

M&rxzz 

358«4i'33" 
0.41277 
9.9171« 

8*27553 

Jtto.31 

348^27'  3" 
0.41406 
9.90970 
9^22006 

Dec.  az 

338"i8'58" 
0.41732 
9.88997 
9*48944 

1        Nov.  la 

Oct,  3 

Aug.  34 

Juli  15 

i'V  7'  3" 
0.41631 
9.89620 

9.43605 

328«22'29" 
0.42239 
9.85710 

9*64655 

1 

3i8«4i'55" 
0.42902 
9.80933 
9*75310 

309**2o'29" 
0.43691 

9.74348 
9*82983 

300»20'20" 

0.44574 
9.65365 
9*88630 

3  3 
0.^851 

-h          0   5 
9.69897 

—         2.0 
0*30103 

—       4.5 
0*65321 

—         6.8 
0^83251 

—            9.0 
0^95424 

—        11.0 
1 «041 39 

—          12.8 

1*10721 

—     14.5 
1*16137 

4.95263 

1.66524 

r  1938.2 

-     i;8.5 

5.12523 

4.94746 
1.65416 

-h   1964.7 
—     252.2 

3  23363 

4  9-^923 
1.65108 

4-  1986.8 

—    229.6 

3 . 24482 

4.95679 

1.65624 

4-  1997.8 

—    194.9 

3.25598 

4.96886 
1 . 66928 

4-  1993.3 
—    151.8 

3.26517 

4.98423 
1.68956 

4-  1970.9 

—     104.2 

3.27107 

5.00186 

1.71608 

4-  1931.0 

—      55.3 
3.27316 

5.02082 

1 . 74764 

4-  1875  8 

—         7.7 

3.27141 

5.04044 

1.78296 
4-  1809.2 

4-      37.4 
3  26637 

1.97507 
c. 83262 

1 . 96990 
0.82708 

1.97167 
0.82554 

1.97923 
0.82812 

1.99130 
0.83464 

2 . 00667 
0.84478 

2.02430 
0.85804 

2.04326 
0.87382 

2.06288 
0.89148 

4,6-770 

4.4s39« 

-  3-488 

-  "63 

4  6>563 

4^68080 

4.43265 

—     39223 

4-      3487 

463053 

4*68165 
4.40911 

—  39704 

—  484 
4.59351 

4«68oi5 
4.38362 

—  38891 

—  4015 

4- 54253 

4*67620 

4.35675 

—  36827 

—  7018 

4.47435 

4*66976 

4.32934 

—  33640 

—  9460 

4.38346 

4^66086 

4.30249 

—  29525 

—  11366 
4.25910 

4*64967 

4.27743 

—  24726 

—  12801 
4.07646 

4*63640 

4.25544 

—  »9501 

—  13859 
3.75143 

34 
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( 

21-  u.  1?)» 

1875            1 

1874 

Datum 

Oct.  27 

JaiU39 

Febr.  34 

Jan   15 

Dec.  6 

Sept.  17       1 

Aug.  8 

Mii  30 

II' 

227°a9'so" 

224°28'33" 

22l"27'22" 

2 18^26' 15" 

'215^25'   7" 

212*»23'58" 

209*»2a'4l" 

206"2l'l6" 

Ju 

—          22 

—          22 

—             22 

—             21 

21 

—        20 

—       19  1 

—        r 

sinu' 

9^86761 

9n84548 

9.82089 

9*79355 

9*76309 

9.72901 

9*69070 

%^V]o 

sia^i 

8^18561 

8.16348 

8.13889 

8*11155 

8.08109 

8.04701 

8.00870 

7«96qc 

n 

0.73657 

0.73673 

0.73683 

0.73686 

0.73683 

0.73675 

0.73660 

o.rM'i 

cos  Bi 

9-99995 

9  99995 

9.99996 

9.99996 

9.99997 

9-99997 

9.99998 

9.99^9» 

L\ 

i64«2o'4o" 

i6i°i9'23" 

I58*»i8'i2" 

155^17'  6" 

I52*i5'58" 

i49°i4'5o" 

146«! 3' 34" 

l4fl2'M'' 

L\—v 

336''i2'24" 

338**i7'2i" 

340*>2i'49" 

342*26'46" 

344^33'  7" 

346^1 '56" 

348«54'  8" 

SSi**!©'^:" 

co8(i'j— r) 

9.96142 

9.96804 

9.97398 

9.97929 

9.98402 

9.98819 

9.99180 

9  994«) 

r\  cos  B\ 

0.7365» 

0.73668 

0.73679 

0.73682 

0.73680 

0.73672 

0.73658 

o.-3br 

sin  [L\ — v] 

9.60578 

9.56811 

9»5264i 

9*47944 

9*42547 

9*36186 

9**8439  ' 

9«i85»^- 

r 

0.69794 

0.70472 

0.71077 

0.71611 

0.72082 

0.72491 

0.72838  ' 

0.7J1:: 

r 

0.56402 

0.56481 

0.56488 

0.56423 

0.56285 

0.56076 

0.55795 

0  554^2 

Subtr. 

9.55774 

9.57990 

9.60123 

9.62187 

9.64217 

9.66211 

9.68176 

9.-01CJ 

r-r 

0.12176 

0.14471 

0. 16611 

0.18610 

0.20502  1 

0.22287 

0.23971 

O.I5>4*' 

9»93289 

9«9«509 

9^89265 

9.86404 

9.86981 

9.90286 

9.93241 

9.9s-ht 

»?' 

o«34*30 

o„ 30479 

0.26320 

0.21626 

0.16227 

0.09858 

0*02097 

9«92i9- 

q  C09  i> 

0.40941 

0.38970 

0.37055 

0.35222 

0.33521 

0.32001 

0.30730 

0.29-% 

9.99977 

9-99977 

9.99978 

9.99979 

9.99980 

9.99982 

9.99984 

9,99<^Kr> 

c 

8.92218 

8«9002i 

8*87572 

8.84841 

8*81792 

8*78376 

8*74530 

8,?oi*>9; 

(?— 

9-59036 

9.61007 

9.62923 

9.64757 

9.66459 

9.67981 

9.69254 

9.-C::" 

e-3 

8.77108 

8.83021 

8.88769 

8.94271 

8.99377 

9  03943 

9.07762 

9.10621 

rt-3 

7.790*9 

7.78981 

7.78951 

7.78942 

7.78951 

7.78975 

7.79020 

7.79=M 

Subtr. 

9.95205 

9.95851 

9.96390 

9.96836 

9.97198 

9.97484 

9.97700 

9.9"^- 

A' 

8.7*313 

8.78872 

8.85159 

8.91107 

8.96575 

9.01427 

9.05462 

9.C<*4'J< 

r  :r 

0.13392 

0.1399« 

0.14589 

0.15188 

0.15797 

0.16415 

0.17043 

0    l-h't 

xA' 

3.29031 

3- 35590 

3.41877 

3.47825 

353293 

3-58145 

3.62180 

j.b^i«») 

»7'r 

0.90632 

0.86960 

0.82808 

0*78049 

0.72512 

o„65934 

0*57892 

•        0.4-»);- 

xA'l'rr 

3 •4*4* 3 

3.49581 

3 . 56466 

3.63013 

3 . 69090 

3.74560 

3.79223 

1         iMi^ 

X  :  ^ 

3.33826 

3-39739 

3.45487 

1       3.50989 

3.56095 

3.60661 

3.64480 

3-^M5«^ 

Subtr. 

9.34026 

9  40544 

9.45883 

9.50377 

9-54258 

9.57654 

.    9 . 60660 

9.6351« 

R 

+     477.0 

+     635.1 

-f     819  8 

-h  1031.9 

-h  1269.2 

-h  1524.6 

-H  1784.0 

-h    ICi^,* 

U 

—     15726 

—     16807 

—     17654 

—     18144 

18115 

17410 

—    15875 

—    i545>i 

W 

—     163.1 

—     180.3 

—     197.0 

1  —    212.2 

—     **4.3 

—     231.9 

—    »32.9 

—  »>• 

«' 

26o*»5o'8 

259"36'2 

258**2i'7 

257**  7'3 

255"53'o 

254"38'9 

253'*24'9 

252^113 

Ju 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

—         0.1 

—        0.1 

—      J.II 

MD  fi' 

9«9944 

9n99»8 

9«99io 

9*9889 

9*9867 

9*9843 

9*9815 

9,g-*^» 

sin  By 

8.0188 

8.0172 

8*0154 

8*0133 

8.0111 

8.0087 

8.0059 

%^o:P 

U 

0.9950 

0.9954 

0.9957 

0.9961 

0 . 9964 

0.9968 

0.9971 

0.9.-* 

1           o.c:?J 

co^B\ 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

X'i 

278*49 '6 

277''35'o 

276*»2o'5 

275"  6'i 

273°5i'8 

272°37'6 

27i"23'6 

2T0'  <*'1 

L\—v 

9o"4i'3 

94^3  3'o 

98°24'i 

102°15'8 

106*»  9'o 

110"  4'7 

114"  4'» 

118    M 

9«b'5< 

cos  (Z'|— r) 

8»o797 

8.8994 

9iit647 

9*3*72 

9*4443 

9*5357 

9*6105 

ri  cos  ^1 

0.9950 

0.9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.9971 

0.<iU'^ 

BIO  [L'\  —  v) 

0.0000 

9.9986 

9.9953 

9.9900 

9.9825 

9.9728 

9.9605 

q.^i^ 

1' 

9»0747 

9*8948 

0.1604 

0*3233 

On4407 

0*5325 

0.6076 

c.'J-M 

r 

0.5640 

0. 5648 

0.5649 

0.5642 

0.5628 

0.5608 

0.5579 

0  ><-M 

Subtr. 

0.0139 

0.0841 

0.1443 

0.1971 

0.2443 

0.2871 

0.2769 

0  i^V 

r-r 

o„5779 

0.6489 

0^7092 

0*761 3 

0.8071 

0*8479 

0.8845 

1          c,gf1 

9.9703 

9.9597 

•     9.9476 

9.9340 

9.9188 

9.9019 

9.8830 

Q.^Ml 

»?' 

0.9950 

0.9940 

0.9910 

0.9861 

0.9789 

0 . 9696 

0.9576 

o.mi^ 

(1  cos  & 

1.0247 

1-0343 

1.0434 

1.0521 

1.0601 

1.0677 

1 . 0746 

i.cM 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

o.c:-1 

r 

91.0138 

9.0126 

9.01 1 1 

9*0094 

9*0075 

9*0055 

9.0030 

<»*-d 

^-1 

8  9753 

8.9657 

8 . 9566 

8.9479 

8.9399 

8.9323 

8.9254 

f   ..  H 

(1-3 

6.9259 

6.8971 

6.8698 

6.8437 

6.8197 

6.7969 

6.7762 

r,-3 

7.0150 

7.0139 

7.0128 

7.0118 

7.0107 

7.0097 

7.0088 

•  r'i 

Subtr. 

9.3574 

9.4894 

9.5910 

9.6745 

9.7422 

9.8009 

9.8503 

Q.Ü.H 

A' 

6.2833 

6.3865 

6.4608 

6.5182 

6,5619 

6*5978 

6.6265 

1             b^^^' 

1'  :  r 

8.5107 

9« 3 300 

9*5955 

9*7591 

9*8779 

9*9717 

0.0497 

c,n*5 

X  A 

©«3*65 

o«4297 

0.5040 

0*5614 

0*6051 

0.6410 

0.6697 

C,r  .1 

fi'r 

1.5590 

1.5588 

«.5559 

1.5503 

1.5417 

1.5304 

1.5155 

'-J 

xK^ir 

8.8372 

9-7597 

0.0995 

0.3205 

0.4830 

0.6127 

o.7«94 

C  M   i| 

X  :  ^ 

0.9691 

0.9403 

0.9130 

0.8869 

0.8629 

0.8401 

0.8194 

c    *^-\ 

Subtr. 

9.9968 

9-9704 

99276 

9.8625 

0.1456 

9.8377 

9.413a  ' 

8  r  ^ 

Ä 

—       9-a 

—       8.1 

-       6.9 

-       5-6 

4.2 

—       2.8 

—       «4  1 

+     - " 

r 

—          77 

—         97 

—       "5 

-        129 

140 

—       148 

—       153 

;r 

-h      0.2 

+       0.3 

4-       0.3 

-h       0.4 

-f       0.4 

-f       0.4 

+       0.5  1 

+  '« 
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1 

1                   1874 

1873 

• 

]       April  10 

M&rsi 

Jan.  30 

Dec.  XI 

Not.  1 

Sept.  aa 

Aug.  13 

Jall  4         1 

Mai  25 

lofi^'lf 

200*>i7'46" 

I97'*i5'36" 

194^13'  5" 

i9i*»io'  9" 

188"  6'45" 

185"   2'52" 

l8l«58'26" 

178°53'24" 

16 

—         H 

—         12 

—         10 

9 

—           6 

—           4 

2 

4-         1 

9,59768 

9« 540 17 

9.47233 

9.39025 

9.28714 

9.14958 

8.94442 

8.53711 

8.28717 

%9iS68 

7n858l7 

7«79033 

7.70825 

7.60514 

7.46758 

7.26242 

6.85511 

6  60517 

0.73611 

0.7357« 

0.73539 

0.73493  1 

0.73443 

0.73386 

0.73325   ' 

0.73257  , 

0.73185 

9  99999 

9  99999 

9.99999 

9.99999  ' 

0.00000 

0.00000 

0.00000  1 

0.00000  ■ 

0  00000 

i40*'io'35" 

137«  8'44" 

134''  6' 36" 

131°  4'  7"  . 

128«    l'l2" 

I24*57'5i"  . 

121*54'  0" 

11 8*49' 36"  1 

115"44'37" 

353^33'  S" 

356*»  2'   i" 

358»38'53" 

i«24'56" 

4^21 '29" 

7030'  2"  ' 

io»52'  1" 

I4*>28'59" 

l8"22'32" 

9.99724 

9.99896 

9.99988 

9.99987 

9.99874 

9.99627 

9.99214 

9.98597 

9.97727 

0.73610 

0.73577 

0.73538 

0.73492 

0.73443 

0.73386 

0.73325 

0.73257  1 

0.73185 

9<,05042, 

M3993   ' 

««37279 

8.39276 

8.88075 

9.11573 

9.27538  , 

9.39810 

9.49864 

0:3334 

0.73473 

0.73526 

0.73479 

0    73317 

0-73013 

0.72539 

0.71854 

0. 70912 

0.(5016 

0.54520 

0.53952 

0.53315 

0.52611 

0.51842 

0.51013  ' 

0.50129 

1.49198 

q. 71990 

9.73810 

9.75544 

9.77151 

978595 

9.79810 

9.80725  , 

9.81232 

9.81204 

0.27006 

0.28330 

0 . 29496 

0 . 30466 

0. 31206 

0.31652 

0.31738 

0.31361 

0 . 30402 

9.9''775 

9.99181 

9.99908 

9.99904 

9.99140 

9.97608 

9.95306 

9.92223 

9.88316 

9^8652 

9»57570 

9„io8i7 

9.12768 

9.61518 

9.84959 

0.00863 

0. 13067 

0.23049 

0  29231 

0.29149 

0.29588 

0.30562 

0.32066 

0.34044 

0.36432 

0.39138 

0.42086 

«i. 99989 

9.99991 

9.99994 

9  99996 

9.99998 

9.99999 

0 . 00000 

0.00000 

0.00000 

^65179 

««59395 

«.52572 

8/,443i8 

8.33957 

8.20144 

7.99567 

7.58768 

7.33702 

9.-0758 

9 . 70842 

9  70406 

9.69434 

9.67932 

9.65955 

9.63568 

9.60862 

9.57914 

9.12274 

9.12526 

9.11218 

9.08302 

9.03796 

8.97865 

8 . 90704 

8.82586 

8.73742 

•»■•9167 

7.79266 

7.79383 

7.79521 

7.79671 

7.79842 

7.80025 

7.80229 

7 . 80445 

9.97925 

9  97932 

9.97862 

9.97702 

9-97434 

9  97033 

9.96464 

9-95678 

9.9461 I 

<i.ioi99 

9.10458 

9.09080 

9 . 06004 

9.01230 

8.94898 

8.87168 

8.78264 

8.68353 

0.18318  ! 

0.18953 

0.19574 

0.20164 

0 . 20706 

0.21171 

0.21526 

0.21725 

0.21714 

5  66917  1 

3.67176 

3.65798 

3.62722 

3-57948 

3.51616 

3.43886 

3  - 349«2 

3.25071 

0,33668  , 

0,^12090 

9.64769 

9  66083 

0. 14129 

0.36801 

0  51876 

0  63196 

0.72247 

3  «523$ 

3.86129 

3-85372 

3.82886 

3.78654 

3.72787 

3.65412 

3.56707 

3.46785 

3  68991 

3.69244 

3.67936 

3.65020 

3.60514 

3.54583 

3.47422 

3.39304 

3 . 30460 

9.65663 

9.67688 

9.69375 

9.70663 

9.71471 

9.71658 

9.71030 

9.69276 

9.65925 

-  2221.0 

-h  1340.6 

-h  2361. I 

-h  2274.2 

-1-  2088.6 

-1-  1829.8 

-h  1529.4 

-H  121«. 4 

1   H-    920.1 

—    101 36 

—       6204 

—       2021 

H-      1941 

-h       5257 

-h       7659 

-h       9070 

+      9589 

-h      9401 

-*    »09-4 

—     184.4 

—     152.7 

—     117.6 

—       83.0 

—       52.2 

—       27.2 

-        8.7 

1    +         3-9 

2?0»57'2    ' 

249"43'5 

1        248"29'9 

247°i6'4 

246"  3'o 

244^49' 7 

243°3'65 

242*2  3'4 

24i"io'3 

-          O.I 

—         0. 1 

1    ""         °-* 

—         0.1 

—         0.1 

—         0.1 

—         0.1 

O.I 

—            O.I 

9,9756 

9n97»2 

9.9687 

9.9649 

9.9609 

9.9567 

9.9522 

9.9475 

9.9425 

8„oooo 

7.9966 

7.993 1 

7.9893 

7.9853 

7.9811 

7.9766 

7.9719 

7.9669 

0  9977 

0.9980 

0.9983 

0.9986 

0  9988 

0.9991 

0.9993 

0 . 9996 

0.9998 

0  0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

2M»55'9 

a67*'42'2 

266'>28'6 

265«i5'i 

264*»  l'7 

262*'48'4 

26i«35'2 

26o«22'l 

1       259*  9'o 

I22*l8'4 

ia6«35'5 

131^  o'9 

135°35'9 

140^22 '0 

i45°2o'6 

150*^3  3 '2 

156«  1'5 

1        i6iV'9 

9.7279 

9«7753 

9.« 1 70 

9.8540 

9.8866 

9.9152 

9.9399 

9.9608 

1          9.9777 

0.9977 

0.9980 

0.9983 

0.9986 

0.9988 

0.9991 

0.9993 

0.9996 

0.9998 

_      9  9269 

9.9047 

'          9.8777 

9.8449 

9.8047 

9.7549 

9.6916 

9.6089 

9-4951 

0,-256 

o»7733 

0.8153 

0.8526 

0.8854 

0.9143 

0.9392 

0.9604 

0.9775 

0.5502 

0.5452 

0.5395 

0.5331 

0.5261 

0.5184 

0.5101 

0.5013 

0.4920 

3.2221     1 

0.2018 

0.1847 

0.1700 

0.1575 

0.1467 

0.1375 

0.1295 

0.1229 

0,9477 

o«975i 

i„oooo 

1.0226 

1.0429 

1.0610 

1.0767 

1.0899 

1.1004 

9^8607 

9««827 

9.9027 

9.9211 

9.9377 

9.9527 

9.9660 

9.9776 

9.9870 

0.9246  , 

0.9027 

0.8760 

0.8435 

0.8035 

0.7540 

0.6909 

0.6085 

0.4949 

1.0870 

1.0924 

1.0973 

1.1015 

1.1052 

1.1083 

1. 1107 

1.1123 

1.1134 

G.OOOO 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

^      »«9977 

«•9946 

8.99 «4 

8.9879 

8.9841 

8.9802 

8.9759 

8.9715 

8.9667 

8.9IJO 

8.9076 

8.9027 

8.8985 

8.8948 

8.8917 

8.8893 

8.8877 

8.8866 

6  -390 

6.7228 

6.7081 

6.6955 

6.6844 

6.6751 

6.6679 

6.6631 

6.6598 

-.0069 

7.0060 

7.0051 

7.0043 

7.0035 

7.0027 

7.0020 

7-0013 

7.0006 

9  9310 

9.9636 

9.9919 

0.0155 

0.0354 

0.0516 

0.0638 

0.0714 

0.0762 

_     6„6''oo 

6^6864 

6^7000 

6.7110 

6.7198 

6« 7267 

6.7317 

6.7345 

6.7360 

c,i-54 

0„228l 

0.2758 

0.3195 

0.3593 

0.3959 

0.4291 

!          0.4591 

'          0.4855 

0,M32 

0.7296 

0.7432 

0.7542 

0.7630 

0.7699 

0.7749 

'          0.7777 

0.7792 

1.4-48 

1.4479 

"  4«55 

1.3766 

1.3296 

1.2724 

t.20IO 

I .1098 

0.9869 

3.9886 

0.9577 

1 .0190 

1.0737 

I .1223 

1.1658 

1 . 2040 

1.2368 

I . 2647 

0.'»822 

0.7660 

0.7513 

0.7387 

0.7276 

0.7183 

O.7UI 

0.7063 

0.7030 

9.4434 

9.7442 

9.9306 

0.0655 

0.1707 

9.8083 

9.8316 

9.8483 

9.8607 

1.7 

-H        3.» 

H-       4.8 

+         6.4 

+         7.9 

-h         9.4 

+          10.9 

4-       12.2 

'    +       13.3 

«54 

—        150 

—        144 

—         135 

—          124 

—         110 

—           95 

—            77 

1    -           5« 

^       0-5  . 

-h       0.5 

H-       0.5 

-f         0.6 

-f         0.6 

,  -h         0.6 

-H         0.6 

-f         0.6 

1    -h        0.6 
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Datum 

1873 

1872 

April  15 

Min  6 

Jan.  95 

Dec.  16 

Not.  6 

Sept.  97 

Ang.  18 

Jali  9 

u' 

I75"47'43" 

172«4l'22" 

i69°34'i7" 

i66"26'26" 

163*^1 7'45" 

160°  8'i3" 

I56<»57'49" 

I53«46'»8'' 

Jh 

-h           3 

H-         6 

+           8 

-h         10 

+          12 

+         14 

4-        15 

4-        »7 

»in  u' 

8.86522 

9.10465 

9.25770 

9 . 37006 

9.45853 

9-53119 

9-59253 

9.64533 

m\  Ii\ 

7.18322 

7.42265 

.        7.57570 

7.68806 

7.77653 

7.84919 

7.91053 

7.9633J 

n 

o.73"07 

0.73025 

0.72938 

0.72846 

0.72751 

0.72651 

0.72547 

0.71441 

CÜ8  B\ 

0.00000 

0.00000 

,       0 . ocooo 

9.99999 

9.99999 

9. 99999' 

9.99999 

9.99998 

L\ 

ii2"38'58" 

'  109^32*40" 

1  io6«25'37" 

I03"i7'48" 

100°  9'  9" 

96"59'39" 

93"49'i6" 

90*37'57" 

L\      V 

22«34'  6" 

27«5'ii" 

.     3i"56'53" 

37^10'  4" 

42V59" 

48''4i'i2" 

54«57'22" 

61^31'  i" 

cos  [L\  —  o) 

9.96540 

,       9.94955 

\       9.92867 

9.90139 

9.86589 

9.81966 

9.75906 

9.6-841 

1*1  cosJBi 

0.73x07 

0.73025 

0.72938 

0.72845 

0.72750 

i       0.72650 

0.72546 

0.72439 

sin  [L\  —  c) 

9.58409 

9.65833 

9.72358 

9.78114 

9.83174 

'       9-87570 

9.91313 

9-943'^' 

1' 

0.69647 

0.67980 

0.65805 

0.62984 

0.59339 

0  54616 

0.48452 

0.402)$: 

r 

0.48232 

0.47244 

0.46251 

0.45276 

0.44342 

0.43480 

0.42720 

o.4:o(a 

fcfubtract. 

9 . 80440 

9.78674 

9.75488 

9.70193 

9.61536 

9.46581 

9.14950 

8.6294b 

l'-r 

0.28672 

0.25918 

0.21739 

0.15469 

0.05878 

9.90061 

9.5767p 

9,031:* 

9.86324 

9.90468 

9.93678 

9.96130 

9.97935 

9.99158 

9.99837 

9.999^' 

n' 

0.31516 

0.38858 

0.45296 

0.50959 

0.55924 

0.60220 

0.63859 

oM^^ 

Q  COS  ^ 

0.4519a 

0.48390 

0.51618 

0.54829 

0.57989 

0.61062 

0.64022 

o.66«4^ 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9  •  99**'^'' 

r 

7.91429 

8.15290 

8.30508 

8.41652 

8.50404 

8.57570 

8.63600 

8.68—4 

(-«  ' 

9.54808 

9.51610 

9.48381 

9.45170 

9.42009 

9.38936 

9- 35976 

9.33i>:  1 

e-3 

8.64424 

8.54830 

8.45143 

8.35510 

8.26027 

8.16808 

8.07928 

7.994^= 

n-3 

7.80679 

7.80925 

7.81186 

7.81462 

7.81747 

7,82047 

7. «2359 

7.82b" 

Subtr 

9.93177 

9.91256 

9.88688 

9.85243 

9.80567 

0.08864 

9.90403 

9-6n^ 

K 

8.57601 

8.46086 

8.33831 

8.20753 

8.06594 

7. 9091 I 

7.72762 

7.^ocifc 

f:r 

0.21415 

0.20736 

0.19554 

0. 17708 

0.14997 

0.11136 

0.05732 

9.9Ki'i' 

xA^ 

3.14319 

3.02804 

2.90549 

2.77471 

2.63312 

2.47629 

2 . 29480 

2.06-J4 

'?'r 

0.79748 

0.86102 

0.91547 

0.96235 

I .00266 

1.03700 

1.06579 

I  o«95c 

xiCf  :r 

3.35734 

3.23540 

3.10103 

2.95179 

2,78309 

2.58765 

2.35212  . 

2.0492^ 

X  :  (»* 

3.21142 

3.11548 

3.01861 

2.92228 

2.82745 

2.73526 

2 . 64646 

l.SblfjH 

Subtr. 

9.60133 

9.50245 

9.32011 

8.84703 

9.03158 

9.60722 

9.98652  : 

9.843NN 

Ä 

-¥    649.8 

-f    414.9 

-h     218.1 

4-      58.8 

—       65.3 

—     156.6 

—  218. 1 , 

—    251.; 

U 

4-      8723 

4-      7746 

-f-       6622 

4-       545« 

4-      4323 

4-     3261 

4-    2*94 

4-      »454 

W 

-h      II. 4  , 

H-      15.2 

-f-       16.2 

4-      15.5 

4-      13.7 

4-      II. 3 

4-     8.5  , 

4-        5-: 

h' 

*39"57'4 

»38**44'5 

237"3i'7 

2  36*i8'9 

235*^  6'3 

233"53'6 

232"4l'l    1 

23r28'^ 

Ju 

—         o.i   1 

—         0.1 

—            O-I 

—         0.1 

—         0.1 

—        0.1 

0.1 

0.1 

sin  H 

9ii9373 

91.9319 

91,9261 

9n9202 

9*9139 

9*9074 

9*9005 

9,8^5-1 

sin  i^t 

7^9617 

7^9563 

7«9505 

7«9446 

7*9383 

7*9318 

7*9249 

7^91 •' 

n 

I.OOOO 

1.0002 

1 

I .0004 

1 . 0006 

1 .0008 

I.OOIO 

l.OOII 

1 .  oc 1 5 

cos  B\ 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

o.ocr 

L\ 

2S7*56'i 

256«43'2 

255"3o'4 

254^1 7'6 

253^  5'o  ; 

25i*'52'3 

25o«j9'8 

24<>"i'  > 

L'x—v 

i67"5i'2 

174^1 5'7 

181«*  1*7 

I88"  9'9  ' 

i95%o'8 

203^3  3 '9 

aii°47'9 

220*'2C'4 

cos  (Z'i— r; 

9^9901    1 

9«9978 

9»9999 

9ii9956 

9*9836  1 

9*9622  1 

9*9294 

V^KXil 

T]  cos  2/| 

1.0000 

1.0002 

1.0004 

1 .0006 

I .0008 

I.OOIO    , 

I.OOll 

I.O-IJ 

Hin  i'X'i  — r 

9.3231 

9.0000 

8„2  540 

9*1524 

9*4318 

9„6oi8  ' 

9*7218  1 

9,Hii: 

1' 

o«99oi 

0^9980 

i»ooo3 

0^9962 

0^9844 

0^9632 

0*9305  1 

o,>i>;4 

r 

0.4823 

0.4724 

0.4625 

0.4528 

0.4434 

0  4348 

0.4272  1 

o.+sr'i 

Subtr. 

0.1175 

0.1133 

0. 1105 

0.1093 

0.1098 

0.1127 

0.1185  1 

0.12*^ 

l'-r 

i«io76 

i»iii3 

1^1108 

i«io55 

1*0942 

1*0759 

1*0490 

Ucu: 

9«9942 

9*9987 

o^oooo 

9*9973 

9*9899 
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4-     59 

—  1 .1 

4-  13.3 

—  1.8 

2115.0 

—  0.6 

4-  1.6 

4- 

985.3 

18-3  Jan. 

»5 

—  0.3 

4-    4.1 

1.7 

4-  »49 

+  0.4 

— '2.1 

2110.9 

—  1.5 

—  0.1 

4- 

1000.2 

März 

6 

+  o.i 

4-    2.0 

—  3.2 

4-  «4.8 

■ 

H-  1.3 

2.0 

2108.9 

—  0.6 

—  3-3 

4- 

1015.0 

Aprü 

»5 

+  1.4 

0.0 

—  3.8 

4-  11.5 

^ 

+  1.8 

—  0.6 

2108.9 

1.5 

—  7.1 

4- 

1026.5 

Mai 

»5 

+  3-* 

0.6 

—  5.3 

4-    4.4 

-f  2.1 

-1-  2.6 

— 

2109.5 

0.0 

—12.4 

4- 

1030.9 

Juli 

4 

+  SJ 

4-    a.o 

—  5.3 

—    8.0 

-f-  2.0 

4-  7.9 

— 

2107.5 

4-  0.4 

—17.7 

4- 

1022.9 

Aug. 

«3 

-H     7.3 

4-    9.9 

—  4.9 

—  25.7 

-H  1.4 

4-15.2 

_._. 

2097.6 

4-  1.8 

—22.6 

4- 

997.2 

Sept. 

22 

+     8.7 

4-  25.1 

—  2.7 

—  48.3 

—  0.2 

4-23.9 

— 

2072.5 

-f  3.4 

—25.3 

4- 

948.9 
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1 

+     8.5 

4-  49 -o 

4-  0.7 

—  73.6 

—  2,2 

4-32.4 

2023.5 

4-  4.0 

— 24.6 

4- 

875.3 

Dec. 

11 

• 

4-  6.3 

4-  81.4 

4-  4.7 

—  98.2 

-4.6 

4-38.7 

1942. I 

4-  3.8 

—19.9 

4- 

777.1 

«'<-4  Jan. 

20 

. 

-H  1.7 

4-120. 1 

4-  8.5 

— 118.1 

4-7 

4-40.4 

1822.0 

4-  2.1 

—11.4 

4- 

659.0 

März 

I 

—  3.0 

4-160. 5 

4-10.6 

—129.5 

—  4.5 

4-37.4 

— 

1661.5 

0.5 

—  0.8 

4- 

529.5 

April 

10 

—  7.5 

1 

-f-197.9 

4-10.1 

—«30.3 

-  3.6 

4-29.9 

1463.6 

1.9 

-h  9.3 

4- 

399.2 

Mai 

zo 

— 10. 1 

1 

4-227.8 

4-  8.2 

— 121.0 

—  0.6 

4-19.8 

1235.8 

—  2.9 

4-17.5 

4- 

278.2 

Juni 

»9 

— 10.7 

1 

4-247.6 

4-  5.3 

—103.5 

-h  0.4 

+  9-1 

988.2 

—  3.0 

4-22.8 

4- 

174- 7 

Aug. 

8 

-—10.3 

4-256.7 

4-  2.3 

—  80.7 

-h  2.2 

—    1.2 

73>-5 

—  2.7 

4-25.1 

4- 

94.0 

Sept. 

17 

—  8.1 

4-255. 5 

—  0.4 

—  55.6 

» 

4-  1.8 

—   9.3 

— 

476.0 

—  1.7 

4-24.7 

4- 

38.4 

Oct. 

»7 

—  6.3 

4-246 . 2 

■ 

• 

—  2.1 

—  30.9 

•+-  ».2 

— 15.6 

— 

229.8 

—  1.0 

4-22.6 

4- 

7-5 

J>ec. 

6 

—  4.1 

4-230.6 

—  3.1 

—    8.3 

-h  1.7 

—  19.7 

4- 

0.8 

—  0.6 

4-X9.5 

— 

0.8 

tH-ti  Jan. 

15 

—  2.4 

22.1 

4-210.9 

4- 

211.7 

—  3.7 

4-15.8 

4-  11.1 

4- 

10.4 

Febr. 

»4 

4-f88?8 

4- 

400.5 

4-  27.0 

4- 

37.4 
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Datum 

yi„ 

/" 

/ 

d{JM) 

y 

f" 

f 

d{Jio) 

If 

4-1 

i^  3'23"95 

—    8'58"i6 

1871  Juli 

»S 

— 32"2I 

—     28"93 

4-1 

i«  a'55"o2 

—0^07 

4-i4"84 

-   8'43"32 

Aug. 

*4 

+o"»4 

—  I'  i"i4 

4-14.77 

• 

-f-o"86 

—31.97 

4-1 

[*».i'53"88 

O.Il 

—    8'28"55 

J           Oct. 

3 

4-1. lO 

—  i'33"ii 

4-14.66 

1 

+0.91 

—30.87 

-hl 

I®  o'2o"77 

— 0. 14 

• 

—    8'i3"89 

1           Nov. 

IZ 

4-2.01 

—  2'  3''98 

4-14.52 

1 

-fo.87 

—^8.86 

4- 

58'l6"79 

—0.18 

-    7'59"37 

1           Dec. 

22 

4-2.88 

—  2'32"84 

4-14.34 

1 

-ho. 83 

—25.98 

4- 

55'43"95 

—0.18 

-    7'45"o3 

1  1872  Jan. 

31 

4-3.71 

,  — 2'58"82 

4-14.16 

1 

-1-0.67 

— 22.27 

4- 

52'45"i3 

— 0.16 

—    7'3o"87 

Man 

II 

4-4.3« 

—  3' 21  "09 

4-o"o5 

4-14.00 

+0.48 

17. Ä9 

4- 

49'24"o4 

O.II 

—   7'i6"87 

April 

20 

4-4.86 

—  3'38''98 

4-0.10 

4-13.89 

-fo.26 

—13.03 

4- 

45'45''o6 

. — O.Ol 

-   7'  2"98 

Mai 

30 

4-5.12 

—  3'52"oi 

4-0.13 

4-13.88 

-I-0.02 

—  7.91 

-h 

4i'53"o5 

4-0.12 

—   6'49"io 

JuU 

9 

4-5.14 

—  3'59''92 

4-0.17 

4-14.00 

— 0.22 

2.77 

4- 

37'53"i3 

4-0.29 

—   6'35"io 

Aug. 

18 

4-4.9» 

* 

—  4'  2"69 

4-0.18 

4-14.29 

—0.37 

4-  2.15 

4- 

33'5o"44 

4-0.47 

—    6'2o"8i 

8ept. 

27 

4-4. 55 

-4'  o"54 

4-0.21 

4-14.76 

• 

—0.55 

4-  6.70 

4- 

29'49"90 

4-0.68 
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6 
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—  3'53''84 
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—0.62 
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4- 
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16 
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»5 
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^^ 
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4- 
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M&rz 

6 
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April 

15 
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Nov. 
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4- 
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1II74.  J»n. 

20 

— 2.22 

—     44"49 
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#     .^  ■# 

—0.03 
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4- 

i'2S"59 
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—2.25 

-     32"30 
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• 
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• 

4-0.09 

4-  9-94 

4- 
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April 

10 
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—      22"36 
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## 
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4-0.3» 
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Oct. 
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—      o"66 

4- 
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4-0.27 
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0 
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15 
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^^^^ 
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Febr- 
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— 

0^41 
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Methode  der  kleinsten  Ünadrate. 


A.  Theoretiflohe  Ornndlage  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  deren 

Anwendung  auf  die  einfachsten  Fälle. 

§.  1.   Allgemeine  Betrachtungen. 

Alle  Hestimmungen,  die  sich  auf  l^eobachtungen  gründen,  sind  von  begrenzter 
Genauigkeit;  hat  man  daher, mehre  Beobachtungen  einer  und  derselben  Grösse,  so 
werden  jene  im  Allgemeinen  nahe  identische  Resultate  geben;  die  Abweichungen 
selbst  untereinander  werden  aber  ganz  wesentlich  von  der  Güte  der  angewandten 
Instrumente,  der  Geschicklichkeit  des  Beobachters  und  den  bei  der  Beobachtung 
stattfindenden  Umständen  abhängig  sein.  Liegen  nun  mehre  solche  directe  Be- 
stimmungen einer  und  derselben  Grösse  vor,  denen  man  Allen  a  priori  dieselbe  Ge- 
nauigkeit zuschreiben  darf,  so  wird  das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Beobach- 
tungsresultate wohl  als  der  wahrscheinlichste  Werth  betrachtet  werden  dürfen; 
dieser  Satz  soll  gleichsam  als  Axiom  ohne  Beweis  hingestellt  werden,  da  derselbe 
so  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  nimmt,  dass  man  die  Annahme  als 
evident  anzunehmen  sich  erlauben  kann. 

Als  Grundlage  für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird  man  dem  ent- 
sprechend den  folgenden  Satz  anzusehen  haben :  » Ist  eine  Grösse  durch  eine  Reihe 
unmittelbarer  Bestimmungen  von  gleicher  Verlässlichkeit  bestimmt  wonlen,  so  ist 
das  aus  diesen  Beobachtungen  gezogene  arithmetische  Mittel  der  wahrscheinlichst^^ 
Werth  a,  d.  h.  der  Werth,  der  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt. 

Bezeichnet  man  die  durch  die  directe  Beobachtung  erhaltenen  Werthe  der 
Unbekannten  mit  J/],  M^,  M-s^  ...  M^^  das  arithmetische  Mittel  mit  :r,  so  ist,  wenn 
die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen  durch  m  bezeichnet  wird,  der  wahrscheinlichste 
Werth  der  Unbekannten  bestimmt  durch 


m 


oder  auch 

ma:  =  Afi  -h  3/2  4-  3/3  4-  . . .  +  M^  . 

Bildet  man   nun   die  Differenzen   zwischen   den  einzelnen  Beobachtungen  und  denn 
wahrscheinlichsten   Werth,    so   werden   diese  Differenzen  der  Hauptsache  nach    aU 
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Ueobachtungsfehler  angesehen  werden  können,  und  bildet  man  die  Summe  derselben, 

so  wird  sein: 

(3fi — x)  +  [M^ — z)  +  . . .  +  [M^ — z)  =  Mi^ Ml  +  . . ,  +  M^ — mz  =  o.     i) 

Es  ist  also  die  Summe  der  Beobachtungsfehler  oder  genauer  ausgedrückt,  die 
Summe  der  Differenzen  zwischen  den  Heobachtungsresultaten  und  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Null  gleich,  eine  Kelation,  die  übrigens  unmittelbar  aus  der  Idee  des 
arithmetischen  Mittels  resultirt.  Diese  Relation  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  gefasst  werden,  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von  besonderen 
Nutzen  ist  und  deren  Giltigkeit  weiter  unten  auf  einem  anderen  Wege  nachgewiesen 
werden  wird.     Sucht  man  nämlich  für  die  Funktion: 

die  Bedingung  des  Minimums,  so  erhält  man  durch  Differentiation  dieses  Ausdruckes 
nach  z  und  durch  die  nachträgliche  Nullsetzung  der  Derivation  ebenfalls  einen  mit 
der  Kelation  i)  identischen  Ausdruck;  es  findet  sich  nämlich  nach  Ausführung  der 
augezeigten  Operationen: 

{M,  —z)  +  (Jtf^-a;)  +  . . .  +  [M^—z]  =  o. 

Bedenkt  man ,  dass  diese  Ableitung  auch  für  das  Maximum  gilt ,  dass  aber 
die  Funktion  in  der  hier  auftretenden  Form  kein  geschlossenes  Maximum  be- 
sitzt, da  mit  unendlich  wachsendem  z  der  Werth  der  Summe  der  Quadrate  un- 
endlich gross  wird,  so  wird  man  ebenfalls  das  oben  hingestellte  Axiom  umformen 
können  in  das  folgende :  »  der  wahrscheinlichste  Werth  einer  Unbekannten,  die  durch 
mehre  gleich  verlässliche  Beobachtungen  bestimmt  ist,  ist  derjenige,  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  Differenzen,  die  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung 
auftreten,  zu  einem  Minimum  macht,  a  In  dieser  Form  hingestellt  hat  das  Axiom 
des  arithmetischen  Mittels  der  Methode  den  Namen  gegeben. 

Es  dürfte  aber  angemessen  sein,  den  Nachweis  zu  liefern ,  dass  keine  andere 
Funktion  dieser  Minimumbedingung  genügt.  Es  sei  F  eine  Funktion  des  Beobach- 
tungsfehlers {M — z),  welche  Differenz  der  Kürze  halber  mit  z/  bezeichnet  werden 
soll ;  das  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  sagt  aber  aus : 

J^  +  ^2  +  "'  +  ^m  =  0. 
Es  wird  also  zu  untersuchen  sein,  welche  Formen  der  Funktion  der  Bedingung 

F(J^)  +  F(J2)  +  . . .  +F['^mi  =  Minimum 
in  Verbindung  mit   der  ersteren  Kelation  genügen  können.     Für  die  Bedingung  des 
Minimums  kann  aber  gesetzt  werden: 

dFjA)    .dFiA)  dF(J^)  _  .. 

Um  nun  aus  dieser  Funktionalgleichung  die  Form  der  Funktion  selbst  zu 
bestimmen,  wird  man  diese  Gleichung  nochmals  differcntüren  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingung  des  arithmetischen  Mittels.  Man  wird  dieser  letzteren  Bedingung  einfach 
dadurch  genügen,  dass  man  für  J^  den  Werth 

^m  =  —  ^1  —  -^2  — —  ^m-i  3) 
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einfuhrt,  wodurch  die  übrigen  Unterschiede  ^|,  ^2  •  •  •  ^m-i  ^^^  einander  völlig  un- 
abhängig erscheinen.     Beachtet  man,  dass  ist: 

u.  s.  f. 
und  schreibt  der  Kürze  halber  für 

so  erhält  man  durch  Differentiation  des  Ausdruckes  2)  nach  J^  ?  wenn  man  der 
Relation  3)  entsprechend  das  Differential  des  letzten  Gliedes,  welches  nebst  dem 
ersten  bei  der  Differentiation  nach  J^  nicht  verschwindet : 

ähnlich  erhält  man  durch  die  Differentiation  von  2)  nach  J^^  J^  u.  s.  w. : 


Da  also  nun  ^|,  z/^ . . .  ^wi  völlig  von  einander  unabhängig  erscheinen,  so  kann  die 
Gleichheit  dieser  Differentialquotienten  nur  dann  bestehen,  wenn  diese  selbst  einer 
Constanten  gleich  sind.  Es  resultirt  demnach  für  die  vorgelegte  Funktion  die 
Relation : 

dri^  _ 

Die  Integration  ergibt,    wenn  man  wieder  für  F  [J]  die  ursprüngliche  Form 

restituirt : 

dF(J)  .    ,  . 

-  ä  j-  =  Co  -i/  +  q    .  4) 

Es  lässt  sich  jedoch  leicht  erweisen,  dass  die  Constante  Cj  der  Null  gleich 
gesetzt  werden  muss,  denn  führt  man  diese  eben  gewonnene  Relation  in  die  Glei- 
chung 2)   ein,  so  erhält  man: 

CfiiJx  +  J2+  ...  +  JJ  +  mci  =  o. 
Da   aber   der  ('oefficient  von  Cq  nach  der  Idee  des   arithmetischen  Mittels  der  Null 
gleich  ist,    so    muss   ebenfalls    q    der   Null    gleich  sein;    man  kann   also  statt  4) 

schreiben : 

dF[^)  _^    ^ 
~dJ  '  ~  ^        • 

Integrirt  man  nun  diese  Gleichung  nochmals,  so  erhält  man: 

woraus  unmittelbar  resultirt,  dass  die  einzige  Funktion,  die  der  gestellten  Bedingung 
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I 

genügt,  diejenige  ist,  die  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht ; 
die  willkürliche  Constante  kommt  natürlich  hier  nicht  weiter  in  Betracht,  da  dieselbe 
die  Bedingung  des  Minimums  nicht  afficirt. 

Indem  so  die  oben  aufgestellten  Axiome  als  völlig  identisch  angesehen  werden 
können,  sieht  man  sofort  ein,  dass  der  Lösung  des  Problems  in  dem  einfachen, 
hier  in  Betracht  gezogenen  Falle  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  mehr  entgegen- 
stehen ;  doch  complicirt  sich  die  Sache  sofort,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  von 
mehren  Unbekannten  aus  vielen  Beobachtungen  handelt;  es  wird  sich  aber  in  der 
Folge  zeigen,  dass  man  mit  dem  aufgestellten  Principe  ausreichen  und  durch  con- 
seqiiente  Anwendung  desselben  die  complicirtesten  Fälle  der  Rechnung  unter- 
werfen kann. 

Es  wurde  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  zum  wahrscheinlichsten  Resultate 
zusammenzufassenden  Beobachtungen  oder  Theilresultate  von  gleicher  Verlässlich- 
keit  sind :  ist  nun  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  auf  diesen  Umstand  gehörig  Rück- 
sicht genommen  werden.  Bei  der  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  wird  im  weiteren 
Verlaufe  der  Entwlckelungen  ein  grosser  Vorzug  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate sich  herausstellen,  indem  man  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die 
wahrscheinliche  Unsicherheit  des  Resultates  nach  den  übrigbleibenden  Differenzen 
zwischen  den  Beobachtungen  und  der  Rechnung  zu  bestimmen,  also  die  Vertrauens- 
würdigkeit des  Resultates  auf  ein  numerisches  Maass  zurückzufuhren.  So  wünschens- 
werth  es  ist,  Methoden  zu  besitzen,  welche  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  gestatten,  so  wenig  befriedigend  wären  dieselben  für  sich 
allein,  wenn  maii  nicht  durch  dieselben  ein  nach  bestimmten  Principien  bestimmtes 
Maass  für  die  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  erhalten  würde;  die  durch 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gebotene  Möglichkeit,  dieser  Forderung  zu 
genügen ;  muss  zu  einem  nicht  immer  gehörig  gewürdigten  Hauptvorzug  derselben 
gezählt  werden. 

Sollen  Beobachtungen  oder  Theilresultate  von  differenter  Genauigkeit  mit 
einander  verbunden  werden^  so  muss  man  sich  vor  Allem  die  Ursachen  klar  machen, 
welche  diese  Verschiedenheit  bedingen;  der  einfachste  Fall  ist  etwa  der,  wo  man 
die  einzelnen  Beobachtungsdaten  als  Resultate  verschiedener  Beobachtungsreihen 
aufzufassen  in  der  Lage  ist,  so  dass  also  das  Resultat  einer  Beobachtungsreihe  als 
eine  Beobachtung  hingestellt  wird  und  die  Einzelnbeobachtungen  innerhalb  dieser 
verschiedenen  Reihen  von  gleicher  Genauigkeit  angesehen  werden  dürfen.  Die 
Anzahl  der  zum  Theilresultate  vereinigten  Einzelnbeobachtungen  wird  offenbar  als  ein 
Maasestab  für  die  Genauigkeit  desselben  angesehen  werden,  und  es  soll  die  den- 
selben ausdrückende  Zahl  den  Namen  »Gewicht«  erhalten.  Es  sei  der  Werth  der 
Unbekannten  z  bestimmt  worden  durch  eine  Reihe  von  w!  Beobachtungen,  die  ein- 
zelnen Beobachtimgen  sind  von  gleicher  Vertrauenswürdigkeit,  haben  also  das  gleiche 
Gewicht,  diese  Einzelnbeobachtungen  seien:  3f]',  M^^ ...  ^Tm'.  Man  erhält  den  wahr- 
Hcheinlichsten  Werth  x  aus  dieser  Reihe  für  die  Unbekannte  nach  dem  Obigen : 
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Kine  zweite  Heobachtungsreihe  ähnlich  behandelt  ergäbe: 


eine  dritte: 


•  ff  IL*       K^«        1« 


m" 


Hält  man  hierbei  die  geraachte  Voraussetzung  fest,  dass  allen  Beobachtungen  in 
jeder  dieser  Heobachtungsreihen  eine  gleiche  Genauigkeit  a  priori  zugeschrieben 
wird,  so  kann  man  auch  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  x  aus  der 
Gesammtheit  dieser  Heobachtungen  nach  dem  Satze  des  arithmetischen  Mittels  finden : 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  oben  aufgestellten  Theilresultate  geschrie- 
ben werden  kann: 

welcher  Ausdruck  sofort  zu  dem  folgenden  Satze  führt:  Wenn  aus  Beobachtungs- 
resultaten, denen  verschiedene  aber  bekannte  Gewichtszahlen  zugeschrieben  werden, 
der  wahrscheinlichste  Werth  gefunden  werden  soll,  so  erhält  man  denselben,  wenn 
man  die  Beobachtungsresultate  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  multiplicirt  und  die 
Summe  dieser  Producte  durch  die  Summe  der  Gewichte  dividirt.  Das  Gewicht 
dieser  Bestimmung  selbst  ist  ofienbar  der  Summe  der  Gewichte  gleich. 
Weiter  resultirt,  dass  nothwendig  sein  muss: 

m'  [x—t)  -f-  m"  (ä"—  2r)  +  . . .  =  o  .  6' 

•     An  dem  Ausdrucke  5)  wird  seinem  Werthe  nach  nichts  geändert,  wenn  man 
den  Zähler  und  Nenner  mit  einem  beliebigen  Factor  a  multiplicirt,  also  setzt: 

am'x^  -\-  am"x^  4-  «m'^x"'  -[-... 
atn  -^  am" -^  am"' "^  , . .  ' 

woraus  man  sofort  schliessen  kann,  dass  die  Gewichte  nur  Relativzahlen  sind 
und  keineswegs  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen.  Eine  Beobachtung  mit  dem  Ge- 
wichte »Null«  ist  verfehlt,  und  wird  gleichsam  nicht  mitgezählt,  wird  verworfen,  ein 
negatives  Gewicht  hat  aber  nach  der  Idee  desselben  keine  Bedeutung.  Bezeichnet 
man  mit  p  das  Gewicht,  so  wird  man  sich  stets  vor  Augen  halten  müssen,  dass  p 
einen  positiven  Werth  hat;  es  würde  sich  daher  einigermassen  aus  diesem  und  an- 
deren später  hervortretenden  Gründen  empfehlen  für  das  Gewicht  das  Symbol  pp 
einzuführen;  da  dies  aber  nicht  üblich  ist,  so  bleibe  ich  bei  der  gewählten  Be- 
zeichnung. 

Man  kann  sich  die  oben  angeführten  Theilresultate  x\  x'\  ;?<"...  auf  die 
verschiedenartigste  Weise  entstanden  denken,  so  z.  B.  sei  x'  mit  Hilfe  eines  |fe- 
naueren  Instrumentes  erhalten  worden  als  jr",  x"  wäre  durch  einen  anderen  Be- 
obachter von  geringerer  Geschicklichkeit  geliefert  u.  s.  w.,    so  sind  dies  Umstände. 
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die  den  Theilresiiltaten  verschiedenes  Gewicht  ertheilen;  die  Discussion  einer 
jeden  dieser  Beobachtungsreihen  wird,  geleitet  durch  die  Principien,  die  in  der 
Folge  entwickelt  werden,  aus  den  Beobachtungen  selbst  eine  Gewichtsbestimmung 
ermöglichen,  eine  Bestimmung,  die  bisher  stillschweigend  als  vollzogen  betrachtet 
wurde;  es  wird  nämlich  offenbar  jenen  Beobachtungen  der  einzelnen  Reihen,  die 
innerhalb  derselben  kleinere  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungen  und  der 
Rechnung  übrig  lassen ,  ein  grösseres  Gewicht  zuzuschreiben  sein  und  damit  das 
Gewicht  gewissermassen  a  posteriori  bestimmt.  Man  wird  aber  hierbei  zu  bemerken 
haben,  dass  offenbar  nur  dann  eine  einigermassen  sichere  Bestimmung  des  Gewichtes 
der  Beobachtungen  in  den  verschiedenen  Reihen  a  posteriori  erlangt  werden  kann, 
wenn  die  Beobachtungen  einer  jeden  Reihe  zahlreich  sind,  weil  ja  nur  in  diesem 
Falle  auf  eine  Ausgleichung  der  zufälligen  Fehlerquellen,  die  die  einzelne  Beobach- 
tung betreffen,  mit  einiger  Sicherheit  gerechnet  werden  darf,  ein  Umstand,  der  nicht 
immer  gehörig  berücksichtigt  wird. 


§  2.    Die  gesetzmässige  Tertheilung  der  Beobachtungsfehler. 

Nach  den  vorausgehenden  allgemein  orientirenden  Bemerkungen  wird  es  an- 
gemessen erscheinen,  vorerst  die  Gesetze  zu  finden,  nach  denen  die  Beobachtungs- 
fehler trotz  ihrer  scheinbaren  Regellosigkeit  sich  halten  und  anordnen;  hierbei 
werden  aber  nur  die  rein  zufälligen  Fehler  in  Betracht  gezogen  werden,  da  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  kein  Mittel  an  die  Hand  geben  kann,  eine  die  Be- 
obachtungen in  constanter  Weise  entstellende  Fehlerquelle  zu  finden  und  ihrer 
Grösse  nach  zu  bestimmen.  Es  ist  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  des  Beobachters, 
die  Anordnung  und  die  Reduction  der  Beobachtungen  so  zu  treffen,  dass  solche 
eonstante  Fehler  möglichst  wenig  in  den  Vordergrund  treten ;  hierüber  lassen  sich 
aber  offenbar  keine  allgemeinen  Vorschriften  geben,  doch  wird  man  beachten,  dass 
es  nur  in  den  seltensteii  Fällen  gelingen  wird,  trotz  aller  darauf  aufgewendeten 
Mühen,  die  Beobachtungen  völlig  von  diesen  constanten  Fehlerquellen  zu  befreien ; 
es  wird  daher  im  Allgemeinen  die  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
fundene Ulisicherheit  des  Resultates ,  die  sich  nur  auf  die  zufällig  auftretenden  Fehler 
fCründet,  zu  klein  gefunden  werden  und  die  thatsächliche  grösser  sein,  entsprechend 
dem  begangenen,  seiner  Grösse  nach  aber  unbekannten  constanten  Fehler.  Diese 
Betrachtung,  welche  durch  die  Erfahrung  allseitig  bestätigt  wird,  muss  man  sich 
stet«  bei  der  Beurtheilung  der  theoretisch  bestimmten  Unsicherheit  des  Resultates 
aus  der  Uebereinstimmung  der  Beobachtungen  vor  Augen  halten,  und  würde  man 
dies  stets  gethan  haben,  so  würden  manche  Vorwürfe,  die  man  der  Methode  in  un- 
j^erechtfertigter  Weise  zugeschoben  hat,  nicht  gemacht  worden  sein. 

Dass  die  zufälligen  Fehler  in  der  That  eine  gewisse  Anordnung  in  Bezug  auf 
ihre  Grösse  zeigen  müssen,  lässt  sich  leicht  in  den  allgemeinsten  Zügen  nachweisen ; 

Oppolzer,  Bahnb«ttimmnngeii.  U.  3t) 
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so  wird  z.  B.  der  Fadeaantritt  eines  Aequator-Stemes  an  einem  grösseren  Meridian- 
instrumente  im  Durchschnitt  auf  etwa  0.07  Zeitsecunden  für  einen  massig  geübten 
Beobachter  genau  aufzufassen  sein;  ein  Fehler  von  einer  halben  Secunde  wird  daher 
äusserst  selten  auftreten^  Fehler  von  o.i  aber  sehr  häufig.  Diese  Betrachtung 
berechtigt  also  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  einer 
gewissen  Fehlergrösse  selbst  eine  Funktion  der  letzteren  ist. 
Man  wird  daher  behaupten  können, 

q>[J) 
wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  einer  gewissen  Fehlergrösse  J  darstellen, 
wobei  vorläufig  die  Form  der  Funktion  ip  selbst  unbekannt  ist.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  Fehler  J*  eintritt,  wird  also  durch  (p  [J')  ausgedrückt  werden 
können.  Lässt  man  nun  die  Werthe  J^  J'  J'*  , ,,  der  Reihe  nach  alle  Werthe 
annehmen  zwischen  den  Grenzen  — c  und  -\-c^  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  ein  Fehler  sich  innerhalb  dieser  Grössen  findet,  offenbar  gleich  sein  der  Summe 
der  Wahrscheinlichkeiten  der  innerhalb  dieser  Grenzen  befindUchen  Fehler,  und  sei 
diese  Summe  durch  P  bezeichnet,  so  ist: 

bei  einer  grossen  Beobachtungsreihe  kann  man  aber  wohl  annehmen^  dass  die  Fehler 
selbst  ihrer  Grösse  nach  nahe  continuurlich  in  einander  übergehen.  Erlaubt  man 
sich  diese  allerdings  nur  theilweise  gerechtfertigte  Annahme,  so  wird  man  diese 
Summe  durch  ein  Integral  ersetzen  dürfen  und  die  Form  erhalten: 

dJ.  1) 


=fq>[J) 


Dieser  für  die  weitere  Behandlung  nothwendige  Uebergang  von  einer  Summe 
auf  ein  Integral  wird  uns  zur  Vorsicht  mahnen,  wenn  Resultate  aus  einer  geringen 
Zahl  von  Beobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitet  werden 
sollen;  die  Methode  fordert,  dass  mindestens  in  einer  gewissen  Annäherung  die 
Summe  durch  das  Integral  ersetzt  werden  darf;  diese  Voraussetzung  wird  um  so 
fehlerhafter  sein,  je  geringer  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist.  Dieser  hier  her- 
vorgehobene Umstand  tritt  nicht  nur  bei  der  eben  angestellten  Betrachtung  nach- 
theilig hervor,  sondern  auch  bei  den  weiter  unten  folgenden  Betrachtungen. 

In  dem  Ausdruck  i)  wird  nothwendig  P  stets  kleiner  als  die  Einheit  boin 
müssen,  denn  die  WahrscheinUchkeit  des  Eintretens  eines  gewissen  Falles  drückt 
das  Verhältniss  desselben  zu  allen  möglichen  aus;  dieses  Verhältniss  kann  daher 
nur  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden,  wenn  die  Fehlergrenzen  so  weit  ge- 
zogen werden,  dass  dieselben  alle  möglichen  Fälle  in  sich  schliessen,  denn  dann 
geht  die  Wahrscheinlichkeit  in  die  Gewissheit  =  i  über. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  man  in  der  Lage,  das  obige  bestimmte  Inte- 
gral für  einen  bestimmten  Grenzwerth  seinem  numerischen  Werthe  nach  anzugeben. 
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eine  Auswerthung,  die  seiner  Zeit  von  besonderem  Nutzen  sein  wird  zur  Bestim- 
mung einer  Integrationsconstante.  Die  Gewissheit,  dass  der  Fehler  innerhalb  der 
gesteckten  Grenzen  liegt,  wird  man  nur  dann  haben,  wenn  man  die  Fehlergrenzen 
unendlich  weit  steckt,  also  für  c  =  i:  oo  substituirt,  es  wird  dann  P=  i  und  es 
besteht  daher  die  für  die  Folge  wichtige  Relation: 

I  =   l  q>[J)  dJ  .  2) 


-ac 


Diese  Betrachtungen  selbst  führen  aber  nicht  zur  Kenntniss  der  Form  der 
Funktion;  zu  diesem  Ende  muss  man  das  Problem  von  einer  anderen  Seite  fassen. 
Mag  man  die  Unbekannte  z^  die  durch  die  Beobachtung  bestimmt  wird,  wie  immer 
wählen,  so  werden,  sobald  eine  bestimmte  Annahme  über  dieselbe  gemacht  wird, 
ganz  bestimmte  Differenzen  auftreten  zwischen  dieser  Annahme  und  den  beobach- 
teten Werthen,  die  durch  J\  J\  d"'  ...  dargestellt  werden  sollen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten eines  jeden  dieser  einzelnen  Fehler  ist  aber  bestimmt  durch  q>  (^) , 
fp[^)j  g>  (^"')  --.j  die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  diese  bestimmten  Fehler  ^', 
j/",  J"'  . . .  gleichzeitig  vorhanden  sind ,  also  mit  einer  bestimmten  Annahme  über 
die  Unbekannte  eintreten,  wird  gleich  sein  dem  Producte  dieser  Wahrschein- 
lichkeiten, nämlich  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit.  Bezeichnet  man 
diese  letztere  mit  TV,  so  wird  man  haben: 

JV=(p{J'),  q>{J'y  cpiJ"')  ...  3) 

Diese  Froductform  rechtfertigt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  aus  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.     Tritt  unter  y  Fällen    das    geforderte   Ereigniss    nur 

/mal  ein,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintretens  bestimmt  durch:  y;  sind 

etwa  in  einer  Urne  10  Kugeln,  von  denen  6  weiss  und  4  schwarz  sind,  so  wird 
die  Wahrscheinlichkeit,    dass  man  mit  einem  Zuge    eine  weisse  Kugel  zieht,  sein: 

—  .     Nimmt  man  weiter  eine  Urne   mit  z  Kugeln,    von   denen  n  weiss   sind,   so 

wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zuges  einer  weissen  Kugel  sein  —  ;  will  man  nun 

die  Wahrscheinlichkeit  kennen,  welche  sich  darbietet,  dass  bei  gleichzeitigen  Zügen 
aus  beiden  Urnen  zwei  weisse  Kugeln  gehoben  werden,  so  bedenke  man,  dass  im 
Ganzen  yz  verschiedene  Falle  möglich  sind,  weil  jede  Kugel  aus  der  ersten  Urne 
gleichzeitig  mit  einer  jeden  Kugel  der  zweiten  Urne  gezogen  werden  kann.  Da  nun 
in  der  ersten  Urne  /  weisse,  in  der  zweiten  n  vorhanden  sind,  so  ist  die  Anzahl 
der  möglichen  Züge,  bei  der  gleichzeitig  weisse  Kugeln  zum  Vorschein  kommen, 
nach  demselben  Principe  In;  also  ist  das  Yerhältniss  zwischen  den  günstigen  Fällen 
[In)    zu   den  möglichen  Fällen  (yz)    die   Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens,    somit 

wird    die    zusammengesetzte    Wahrscheinlichkeit   sein:    — ^—  .     Die   Betrachtungen 

könnten  beliebig  fortgesetzt  werden  und  führen  zu  dem  Resultate,  dass  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit  gleich  ist  dem  Producte  der  einfachen  Wahr- 
scheinlichkeiten   der   einzelnen   Ereignisse.     Es   ist   klar,    dass   hierbei   die   völlige 

36» 
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Unabhängigkeit  der  einzelnen  Ereignisse  von  einander  gesichert  sein  muss.    Hiermit 
erscheint  die  obige  Productform  3)  gerechtfertigt. 

Es  muss  nun  hervorgehoben  werden,  dass  derjenige  Werth  der  Unbekannten 
der  wahrscheinlichste  ist,  der  W  zu  einem  Maximum  macht,  da  derselbe  zu  der 
wahrscheinlichsten  Fehlercombination  führt.  Ist,  wie  oben,  x  die  Unbekannte,  so 
wird  jede  Aenderung  in  x,  da  dadurch  die  Fehler  ^',  ^^\  J"' . . .  geändert  werden, 
auch  den  Werth  von  TV  beeinflussen ;  für  die  Bedingung  des  Maximums  wird  man 
daher  haben: 

Geht  man  auf  die  Entstehung  der  Grössen  z/',  J"y  J"'  .  .  .  zurück,  wonach  ist : 

J'  =M'  —X 
J"  =3t  —X 
J'"  =  M'"—x  , 


so  wird ,    da  die   beobachteten  Werthe  3f ,  3/",  if  "  ...    in   einem  gegebenen  Falle 
Constante  sind,  sein: 

dJ'  =  dJ"  =  dJ'"  =  —  dx, 

oder: 

dJ'        dJ"        dd"* 


dx  dx  dx 


I  •  5) 


Differentürt  man  also  3)  nach  x^  so  erhält  man: 

oder  auch   mit   Rücksicht   auf  die  Bedingung  des  Maximum  4)    nach   einer  offen- 
kundigen Transformation : 

^_  JV_    dg>,J'] ir^    d^piJ") 

° ""  9> (^j       dx       '^  tpiJ'')    '    dx       '^  '"  °^ 

Führt  man  nun  zur  Abkürzung  für   die  erste  Derivation  der  Funktion  tp  das 
Symbol  g>'  ein,  so  wird  sein : 

und  die  Gleichung  6)  kann  geschrieben  werden,  wenn  man  den  gemeinsamen  Factor 
W  wegen  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null  wcglässt : 

fp[j']  \dx}  ^  fp[j")\dx)^ °  ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  5J  : 

Der  Satz  des  arithmetischen  Mittels  ergab: 
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w^elche  Relation  mit  7)  gleichzeitig  der  Voraussetzung  nach  bestehen  muss.  Man 
könnte  geneigt  sein,  da  vorerst  die  Fehler  J\  J"^  J"'  . . .  von  einander  unabhängig 
sind,  die  einzelnen  Glieder  der  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  zu  identificiren,  nach- 
dem man  eine  derselben  mit  dem  unbestimmten  Factor  k  multiplicirt  hat;  letzteres 
ist  nothwendig,  da  in  Folge  der  Form  der  Gleichungen  [beiderseits  steht  rechts  die 
Xull)  constante  Factoren  verschwunden  sein  können,  wie  es  auch  in  der  That  der 
Fall  ist;  man  würde  durch  dieses  Verfahren  auch  richtige  Formen  erhalten,  doch 
erscheint  es  strenger  zum  Nachweise  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Aus  der 
Gleichung  8)  folgt: 

./^  =  —  (z/'  +  ^'  +  ^"  +  . . .  +  ^^')   j 
substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  7),  so  resultirt: 

Differentiirt    man   diesen  Ausdruck  nach  J'^    J")    .d"*  u.  s.  w. ,  und  schreibt 
man  der  Kürze  halber: 


so  ist,  weil 


da 


also: 


ff>{J) 


df{J')    _  df{'-J'—J"  —  .,.  —  J^-\ 
dJ'      ~     d{  —  J'—J*'  —  ...  —  ^"^) 

df[J")  _  df{—J*—J"  —  ...  —  J^-^) 
dJ"     ~     d(—J'-J"—...  —  J^''^] 

u.  s.  f. 


df[J')   _   df{J")   _   rf/Un  _ 

d{J')    ~    d{J")    ~    d[J'*')    ~ 


Da  aber  nimmehr  z/',  /f\  J"'  . . .  völlig  unabhängig  sind,  so  kann  diese  Gleichheit 
der  Differentialquotienten  nur  bestehen,  wenn  dieselben  einer  Constante  gleich  sind, 
tmd  man  hat  also : 

Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt: 

Die  Integrationsconstante  c  ist  aber  der  Null  gleich,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  das  Resultat  dieser  Gleichung  in  die  Gleichung  7)  substituirt 
und  mit  der  Bedingung  8)  vergleicht.     Man  hat  also : 

Es  ist  hiermit  eine  Relation    erlangt,    die   zwischen  der  Funktion  (p  und  ihrer 
ersten  Uerivation  besteht,  imd  es  wird  dadurch  die  Möglichkeit  geboten,  die  Form 
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der  Funktion  zu   eruiren.     Setzt  man   nun  in   9)  die   früher   als  Abkürzung  einge- 
führte Relation: 


ein,  80  findet  sich 


r/>'  (^)  = 

dfp[J) 
""       dJ 

dq>{^ 

=  hJdJ , 

und  die  Integration  lässt  finden,  wenn  man  die  Integrationsconstante  durch  log.  nat.  x 
darstellt : 

log.  nat.  {qp  (z/) }  =  I  A  ^2  -|.  i^g.  nat.  x  , 

oder: 

log.  nat.  ^  =  \kJ^  , 

und  schliesslich: 

y(^/)=xe**'^         ,  10) 

wobei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  vorstellt. 

Leber  das  Zeichen  von  x  und  k  läset  sich  aber  sofort  eine  Entscheidung 
treffen.  Da  die  Wahrscheinlichkeit  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  wird  zunächst 
X  nothwendig  positiv  sein  müssen,  und  da  weiter  x,  e  und  \k  Constante  sind,  so 
wird,  wenn  J  vergrössert  und  k  positiv  vorausgesetzt  wird,  der  Werth  links  vom 
Gleichheitszeichen  ein  grösserer,  und  es  tritt  der  der  Erfahrung  widersprechende 
Fall  ein,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  grösserer  Fehler  grösser  ist,  als  die  kleinerer, 
während  gerade  das  Gegentheil  stattfindet;  ist  aber  k  negativ,  so  tritt  sofort  die 
erwünschte  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  hervor;  um  dies  anzuzeigen,  soll 
in  der  Folge  gesetzt  werden: 

und  man  hat  also : 

9)(z/)  =xe-*'^^^  11) 

welche  Gleichung  nun  q>  der  Form  nach  vollkommen  bestimmt.  Die  Constanten 
X  und  h  bedürfen  aber  noch  einer  näheren  Bestimmung,  und  es  soll  zimächst  die  Be- 
stimmung von  X  vorgenommen  werden.  Es  ist  oben  (pag.  283)  die  Gleichimg  ge- 
funden worden : 

if  [J]  dJ  =  I   , 

hervorgegangen  aus  der  (Betrachtung,  dass  man  mit  Gewissheit  voraussetzen  darf« 
dass  die  Fehler  innerhalb  der  Grenzen  ±  cx)  eingeschlossen  sind;  ersetzt  man  nun 
die  Funktion  (p  durch  ihre  jetzt  bekannte  Form,  so  hat  man  : 

+« 


/< 


—  V 


woraus  sofort  resultirt,  dass  eine  Bestimmung  der  Constante  x  durch  diese  Iveladon 
möglich  ist,  sobald  der  Werth  des  vorliegenden  bestimmten  Integrales,  welches  ein 
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Euler'sches  Integral    (Gammafunktion)    ist,    bekannt  ist.     Um    dasselbe    zu    ent- 
wickeln, setze  man: 

und  man  hat  die  Form: 

^fe-"dt=i   .  13) 

OD 

Es  ist  aber: 

fe  -t^dt  =  je  -"dt  -f  Je  '"dt , 

—  OD  00  O 

und  vermöge  der  Form  der  Funktion  [t  erscheint  nur  in  quadratischer  Form) : 

ife'^^dt=:fe-^^dt  =  J.  14) 

— CO  o 

Da  nun  der  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  geändert  werden  kann, 
wenn  man  statt  der  Variabein  eine  andere  Bezeichnung  einfuhrt,  so  wird  man  haben : 


OD 


fe''^dv  =  J.  15) 


Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  14)  und  15)  und  beachtet,  dass  die  Inte- 
grationsordnung beliebig  ist,  so  erhält  man : 


00    00 


J^=rf  e- ("*"'')  dt  dv. 


o    o 


Setzt  man  nun: 

V  =i  tu  ;     also  dv  =  tdu  , 
so  wird  auch: 


X  V» 


-f^  =J'duJ'te-"('*'"')  dt . 


O  O 


Führt  man  zuerst  die  Integration  nach  t  aus,    so  muss   u  als  Constante  an- 
gesehen werden,  man  hat  also  setzend: 

auch: 

^  rf/  =  -      - 

und  es  wird: 

üo  00  at  =  io 

O  (  O  X  SSO 
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Für  die  obere  Grenze  verschwindet  der  Werth  des  Integrales,  für  die  untere 
wird  er  aber: 


man  hat  also: 


a(i-|-ii2j 


2i       » 


«  =  30 


■''  =/  ^iT^i^uW  =  [  i  ""^  **"» "]  • 


«  =  0 


Für   die   obere   Grenze   wird   aber   der  Werth  'des   Inte^^les  — ,  für  die  un- 
tere verschwindet  er ;  man  hat  demnach : 

J^  =  ^  , 
oder : 

Ce-'^^dt^yn      .  ^  16) 


OB 


Setzt  man  also  diesen  Werth  des  bestimmten  Integrales  in  die  Gleichung  1 3^ . 
so  resultirt: 


x-./ — 


^Vn  =  . 


oder 


yn   ' 


und  die  Gleichung  11)  erhält  die  Form: 


y  71 

t 

welche  Gleichung  nur  mehr  die  ('onstante  h  enthält,  auf  welche  weiter  unten  näher 
eingegangen  werden  soll;  hier  sei  nur  vorläufig  bemerkt,  dass  dieselbe  ganz  we- 
sentlich mit  der  Güte  der  l^eobachtungen  im  Zusammenhang  steht  und  daher  den 
Namen  »Maass  der  Fräcision«  erhalten  hat. 

Mit  der  Gleichung  17)  ist  die  Eingangs  dieses  Paragraphen  vorgelegte  Frage 
beantwortet,  indem  dieselbe  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  Fehlers  ^  als 
Funktion  von  z/  darstellt.  Die  Form  selbst  ist  symmetrisch,  erreicht  ihr  Maximum 
für  ^  =  o,  und  wird  erst  der  Null  gleich  für  z/  =  00. 


§  3.    Das  Maass  der  Präcision. 

Die  Gleichung  17)  des  vorausgehenden  Paragraphen  enthält  die  Con- 
stante  A,  deren  Bedeutung  noch  klar  zu  legen  ist.  tp  [J]  drückt  die  Wahlschein* 
lichkeit  aus  des  Eintretens  eines  Fehlers  von  der  Grösse  J\  je  genauer  eine  He- 
obaclUungsreihe  ist,  um  so  kleiner  werden  die  zu  erwartenden  Fehler  sein,  während 
die  Wahrscheinlichkeit  als  das  Verhältniss  der  günstigen  zu  allen  möglichen  Fällen 


289     

offenbar  nicht  von  der  Genauigkeit  der  Beobachtungsreihe  ablmngig  sein  kann;  es 
hat  demnach  die  Constaute  h  die  Aufgabe,  die  geforderte  Ausgleichung  vorzu- 
nehmen. Bevor  aber  weiter  vorgegangen  werden  kann,  muss  der  Inhalt  des  Be- 
griffes, welchen  man  durch  das  Wort  Genauigkeit  ausdrückt,  näher  definirt  werden. 
Vorerst  wird  man  sofort  erkennen,  dass  die  Genauigkeit  eine  Relativzahl  sein  muss, 
die  das  Yerhaltniss  der  Güte  der  Beobachtungen  gegen  einander  bestimmt;  wenn 
nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Beobachtung  oder  irgend 
eines  Resultates  aus  Beobachtungen  zwischen  den  Grenzen  —  y  und  +  y  liegt,  der 
Wahrscheinlichkeit  gleich  ist ,  dass  der  Fehler  irgend  einer  anderen  Beobachtung 
oder  eines  Beobachtungsresultates  zwischen  den  Grenzen  —  i  und  -f  ^  1^%^?  so  wollen 
wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultates  zum 
zweiten,  wie  d  zu  ^^  verhält ;  oder  in  Worten :  die  Genauigkeiten  verhalten  sich  um- 
gekehrt zu  einander,  wie  die  den  Resultaten  zuzuschreibenden  Fehler.  Es  ist  somit 
der  Begriff  »Genauigkeit«,  wie  derselbe  in  der  Folge  genommen  werden  soll, 
definirt. 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  ein  Fehler  beziehungsweise  zwischen  den 
Grenzen  — y  und  +y  und  — d  und  +d,  enthalten  ist,  ist  aber  (vergl.  i)  pag.  282) 
bestimmt  durch: 

+  y  +d 

f  JL  e-^^^dJ  ,  T-^  e-^^^^  dJ  , 

J    Vn  J  Yn 

wobei  sofort  für  die  Constante  h  in  beiden  Systemen  verschiedene  Buchstaben  ge- 
wählt wurden,  da  man  schon  aus  den  diesen  Paragraphen  einleitenden  Betrachtungen 
weiss,  dass  die  Constante  h  eine  Funktion  der  Genauigkeit  sein  wird.  Sollen  aber 
die  obigen  Fehlergrenzen  für  die  beiden  Systeme  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  haben, 
so  wird  sein  müssen : 

f  he-^^^dJ=f  He-^^^^dJ  . 

-y  ~d 

Setzt  man  nun 

h  J  ^=  X  y         H  J  =^  y  ^ 
so  wird  die  Einführung  der  neuen  Variabein  in  die  obigen  Integrale  mit  Rücksicht 
auf  die  Aenderung  der  Grenzen  ergeben : 

+  y*  ■{■dH 

fe-^^dx  =  Je-yydy  . 

Da  bei  den  bestimmten  Integralen  der  Unterschied  der  Buchstaben  x  und  y 
oliQe  Bedeutung  ist,  so  können  diese  beiden  Integrale  im  Allgemeinen  einander  nur 
gleich  werden,  wenn  ist: 

yh  =  d  H, 
oder  auch: 

h  :  H  =  d  :  y  , 

OppoU«r,  Bftkttb«ftiniDiiiip«ia.  U.  37 


290     

d.  h.  die  verschiedenen  Wprthe  der  Grösse  h  verhalten  sich  zu  einander,  wie  um- 
gekehrt die  den  Resultaten  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zuzuschreibenden  Fehler. 
Hält  man  dieses  Resultat  mit  der  obigen  Definition  über  die  Genauigkeit  zusammen, 
so  resultirt  der  Satz,  dass  sich  die  verschiedenen  h  zu  einander  verhalten,  wie  die 
Genauigkeiten;  deshalb  nennt  Gauss  die  Constante  h  »das  Maass  der  Präcision«, 
wobei  aber  wohl  zu  beachten  ist,  dass  das  Maass  der  Präcision  von  dem  Ausdrucke 
Gewicht,  der  oben  (pag.  279)  näher  erläutert  wurde,  streng  zu  ti;ennen  ist.  Auf  die 
Relation,  die  jedoch  zwischen  diesen  beiden  Begriffen  zweifellos  besteht,  wird  später 
zurückgekommen  werden. 

Da  nun  die  Bedeutung  der  Constante  h  erkannt  ist,  wird  es  möglich  sein,  den 
oben  (pag  277)  auf  ganz  anderem  Wege  bewiesenen  Satz,  dass  der  wahrschein- 
lichste Werth.  der  durch  das  arithmetische  Mittel  deflnirt  wird,  auch  dadurch  bestimmt 
ist,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist,  in  einfacher  Weise  zu 
verificiren. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlersystemes  W  ist  oben  (pag.  283)  darge* 
stellt  worden  durch: 

W=tp[J')  .  q>''J"]  ^<p[J"')  .... 

Sind  nun  der  Zahl  nach  m  Beobachtungen  von  gleicher  Präcision  vorhanden« 
so  würde  sich  nach  Gleichung  17)  pag.  288  hierfür  schreiben  lassen: 

nun  ist  aber  für  W  das  Maximum  zu  suchen,  da  der  wahrscheinlichste  Werth  ver- 
langt wird;  es  wird  aber,  da  n  und  e  an  sich  Constante  sind  und  h  es  ebenfalls 
ist  für  einen  bestimmten  Fall,  dies  nur  dann  erreicht  werden  können,  wenn  man 
den  Exponenten  von  e  zu  einem  Minimum  macht,  welche  Bedingung  sofort  den 
Schluss  gestattet,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  sein  muss. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Grösse  h  kann  man  das  eben  erhaltene 
Princip  auf  Beobachtungen  von  verschiedener  l'räcision  ausdehnen;  wären  die  Prä- 
cisionen  der  verschiedenen  Beobachtungen  beziehungsweise  h\  h",  A'"  u.  s.  f.,  so 
wird  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Systemes  von  m  Fehlem  sich  ähnlich  wie  oben 
ergeben : 

Nun  ist  aber  in  einem  concreten  Falle  das  Product  Ä' .  A" . . .  A***  eine  Con- 
stante, demnach  wird  W  ein  Maximum,  wenn 

Ä'  K  J'  z/'  -h  A"  A"  ^'  ^'  -h  . . .  +  V^V^  d^J^ 

ein  Minimum  ist.  Bei  Beobachtungen  verschiedener  Genauigkeit  bestimmt  sich 
daher  der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  dadurch,  dass  man  die  Summe 
der  Quadrate  aus  dem  Producte  der  Fehler  in  die  Präcisionen  zu  einem  Minimom 
macht. 
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Differentiirt  man  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  nach  J*^  /f*  . . .  J^  und  seiet 
das  Resultat  der  Null  gleich,  so  ist  der  Bedingung  des  Minimums,  mit  Rücksicht 
da88  in  einem  gegebenen  Falle  dJ'^=  dJ"  =  dJ*"  . . .  ist,  genügt  durch : 

h'  h'  J'  +  h"  h"  J"+...  +  k'^h'^J^  =  o. 

Vergleicht  man  mit  diesem  Resultate  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  einer  Unbekannten  (Gleichung  6)  pag.  280)  aus  Beobachtungen  mit  ver- 
schiedenem Gewichte  und  schreibt  in  der  citirten  Gleichung  statt  m'  und  [z'  —  x)  die 
Huchßtaben  p'  und  z/'  und  analog  die  übrigen  Grössen,  so  wird  man  zufolge  dieser 
Gleichung  haben: 

p'  ^/  +p"  J"  +  .,.  +p^  J^  =  0  , 

und  daraus  unmittelbar   den  ScMuss   ziehen  dürfen,    imbeschadet  dass   die  beiden 

Gleichungen  mit  willkürlichen  constanten  Factoren  durchmultiplicirt  sein  können,  dass 

die  Quadrate  der  Präcisionen  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Gewichte  oder  die 

Präcisionen  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  der  Gewichte.   Dieser 

wichtige   Satz  wird  sich  später  wieder    auf  einem   ganz    anderen    Wege  beweisen 

lassen. 

/ 


§  4.    Der  wahrscliebiUelie  Fehler, 

Ein  mit  dem  Maasse  der  Präcision  sehr  nahe  verwandter  Ausdruck  ist  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  der  Hegriff  des  wahrscheinlichen  Fehlers.  Es  soll 
unter  dem  Ausdrucke  wahrscheinlicher  Fehler  jener  Fehler  definirt  erscheinen ,  der 
die  Eigenschaft  hat,  dass  in  einem  gegebenen  Falle  der  Wahrscheinlichkeit  nach, 
sowohl  ebenso  viele  Fehler  grösser  als  auch  kleiner  gefunden  werden  wie  er  selbst 
ist,  so  dass  er,  wenn  man  die  Fehler  ihrer  absoluten  Grösse  nach  geordnet  hin- 
schreibt,   in  die  Mitte  derselben  zu  stehen  kommt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungen  hat  man: 

2^fe-^^^^dJ=i. 
VnJ 

o 

Es  sei  durch  r  der  wahrscheinliche  Fehler  bezeichnet ;  zerfällt  man  das  oben 
hingeschriebene  Integral  dieser  Grenze  entsprechend,  so  hat  man  auch: 

Vn  J  Vn  J 


r 


Da  diese  Integrale  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  der  Fehler  zwischen 
den  bezüglichen  Chrenzen  darstellen,  so  muss  der  Definition  nach  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  sein: 


OD 


Ce-^JJ  dJ  =  fe-'*^^  dJ  , 


37' 
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oder  mit  Rücksicht  auf  die  erstere  B^lation: 


r 

2h 


Vn 


fe-^*'^^dJ  =  ^'y  i) 


setzt  man,  um  die  weiteren  Entwickelungen  bequemer  zu  gestalten : 

dt  =  h  d  ^  ^ 

so  wird  für  die  Grenze  J  =  r  zm  setzen  sein :  <  =  ä  r ;    da  aber  dieser  Werth  von 
t  in  einem   gegebenen  Falle   ein   völlig  bestimmter  ist,    so   soll  für   denselben    der 

Buchstabe  T  eingeführt  werden;  man  hat  also: 

T 
T  =  hr     oder    r  =  -^  . 

Man  erhält  demnach    mit  Rücksicht  auf  i)  für  die  Bestimmung  der   Grenze  T  die 
Gleichung : 


/«-« dt^yf.  ^) 


Es  ist  sofort  klar,  dass  diese  Gleichung  nur  durch  Versuche  gelöst  werden 
kann,  etwa  in  der  Weise,  dass  man  sich  eine  Integraltafel  für  das  vorliegende  In- 
tegral mit  dem  Argumente  »obere  Grenze«  entwirft  und  jenen  Werth  des  Argu- 
mentes durch  Interpolation  zu  finden  sucht,  der  der  Relation  2]  genügt.  Es  stellt 
sich    daher  vorerst   die  Aufgabe,    das   vorgelegte   Integral  numerisch  auszuwerthen. 

« 

Es  lassen  sich  hierzu  sehr  verschiedene  analytischeMethoden  angeben,  die  aber  alle 
sehr  beschwerlich  in  der  Ausführung  werden,  wenn  T  nahe  der  Einheit  gleich  ist; 
ich  will  hier  nur  einige  dieser  Methoden  kurz  anführen. 

Ist  T  klein,  so  kann  man  mit  Vortheil  die  Integration  durch  Theilung  an- 
wenden; man  erhält  sofort: 

fe'^^dt=te'^^^  +  2  ffie'^^dt  . 
Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  findet  sich: 

y^-«  dt  =  t  e-"  +  I  /3  ^-«  4.  (1)2  r  <*  C-«  dt , 
und  man  erhält  schliesslich  die  Reihe: 

J  \        '         3        '       35     ^     35.7  / 

und  durch  Einführung  der  Grenzen: 

/:-«.,=7..-"{.+'--f'+i^+!i^+...}, 

o 

welche  Reihe  jedoch  nur  mit  Vortheil  angewendet  wird,    so  lange  r<  i  ist,  wie- 
wohl dieselbe  theoretisch  für  jeden  endlichen  Werth  von  T  convergirt. 


293     

Ist  aber  T"^  i,   so  empfiehlt  sich   die   folgende  von  Laplace   ausgeführte 
Verwandlung  des  obigen  Integrales  in  einen  Kettenbruch.     Setzt  man: 


e 


tife-''dt  =  Uo  , 


SO  16t 


dt 


d^uo         dui  .    , 

d^UQ        dui  .    , 


oder  allgemein: 


in  welchem  Ausdruck  n  der  Reihe  nach  die  Werthe  i,  2,  3  ...  annehmen  kann. 
Dividirt  man  nun  diesen  Ausdruck  beiderseits  mit  u^^  um  das  Verhältniss  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  zu  kennen,  so  wird : 


woraus  folgt: 


und  es  wird  dann  sein: 


schreibt  man  also : 


so  erhält  man  auch: 


=  2^  +  2»*'"-«     , 

-  it 

2  n 

n: 

zn 

«•» 

2^ 

2n 

2t 

«*ii-i 

I      1 

"*!•-•.  1 

Mn 

*  — 

I 

"         1 

3i 


wodurch  das  VerlüLltniss  zweier  auf  einander  folgender  Differentialquotienten  durch 
das  Verhältniss  des  höheren  derselben  gegen  den  nächst  höheren  ausgedrückt  er- 
fMtheint  unter  dem  Vorbehalte,  dass  nicht  n  =  0  ist,  indem  in  diesem  Falle  die  obige 
allgemeine  Formel  ihre  Giltigkeit  verliert.     Es  soll  nun   das  Verhältniss  in  diesem 

speciellen  Falle  untersucht  werden,  also  «q  durch  —  ausgedrückt  werden.     Es  war 

aber  oben  die  Relation  gefunden  worden : 

u^  =  2u^t+  1  , 


991 


also  ist: 


wonach  nun  geschrieben  werden  kann: 

«0 

multiplicirt  man  linker  Hand  mit  2  t  und  dividirt  den  Nenner  rechter  Hand  durch  2  i 
und  ersetzt  diese  letztere  Grösse  durch  k,  so  findet  sich  sofort : 


2  t.e 


u  fe-ttdt= '——  4) 

«0  r   » 


welche   Relation   die   Bestimmung   des  Integrales  von    der  Kenntniss   des   Werthes 

^  abhängig  macht,  es  ist  aber  nach  3]  (pag.  293) : 
••0 


HD 


VI 


«1 


...i/i 


«2 


^8  r   » 


U.  8.    W. 


Substituirt  man  successive  diese  Werthe  in  4),    so  findet  sich  leicht  der  fol- 
gende Kettenbnich : 


2<e«/'e-«Ä  =  — ^ 


-h* 


1+3* 


i-h4* 


dessen  Hildungsgesetz  klar  ist.     Führt  man  nun  in   diesem  Ausdrucke   die  Grenze 
0  =  7  ein,  so  wird  der  Ausdruck  die  unbestimmte  Form  —  erhalten :   nun  ist  aber 
(vergl.   16)  pag.  288)  : 


OD 


fe'^^dt  =  \V7i  , 


also  ist  auch: 


*  OD 

/*«-«  dt  =  ^Vn  —fe-"  dt  . 
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Man  erhält  demnach  durch  EiiiBetsung  der  Grenzen  T  und  oq  in  dem  Kettehbruche 
unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  k\ 


ijz 


.+  • 


»r« 


-T— /  • 
Viel  radcher  als  nach  ii^end  einer  Methode  erhält  man  den  numerischen 
Werth,  wenn  man  auf  das  vorgelegte  Integral  die  mechanische  Quadratur  anwendet, 
welches  Beispiel  ausfuhrlich  pag.  36  u.  ff.  behandelt  ist. '  Es  soll  nun  mit  Hilfe 
der  daselbst  gefundenen  Zahlen  der  numerische  Werth  von  T  bestimmt  werden,  der 
der  Gleichung  2)   (pag.  292)  genügt;  es  ist  bekanntlich: 

-^  =  0.443   "34  627  . 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  der  Integraltafel  (Tafel  X) ,  so  sieht  man 
sofort,  dass  die  gesuchte  Grenze  zwischen  die  Argumentwerthe  0.47  und  0.48  fallt; 
interpolirt  man  das  betreffende  Intervall  in  engere  Grenzen,  so  erhält  man  die  fol- 
gende Specialtafel : 


'III 


0.475 

0.441 

5697 

030 

+  7976 

381 

• 

0.476 

0.442 

3673 

411 

+  7968 

791 

7590 

—  9 

0.477 

0.443 

1642 

202 

+  7961 

192 

7599 

—  8 

0.478 

0.443 

9603 

394 

+  7953 

585 

—  7607 

0.479 

0.444 

7556 

979 

Der  zu  suchende  Werth  liegt  daher  sehr  nahe  dem  Argumente  0.477. 

Stellt   man   daher  mit  Hilfe   der  Differenz werthe  vom  Argumente   0.477  aus- 
gehend die  Funktion  nach  Potenzen  von  ;»,  dem  Abstände  vom  nächsten  Argumente 
in  Einheiten  des  Intervalles,  dar,  so  erhält  man  als  Bestimmungsgleichung  für  n 
0.443  ^^34  627  ==  0.443   1^42  202  +  0.000  7964  993  n  —  0.000  0003  799  »2  ^ 
woraus  folgt: 

»   =   —  0.0637    239    ^ 

es   ist  mithin   der  gesuchte  Werth  von  T,    der  als  Specialwerth   mit  q  bezeichnet 
werden  soll: 

q  =  0.476  9362   761  , 
der   nur  um   wenige  Einheiten  der  zehnten  Decimale  unrichtig  sein  kann.     Es  ist 
also,  wenn  wie  oben  (pag.  292]  mit  r  der  wahrscheinliche  Fehler,  mit  h  das  Maass 
der  PTäcision  bezeichnet  wird. 
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« 

wobei  durch  die  numerische  Bestimmung  von  q  erreicht  wird,  dass  man  der  durch 
die  Gleichung*  i]    (pag.  292]  ausgedrückten  Bedingung  genügt. 

Das  Maass  der  Präcision  ist  demnach  umgekehrt  proportional  dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  und  kann  bestimmt  werden,'  sobald  der  wahrscheinliche  Fehler 
r  bekannt  ist.  Indem  es  sofort  klar  ist,  dass  eine  Bestimmung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  möglich  sein  wird,  wenn  man  sich  nur  vei^genwärtigt,  dass  nach  der  De- 
finition für  denselben  aus  einer  grösseren  Beobachtungsreihe  schon  ein  Näherungs- 
werth  erlangt  werden  muss,  wenn  man  die  Beobachtungsfehler  ihrer  Grö^e  nach 
ordnet  und  den  Fehler  der  bei  dieser  Anordnung  in  die  Mitte  fallenden  Beobach- 
tung (imgerade  Anzahl  der  Beobachtungen)  oder  das  Mittel  der  Fehler  der  beiden 
mittleren  Beobachtungen  (gerade  Anzahl]  als  Werth  für  r  annimmt.  Wiewohl  später 
schärfere  Methoden  angegeben  werden  zur  Erlangung  des  Werthes  von  r,  so  genügt 
doch  dieser  Hinweis,  dass  die  Möglichkeit  geboten  ist,  im  gegebenen  Falle  das 
Maass  der  Präcision  h  numerisch  festzustellen  und  hiermit  erscheint  das  Integral 

welches  die  Wahrscheinlichkeit  angibt  für   das  Auftreten  eines  bestimmten   Fehlers 
innerhalb  der  willkürlichen  Grenzen  a  und  i,  v  vollständig  bestimmt. 

Wenn  man  die  bisherigen  Entwickelungen  überblickt,  so  sieht  man,  dass  aus 
dem  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  allein  die  Herstellung  des  eben  hingeschrie- 
benen Integrales  möglich  war ;  die  gemachten  Schlussfolgerungen  erscheinen  aber  nur 
dann  völlig  streng ,  wenn  eine  unendliche  Anzahl  von  Beobachtungen,  die  frei  von 
Constanten  Fehlem  sind,  vorliegt ;  man  wird  demnach^  da  in  einem  speciellen  Falle  doch 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegen  kann,  mit  einem  halbwegs 
annehmbaren  Grade  von  Sicherheit  den  Resultaten  dieser  Formel  nur  dann  Ver- 
trauen schenken  dürfen,  wenn  die  Beobachtungen  zahlreich  sind;  sind  sie  es  aber 
nicht,  so  werden  die  nach  diesen  Principien  abgeleiteten  Resultate  zwar  im  grossen 
Durchschnitte  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechen,  können  aber  im  spe- 
ciellen Falle  trügerisch  sein. 

Die  .Formel  6)  wird  eine  zweckmässige  Gelegenheit  bieten,  die  theore- 
tisch gefundene  Form  durch  die  Beobachtungen  selbst  zu  prüfen;  setzt  man  vorerst 
voraus,  dass  r  in  irgend  einer  Weise  für  eine  specielle  Beobachtungsreihe  bestimmt 
vorliege,  also  h  bestimmbar  ist  nach  5)  (pag.  295)  (die  Zahl  der  Beobachtungen  sei 
m)  so  wird,  wenn  man,  da  das  Auftreten  negativer  und  positiver  Fehler  nach  der 
quadratischen  Form  von  6j  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  die  Fehler  ihrer  abso- 
luten Grösse  nach  in  Rechnung  zieht,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auftretens  eines 
bestimmten  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  ±:  ^|  bestimmt  sein  durch : 

+  ^i 
J  V  w 
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wobei  sich  die  Multiplication  mit  m  daraus  erklärt,  dass  das  vorgelegte  Integral 
der  Bestimmung  der  Constanten  gemäss  für  die  Grenzen  —  oo  und  -{~  oo  der  Einheit 
(Gewissheit)  gleich  wird  Um  nun  dieses  Integral  in  eine  Tafel  hringen  zu  können, 
wollen  wir  die  schon  mehrfach  ausgeführte  Substitution 

anwenden  und  erhalten  hierfür: 

m  1  ---  rf^  =  m  •  -^  I  e"^^  dt  , 

—  hJi  o 

Das  zuletzt  angeführte  Integral  ist  bereits  numerisch  durch  die  Tafel  X  gegeben ; 
zur  bequemeren  Anwendung  habe  ich  aber  aus  dieser  Tafel  durch  Multiplication  mit 

-—  eine  kleinere  Tafel  (Tafel  XI V^)  abgeleitet,  die  auf  5  Decimalen,  was  für  die  vorlie- 
genden  Zwecke  mehr  als  ausreichend  ist,  den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

kJ       Vn  J 

o 

mit  dem  Argumente  »obere  Grenze  =  A  ^«  angibt;  es  wird  also  die  Anzahl  der 
Fehler  Ax  sein,  die  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  ihrer  absoluten  Grösse  nach 
zwischen  den  Grenzen  o  und  ^|  liegen  für  eine  Beobachtungsreihe  von  m  Beobach- 
tungen, deren  Maass  der  Präcision  h  ist: 

Ax  =  m  Jkjt      , 
für  die  Fehlergrenze  ^2  erhält  man  ähnlich: 

^2  =  m  Jkjt  , 
u.  s.  f.,  es  wird  daher  die  Anzahl  der  Fehler  1A2  zwischen  den  Grenzen  ^1  und  ^2 
bestimmt  sein,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  J^  ^  <^i  ^^^1  durch: 

1-^2  =  m  {JkJt  —  J^kJi  }  •  7) 

Theilt  man  demnach  für  eine  gegebene  Beobachtungsreihe  die  Fehler  ent- 
sprechend ihrer  Grösse  in  Gruppen,  so  erhält  man  empirisch  das  Gesetz  der  Fehler- 
vertheilung;  vergleicht  man  diese  Erfahrungsresultate  mit  der  Formel  7),  so  erhält 
man  ein  Bild,  in  wie  weit  die  theoretisch  gefundenen  Grundlagen  mit  der  Erfah- 
rung stimmen.  Indem  weiter  unten  ein  ausführliches  Beispiel  für  die  Behandlung 
einer  Beobachtungsreihe  nach  den  hier  dargelegten  Methoden  vorgenommen  werden 
wird,  schalte  ich  hier  nur  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Erfahrung  in  der  That  das 
Resultat  der  Formel  7)  bestätigt,  wenn  nur  den  allgemein  nothwendigen  For- 
derungen genügt  wird;  es  zeigt  sich  nur  im  Allgemeinen  die  Abweichung,  dass 
grosse  Fehler  in  der  Praxis  etwas  häufiger  vorkommen,  als  es  die  Theorie  gestattet, 
was  wohl  darin  seine  Erklärung  findet,  dass  selbst  bei  den  sorgfältigst  angestellten 
Beobachtungsreihen  eine  oder  die  andere  Beobachtung  durch  ein  zufälliges  Versehen 
im  höheren  Maasse  entstellt  wird,  eine  Discontinuität ,  die  den  Forderungen  der 
Methode  entgegen  ist. 


Offolzer,  Bfth'BbestimniOBgen.  II.  38 
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§  6.    Der  Darchsehnittsfehler  und  der  mittlere  Fehler. 

Zieht  man  aus  allen  Beobachtungsfehlem  das  Mittel  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen  derselben,  also  ihrem  absoluten  numerischen  Werthe  nach,  so  soll  das 
so  gewonnene  Resultat  mit  dem  Namen  » Durchschnittsfehler  u  bezeichnet  und  für 
denselben  der  Buchstabe  rj  gesetzt  werden;  man  bezeichnet  wohl  auch  diesen  so 
bestimmten  Fehler  als  »Mittel  der  Fehler«.  Bildet  man  aber  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Fehlerquadraten  und  zieht  aus  diesem  Mittel  die  Quadratwurzel,  so 
erhält  man  den  »mittleren  Fehler«,  der  mit  dem  Buchstaben  e  bezeichnet  werden  soll. 
Man  wird  zu  beachten  haben,  dass  beide  Definitionen  völlig  willkürlich  sind,  durch 
dieselben  aber  ganz  bestimmte  Begriffe  bezeichnet  werden.  Sind  also  (^),  [^, 
. . .  (z/^)  die  wahren  Beobachtungsfehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  ihrer 
absoluten  Grösse  nach,  und  m  die  Zahl  der  Beobachtungen,  so  bestehen  den 
obigen  Definitionen  gemäss  die  Relationen: 

Durchschnittsfehler  =  ij  =  -1  {  [J')  +  (^')  +  . . .  +  (J^)  ] 


= .  =  |/^- 


mittlerer  Fehler         „^  ^  +  J" ^' +  . ..  + J- ^ 


m 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  wird  man  in  der  Lage  sein,  das  Verhältniss  der 
eben  hingeschriebenen  Fehler  zu  dem  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen.  Es 
ist  bekannt ,  dass  durch  (p  [J] ,  wo  die  Form  der  Funktion  nunmehr  durch  die  vor- 
stehenden Untersuchungen  völlig  festgestellt  ist,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens eines  Fehlers  von  der  ürösse  J  dargestellt  wird;  ist  m  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen, so  werden  m  (p  [J)  Fehler  von  der  Grösse  J  auftreten ;  man  wird  also, 
wenn  man  die  Summe  der  Fehler  ihrem  absoluten  Werthe  nach  bildet,  demnach 
für  diese  Summe  erhalten  aus  jenen  Fehlem  die  die  Grösse  J^  haben:  Jim<p{^i], 
aus  jenen  Fehlem  von  der  Grösse  ^2  ^'d  sich  die  Summe  bilden  J^^  V  (-^2' 
u.  s.  f. ;  es  ist  demnach : 

(z/')  -h  (^')+  ••.  +  [J^]  =m[J,q>[J,)  +  J^Vi^^)  +  -^zVi^z)  +  '"  )  • 
oder  auch: 

jj  =  ^  J  (p  [J]. 

Setzt  man  nun  wieder  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraus,  so  ist  es  erlaubt  sic^ 
die  obige  Summe  näherungsweise  durch  ein  Integral  ersetzt  zu  denken  und  man 
erhält  mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungen : 

1}  ==  Cjtp  [J)  dJ=  -^  jh  J  «-«^^  dJ  . 


—  Oft 


Um  nun  das  eben  aufgestellte  Integral  auseuwerthen ,   setze  man  A^  =  I. 
es  wird  demnach: 


hynj  \     hyn  / 
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nach  Einführung  der  Grenzen  resnltirt: 

nun  war  oben  (pag.  295)  gefunden  worden 

r    ' 
wobei  Q  eine  Constante  (q  =  0.47694)   vorstellt  und  r  der  wahrscheinliche  Fehler 
ist.     Substituirt  man  diesen  Werth  für  h  in  dem  Ausdruck  für  rj,  so  erhält  man  die 
folgende  lineare  Relation,  die  zwischen  dem  Durchschnittsfehler  i;  und   dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  r  besteht: 

>?  =  77=  =  i.i829r, 

oder: 

r  =  ^  V/r  .1^  =  0.8453  i;  .  0 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Relation  zwischen  dem  mittleren  Fehler 
i  und  dem  wahrscheinlichen  r  herstellen  lassen.  Sind  wieder  m  Beobachtungen 
vorhanden,  so  werden  Fehler  von  der  Grösse  ^1  vorhanden  sein  m(p[Jx)i  c^lso  der 
Beitrag  zur  Summe  der  Fehlerquadrate  fnJx^<p[J\)^  ebenso  erhält  man  als  den  Bei- 
trag fiir  die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus  den  Fehlem  von  der  Grösse  J^  den 
Werth  m  J^q>[J^y  es  ist  also,  ähnlich  wie  früher: 

€^=  2  J^  q>(J)    , 
Ersetzt  man  wieder,  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraussetzend,  die  Summe  durch 
ein    Integral,     führt    für  (p  [J]    die    bereits    bekannte    Formi    ein    und    dehnt    die 
Grenzen,  um  alle  Fehler  zu  umfassen,  bis  auf  00  aus,  so  wird : 

+  *  OD 

Vn  J  Yn  J 


— « 


Zur  Auswerthung  dieses  bestimmten  Integrales  setze  man  hJ=  t,    so  erhält  man 
zunächst : 


€2  =— V-   I  2  tte-^^dt  ; 
A2l/;i  J 


o 

dieses  Integral  lässt  sich   aber  leicht  auf  bekannte  Formen  zurückführen.     Wendet 
man  darauf  die  theilweise  Integration  an,  so  ist,  wenn  man  setzt: 

y  =  e  ""  ,     dx=  dl 
fzit  e-"  dt=  (—1  e-")  +  A""  dt  . 

o  o 

Das  erste  Glied  wird   durch  Einsetzung  der  Grenzen   der  Null  gleich,    das  zweite 
Glied  ist  aber  bereits  oben  (pag.  288J  entwickelt  und  gleich  ^—  ,  es  ist  also : 


€ 


2  — 


j/n  i_ 


38» 
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daher : 


I 


ersetzt  man  wieder  h  durch  —  ,  so  wird: 

r 

€  =  — ^  =  1.4826  r  1 

eV»  [  2; 

r  =  f  V2.  e  =  0.6745 e  .  I 

Der  Zusammenhang  zwischen  e  und  r  ist  demnach  wieder  ein  linearer  und  der 
Factor  von  c  nahezu  gleich  |.  Vergleicht  man  nun  die  beiden  gewonnenen  Rela- 
tionen i)  und  2),  so  resultirt  noch   eine  Relation  zwischen  rj  und  e.  es   wird   sein: 


§.  6.    Das  Terhiltniss  der  Genaaigkeit  des  arithmetischen  Mittels  zu  der  einer 

Einzelnbeobachtnng. 

Sei  X  der  wahre  Werth  der  Unbekannten^  die  durch  die  Beobachtungen  JT, 
Jf",  JU"\  ...  bestimmt  werden  soll,  so  sind  die  Heobachtungsfehler  selbst  offenbar: 

J'  =  M'  —  X,  J"  =  3f'  -  X,  J'"  =  3f"  —  X  U.S.  f., 

« 

oder 

x  =  M'  -  J'  ,  x  =  M''—  J"  ,  x  =  M"  —  J"  u.  s.  f.  , 

zieht  man  aus  diesen  m  Gleichungen  das  Mittel,  so  erhält  man: 

X  =  i  (iT  +  M"  +  M"'  +  ,..)-±{J'  +  ^-  +  J"'  +...). 

Uas  erste  Glied  stellt  demnach  das  arithmetische  Mittel  selbst,  also  den  wahrschein- 
lichsten Werth  dar,  das  zweite  Glied  den  Fehler  desselben;  bezeichnet  man  mit  £ 
den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Quadrat 
des  mittleren  Fehlers  bestimmt  durch : 

E^=  ^{J"  +^'  +  J"'  +  ...}^   , 
oder: 

Das  zweite  Glied  dieses  Ausdruckes  enthält  die  Summe  der  Producte  aus  den 
Amben  ohne  \Viederholung,  die  sich  aus  den  Beobachtungsfehlem  bilden  lassen ;  da 
nun  positive  und  negative  Fehler  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  sind, 
so  wird  man  bei  einer  grösseren  Beobachtungsreihe  wohl  die  Behauptung  aufstellen 
dürfen,  dass  sich  diese  Producte  in  der  Summe  grossentheils  aufheben,  oder  dass 
mindestens  diese  Summe  gegen  das  erste  aus  nothwendig  positiven  Grössen  sich 
summirende  Glied   sehr  klein  wird.     Es  wird  also  genähert  gesetzt  werden  dürfen: 
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Da  in  der  Folge  häufig  die  Summenzeichen  Torkommen ,  so  werde  ich  hierfür  die 
bequeme  Gauss^  sehe  Bezeichnung  einführen,  indem  man  statt  des  Summenzeichens 
die  zu  summirende  Funktion  in  eckige  Klammer  setzt,  es  ist  also: 

2(J  J)  =[J  J]=:m^P  . 
Ist  nun  €    der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung,    so  ist  nach   der  Definition  des 
mittleren  Fehlers: 

m€^=  [JJ] , 
und  es  besteht  demnach  die  Relation : 

Ym 

da  aber  die  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler  in  linearer  Relation 
zu  einander  stehen,  so  ist  auch: 

E  :  €=  It :  r  =  H :  rj  ^=  1  :  Vm  ,  2) 

d.h.  der  mittlere,  wahrscheinliche  und  Durchschnitts-Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
verhält  sich  zum  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung,  wie  sich  umgekehrt  die  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Beobach- 
tungen zur  Einheit  verhält.  Bezeichnet  man  aber  durch  (ITj  das  Maass  der  Präcision 
des  arithmetischen  Mittels,  mit  h  das  der  einzelnen  Beobachtung,  so  resultirt  auch: 

I  :  Vm  =  A:  (Ä),  3) 

d.  h.  die  Genauigkeit  nimmt  im  Verhältniss  der  Quadratwurzeln  aus  der  Anzahl  der 
Beobachtungen  zu;  hält  man  diess  mit  der  oben  (pag.  279)  gegebenen  Definition 
des  Gewichtes  p  zusammen,  wonach  dasselbe  ^der  Anzahl  der  Beobachtungen 
proportional  wächst  und  bezeichnet  mit  P  das  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels, 
80  erhält  man  eine  bereits  anderweitig    (pag.  291]  erwiesene  Relation: 

h:(H)=yp:VP,  4) 

d.  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  sich  zu  einander  wie  die  Gewichte, 
und  die  Präcisionen  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Ge- 
wichte; daraus  resultirt  auch: 

E:e=^yp:VP 

R:r  =  Vp:VP  \  5) 

H:ri=Vp:  VP 

d.  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  sich  umgekehrt  zu  einander  wie  die 
mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler. 


§  7.    Bestimmung  des  mittleren  und  des  Dnrehschiiltts-Fehlers  ans 

gleichwerthigen  Beobachtungen. 

Es  war  bisher  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  die  wahren  Beobachtungs- 
fehler J\  J^ .. ,  bekannt  seien ,  und  aus  diesen  wurden  die  verschiedenen  Fehler- 
arten hergeleitet.     Nun  sind  aber  die  wahren  Beobachtungsfehler  niemals   in  voller 
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Strenge  bekannt  und  es  stellt  sich  daher  die  Aufgabe,  aus  den  nur  nahe  richtig 
zu  bestimmenden  Beobachtungsfehlem  (Beobachteter  Werth  —  arithmetiBckes 
Mittel)  nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  die  yerschiedenen  Fehlerarten  zu 
bestimmen. 

Sind  3r,  W^  if"  ...  die  beobachteten  Grössen  und  M  der  Werih  des  arith- 
metischen Mittels,  und  werden  die  durch  die  Rechnung  gefundenen  Fehler  (Beob. 
Werth  —  arithm.  Mittel)  durch  v  bezeichnet,  so  ist: 

welche  Werthe  mit  den  wahren  Beobachtungsfehlem  identisch  wären,  wenn  M  dem 
wahren  Werthe  der  Unbekannten  x  entsprechen  würde,  welche  Voraussetzung  nur 
dann  statthaft  ist,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegt.  Sei 
nun  der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  durch  d  bezeichnet,  so  ist: 

M—z  —  8 
und  offenbar: 

J'  =  M'  —  X,     J"  =  M"  -x,     ^"  =  3r"  —  a:  . . . 
oder 

J'  =  v'  +  8  .      ^'  =  ü"  +  d  ,      zT"  =  o"'  +  d  . . . 

Sind  nun  m  derartige  Beobachtungen  vorhanden,  so  wird  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate  bestimmt  sein  durch: 

[JJ\  =  [t?t?]  +  2  [r]  d  +  »»  ^^  . 
Nun  ist  aber  nach  der  Bestimmung  des  arithmetischen  Mittels  M  nothwendig : 

[r]  =  o  , 

also  besteht  auch  die  wichtige  Relation: 

[z/^]  =[t>c]  H-mdi  ,  i) 

in  welcher  aber  ö  unbekannt  ist  und  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Werth 
und  dem  arithmetischen  Mittel  angibt ;  es  wird  aber  das  Quadrat  dieses  Unterschiedes 
mit  dem  Quadrate  des  mittleren  Fehlers  des  Resultates  im  Durchschnitte  überein- 
einkommen.  Ist  also  e  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung,  so  ist  auch 
nach  Gleichung  2)  des  vorausgehenden  Paragraphen  (pag.  301) : 

d2  =  —    ; 
m     ' 

andererseits  ist  aber  nach  der  Definition  des  mittleren  Fehlers: 

daher  schreibt  sich  statt  i) : 

oder: 


m— 1  '  f    m — 1     ' 


«'  =    -±—.   ,        €  =  ni    1/  -^-7     ,  2« 


nach  welcher  Formel  der  mittlere  Fehler  zu  bestimmen  ist,    aus  den   zwischen  den 
Beobachtungen  und  dem  arithmetischen  Mittel  auftretenden  Differenzen  o. 
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Geht  man  sofort  auf  die  Relationen  über,  die  den  mittleren  Fehler  mit  dem 
wahrscheinlichen  Fehler  verbinden,  so  erhält  man: 


r  =  ±  0.6745  /S  '  3) 

und  die  bezuglichen  Fehler  der  arithmetischen  Mittel  werden: 


£  =  ±    !/_]«£]_  ß  _  ±0.6745    V-T^-.  •  4) 

f   m(m— 1)  '  '^-^     Y  m{m — i)  ^' 

Hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten  aus  den  Beobachtungen  selbst  r  und 
demnach  auch  h  zu  bestimmen  und  so  die  Bedeutung  von  q>  (J)  yöUig  festzustellen; 
man  ist  also  jetzt  in  der  Lage,  an  jeder  gegebenen  Beobachtungsreihe  die  theo- 
retisch gewonnenen  Resultate  über  die  Fehlervertheilung  zu  prüfen.  Ehe  ich  aber 
daran  gehe,  will  ich  noch  zeigen,  wie  man  zur  Kenntniss  des  Werthes  r  auch 
durch  die  Summe  der  Unterschiede  zwischen  den  Beobachtungen  und  dem  arith- 
metischen Mittel  genommen  im  absoluten  Sinne  [-f*  ti\  gelangen  kann ,  ein  Ver- 
fahren, welches  bei  gleichwerthigen  Beobachtungen  auf  eine  bequemere  Rechnung 
führt.  Setzt  man  vorerst  eine  sehr  umfassende  Beobachtungsreihe  voraus,  so  wird 
sehr  nahe  sein  : 

m  1/  =  [4- 1>]  ,     mt^=[vv] .,. 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (pag.  3cx>) : 

wird  im  grossen  Durchschnitte  sein : 

[+v]  =  ±  j/^y^TlH     oder    Vi^  =  ±  ^^  y\  , 

womit  also  jene  Relation  hergestellt  ist,  die  im  Allgemeinen  zwischen  [vr]  und 
[4- f ]  bestehen  wird;  setzt  man  dieselbe  in  die  Gleichung  2],  3)  nnd  4)  ein,  so 
erhält  man: 


e  =  ±  1.2533  -44=fU  ,  £=±  1.2533  --'7^ 
r  =  ±  0.8453  lÄL  ,  Ä  =  ±  0.8453       ^■^'" 


\m\m — I)  m^  \m — 1) 


5) 


§  8.    Erlftuterang  nnd  Prfifting  der  yorstehenden  Methoden  dnrch  die 

Beobachtungen. 

Es  soll  nun  zur  Erläuterung  und  Prüfung  der  vorstehenden  Methoden  ein 
Beispiel  vorgenommen  werden,  welches  allerdings  nicht  ganz  die  genügende  Aus- 
dehnung hat,  doch  würde  ein  grösseres  Beispiel  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen. 
Es  wurde  mit  Hilfe  einer  Mikrometerschraube  ein  Intervall  von  600"  4omal  gemessen 
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um  den  Gangfehler  der  Schraube  zu  bestimmen;  ich  setze  neben  eine  jede  Be- 
obachtung sofort  den  Unterschied  zwischen  dem  angenommenen  Mittel  und  der* 
selben  im  Sinne:  Beobachtung -Rechnung,  und  ausserdem  das  Quadrat  dieses  Unter- 
schiedes an;  man  erhält  so: 


jir 

V 

v6 

• 

if 

V 

vv 

jir 

V 

vv 

I 

6oo"o 

— 

2"2 

4"84 

15 

6or'4 

—  o"8 

o"64 

28 

6oo"9 

-  i"3 

i"69 

2 

599-7 

— 

2-5 

6.25 

16 

601.4 

—  0.8 

0.64 

29 

601.4 

—  0.8 

0.64 

3 

599-5 

— 

2-7 

7.29 

17 

603.4 

+    1-2 

1.44 

30 

600.8 

—   1-4 

1.96 

4 

604.6 

+ 

2.4 

5.76 

18 

603.1 

+   0.9 

0.81 

3« 

600.0 

—  2.2 

4.84 

5 

603.9 

+ 

1-7 

2.89 

19 

601.8 

—   0.4 

0.16 

32 

600.7 

1-5 

2.25 

6 

604.8 

+ 

2.6 

6.76 

20 

600.6 

1.6 

2.56 

33 

601.4 

—  0.8 

0.64 

7 

606.1 

+ 

3-9 

15.21 

21 

602.0 

—  0.2 

0.04 

34 

602.9 

+  0.7 

0-49 

8 

604.7 

+ 

2-5 

6.23 

22 

602.7 

+  0.5 

0.25 

35 

602.9 

-h  0.7 

0.49 

9 

602.1 

0. 1 

O.Ol 

23 

603.7 

+  1.5 

2.25 

36 

602.4 

+  0.2 

0.04 

lO 

602.2 

0.0 

0.00 

24 

602.1 

1 

—   O.I 

O.Ol 

37 

602.4 

+  0.2 

0.04 

II 

600.7 

«•5 

2.25 

25 

602.3 

4-  0.1 

O.Ol 

38 

602.1 

—  0.1 

O.Ol 

12 

602.4 

+ 

0.2 

0.04 

26 

602.6 

+  0.4 

0.16 

39 

603.6 

+  1.4 

1.96 

13 

601.6 

0.6 

0.36 

27 

602.7 

+  0.5 

0.25 

40 

603.6 

+   1.4 

1.96 

14 

601.7 

0.5 

0.25 

V 

Da  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  zuerkannt  ist,  so  ist  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten  gleich  dem  arithmetischen  Mittel^  es  ist  also: 

M  =   602"2    , 

und  die  Unterschiede  dieses  Mittelwerthes  gegen  die  Beobachtungen  finden  sich  in  der 
mit  V  überschriebenen  Columne;  bildet  man  überdies  die  Quadrate  dieser  Fehler, 
so  hat  man  sich  vorerst  die  nöthigen  Hilfsgrössen  verschafft,  um  den  wahrschein- 
lichen Fehler  r  zu  bestimmen;  man  erhält  zunächst: 

[+  v]  =  45.1  [vv]  =84.39  • 

Zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  kann  man  beide  Werthe  be- 
nützen; es  ist  klar,  dass  eine  völlige  Uebereinstimmung  beider  Zahlen  nicht  hervor- 
treten wird,  indem  ja  die  Identität  nur  bei  einer  unendlichen  Anzahl  der  Beobach- 
tungen hervortreten  könnte :  man  hat  nach  §  7  Gleichung  3)  und  5)  (pag.  303)  hier- 
für die  Relationen,  wenn  man  sofort  die  auftretenden  Coefßcienten  logarithmisch 
ansetzt  und  zu  den  Formeln  das  aus  den  obigen  Zahlen  gewonnene  Resultat  hinzu- 
fügt: 

r  =  ±  IPI^  ^-^4  =  ±o"992 


r  =  ±  [9.9270] 


ym{m — 1) 


Man  sieht,  dass  beide  Resultate  in  sehr  befriedigender  Weise  stimmen ;  da  aber  in 
der  Regel  die  mit  Hilfe  des  mittleren  Fehlers  berechneten  Werthe  von  r  der  Wahr- 
heit näher  kommen,  als  die  aus  dem  Durchschnittsfehler  erhaltenen,  so  soU  fiir  die 
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folgenden  Rechnungen  der  erstere  Werth  (r  =  dr  o"992)  beibehalten  werden ,  wie- 
wohl es  klar  ist,  dass  man  keine  wesentlich  anderen  Resultate  erhalten  würde, 
wenn  man  den  zweiten  allein  benützen  würde.  Berechnet  man  nun  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  des  arithmetischen  Mittels  (vergl.  2)  pag.  301),    so  findet  sich: 

Ä  =  -^  =  ±  o"i57  • 
Das  Maass  der  Präx^ision  findet  sich  nach  §  4  (pag.  295) : 

Ä  =  ^^^  =  0.481. 

Um  nun  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  durch  die  Formel  §  4  Gleichung  7) 
(pag.  297)  vergleichen  zu  können,  ordne  ich  die  obigen  Fehler  ihrer  Grösse  nach. 
Man  findet  so,  wenn  man  jeden  Fehler  mit  der  Nummer  der  Beobachtung  versehen 
ansetzt : 


+  5 

+  v 

+  e 

+  » 

10  o"o 

26 

o"4 

33 

o"8 

20 

i"6 

9  o.i 

14 

0.5 

18 

0.9 

5 

1-7 

24  0.1 

22 

0.5 

»7 

1.2 

I 

2.2 

25  0.1 

27 

0.5 

28 

1-3 

31 

2.2 

38  0.1 

13 

0.6 

30 

1.4 

4 

2.4 

12  0.2 

34 

0.7 

39 

1.4 

2 

2-5 

21  0.2 

35 

0.7 

40 

1.4 

8 

2.5 

36  0.2 

15 

0.8 

II 

1-5 

6 

2.6 

37  02 

16 

0.8 

23 

»•5 

3 

2.7 

19  0.4 

29 

0.8 

32 

1-5 

7 

3-9 

Fasst  man  nun  die  Fehler  in  Gruppen  zusammen,  die  z%vischen  den  Grenzen 
0.0 — 0.3,  0.5  —  i.o,  i.o — 1.5,  1.5 — 2.0,  2.0  —  2.5  und  2.5 — 00  liegen,  und  zählt 
die  Hälfte  jener  Fehler,  die  genau  an  der  Grenze  liegen,  zur  Hälfte  zur  voran- 
gehenden und  zur  Hälfte  zur  nachfolgenden  Gruppe,  so  erhält  man  als  Resultat 
jene  Zahlen,  die  ich  weiter  unten  in  der  mit » beobachtet  a  überschriebenen  Columne 
aufgenommen  habe.  Bildet  man  nun  die  Argumente  h  J  für  die  Integraltafel  XIV 
(vergl.  §  4  pag.  297),    so  erhält  man  mit  Hilfe  derselben  : 


J 

hJ 

Jjk 

JkJ^-J 

0.0 

0.000 

0.000 

0.266 

0.5 

0.240 

0.266 

0.238 

I.o 

0.481 

0.504 

9 

0.188 

1.5 

0.721 

0  692 

0.134 

2.0 

0.962 

0.826 

• 

0.085 

2.5 

1.202 

0.911 

0.089 

00 

00 

I.OOO 

Oppoli«r,  BAliDbMtimmaikgen.  U. 
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ipUeurt  van  nun  die  in  der  letzten  Columne  «bs  «rete  DiffBrensweitbe  «n- 
geeeteten  Zahlen  mit  der  Aneahl  4ei'  dteobaobtiingen  (vergi.  §  4yag«  297»),  so  findet 
man  4ie  aach  der  Tlieorie  mnerhalb  «ler  gegebenen  Grenaen  aiek  vorfindende  Fehler- 
anaabl;  dieaelbe  stelut  in  der  C/olusine  •berachnet«. 


Grenzen 

beobachtet 

berechnet 

0.0 — 0.5 

12.5 

10.6 

0.5 I.O 

9-5 

9-5 

i.o— 1.5 

6.5 

7-5 

1.5—2.0 

3.5 

5.4 

2.0 — 2.5 

4.0 

3.4 

2.5 — 00 

4.0 

3.6 

Die  Vergleicbung  zeigt  also,  dass  in  der  Tbat  die  llieorie  mit  der  Erfahrung 
in  sehr  befriedigender  Weise  stimmt. 


§  9.   Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  ans  nngleiehwerthigen 

Beobachtungen« 

Es  ist  bei  den  letzten  Entwibkelungen  stets  der  einfachste  Fall  in  Betracht 
gezogen  worden,  wo  eine  Unbekannte  aus  einer  bestimmten  Anzahl  directer  He- 
obachtungen  von  gleichem  Gewichte  abgeleitet  wurde;  es  soll  nun  die  Aufgabe  ge- 
löst werden,  aus  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  den  mittleren  tmd  den 
wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  zu  ermitteln. 
Die  Besultate  der  Beobachtungen  wären  M\  iS\  M'^y  . . . ,  diesen  Resultaten  w&ren 
beziehungsweise  die  Gewichte  p\  p\  p'"  , . .  zugetheilt ,  danA  ist  der  duicb  das 
arithmetische  Mittel  bestimmte  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  (vergl. 
pag.  280)  M  bestimmt  durch: 

in   welchem  Ausdrucke  die  Gewichtseinheit  offenbar   willkürlich   ist.     Einigt   man 

sich  aber  über  eine  Einheit  und  sei  dann  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung, 

die  das  Gewicht  i  erhält,  so  ist  offenbar  der  mittlere  Fehler  des  Endresultates  be- 

stimmt  durch: 

e 


B  = 


Vlp] 


Bezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  x  den  wahren  Werth  der  Unhekannten 
und  setzt  wieder: 

M—x  =  8, 
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■ 

80  wild)  die  SelaAion  zwischen  den  wirkUohen  Reobachtimgsfehlem  /f  ^  /f\  /f'*  . . . 
üid  den  Differenzen  zwisehen  den  beobachteteni  Weithen*and  dem  angenommiene«! 
Mittelwerthe  bestimmt  sein  durch: 

zT  =  ü'  +  (J  ,  ^'  =  r"  +  cJ  ,  ^"  =  ü'"  +  d  ,  ... 
der  Fehler  J'  wird  zur  Beobachtnng  M  gehören,  die  das  Gewicht  p'  erhält  und 
ähnUch  für  die  übrigen.  Statt  aber  eiivec  Beobachtung  dias  Gewieht/»'  ziUAUfickveiben, 
kann  man  sich  vorstellen,  dass  dieselbe  das  Resultat  ist  von  p*  Einzelnbeobachtungen 
mit  der  Gewichtseinheit,  es  wird  aho  in  dieser  der  Fehler  /1\  p  mal  vorkommen, 
ebenso  der  Fehler  /f\  p*  mal  u.  s.  f. ;  es  wird  demnach  sein: 

[pJJ]  =  [p  Vt]  4-  2   [pv]  d  +  [p]  CJ2    . 

Hier  ist  aber  der  Bildung  der  Grösse  M  gemäss  streng : 

[p  v\=o  , 
denmach  hat  man  auch: 

[pJ'J]^[pfi'-v]^  [p]d^. 
Für   S^  wird  aber,    wie  oben,   das  Quadrat  des  mittleren*  Fehlers  des  G»e- 
aanuntDesulteteB  zw  setzent  aein,  also  da  ist: 

60  wird  man  haben: 

[/i^^  =[p  Vt]   +«2.  2) 

Es  erübrigt  nur  noch  die  Grrösse  [p  J ^f]  durch  e  auszudrücken.    Es  ist  aber 
im  Durchschnitte  für  die  wahrscheinlichen  Fehlerquadrate  anzunehmen: 

also: 

[pJJ]  =meV, 

wenn  m  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  die  verschiedenes  Gewicht  haben,  vor- 
stellt, welbhe  Zahl  jedoch  nicht  mit  der  Summe  der  Gewichte  verwechselt  werden 
darf.     Führt  man  nun  diese  Relation  in  Gleichung  i)  ein,  so  findet  sich  sofort: 

r     m—i     '  y   [p]{m— 1) 

und  für  die  wahrscheinlichen  Fehler: 


r  =  ±  0.6745  VS  ,        ii  =  ±  0.6.745  ^i^,-  4) 

Man  wird  beachten,  dass  man  ganz  dasselbe  Resultat  für  e  und  r  erhalten 
würde,  wenn  man  jede  einzelne  Beobachtung  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes 
(also  mit  der  Präcision)  multipliciren  würde  und  dann  die  gefundenen  Zahlen  so 
behandelt  hätte,  wie  Beobachtungen  mit  gleichem  Gewichte.  Bs  wird  sich  später 
henuMstell^i,  dass  auch  in  oomplicirteren  Fällen  dieses  Verhältniss  hervortritt  und 
man  hat  demnaoh  ein*  sehr  einfaches  und  radicales  Hilfsmittel  gewonnen,  um 
Beobaehtungsreaultate  von  verHehiedenem  Gewichte  nach*  jenen  Methoden  behan-» 
dein,  zu.  können^  die  für  glbiöhwerthige  Beobachtungen  gelten* 

39* 
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Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  man  für  die  Rechnung  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  auch  die  absoluten  Fehler  verwerthen  kann ;  mit  Hilfe  der 
zuletzt  gemachten  Bemerkung  wird  man  aber  statt  der  Relation: 

die  pag.  303  gefunden  wurde,  zu  schreiben  haben: 
und  erhalten: 

doch  bieten  diese  Formeln  im  vorliegenden  Falle  geringere  practische  Vortheile  als 
oben. 

Es  sollen  nun  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden; 
ich  werde  das  früher  gewählte  Beispiel  wieder  vornehmen,  aber  dasselbe  durch  eine 
willkürliche  Znsammenfassung  der  Einzelnbeobachtungen  in  Resultate  von  verschie- 
denen Gewicht  verwandeln ;  ich  erhalte  so  : 


^ 

M 

Gewicht 

V 

vv 

pvv 

I       5 

öors 

5 

— 

o"7 

0.49 

2.45 

6—  8 

6o5"2 

3 

+ 

3.0 

9.00 

27.00 

9 

602.1 

I 

— 

O.I 

O.Ol 

O.Ol 

10 — 12 

601.8 

3 

— 

0.4 

0.16 

0.48 

13—17 

601.9 

5 

— 

0.3 

0.09 

0.45 

18 

603.1 

I 

+ 

0.9 

0.81 

0.81 

19 — 20 

601.2 

2 

I.O 

I.OO 

2.00 

21—30 

602.1 

10 

O.I 

O.Ol 

O.IO 

31—34 

601.2 

4 

— 

1.0 

1.00 

4.00 

35—40 

602.8 

6 

+ 

0.6 

0.36 

2.16 

daneben  habe  ich  in  die  C/olumne  v  und  vv  die  Unterschiede  der  Beobachtung 
gegen  die  mit  Rücksicht  auf  Gewicht  abgeleiteten  Mittelwerthe  und  die  Quadrate  der- 
selben gesetzt.  In  der  Columne  pvv  finden  sich  die  letztgenannten  Fehlerquadrate 
mit  ihrem  Gewichte  multiplicirt;  für  jlf  findet  sich  nach  Gleichung  i)  pag.  306: 

M  =  602^2  ;  und  weiter  [p  vv]  =  39.46  , 

se  wird  also  nach  Gleichung  3)  und  4)  pag.  307 : 

r  =  ±   i"4i 

R=±   0"22   . 

Vergleicht  man  diese  Zahl  mit  der  oben  (pag.  305)  .für  R  gefundenen  ±  0*16. 
so  findet  man  allerdings  keine  ganz  genügende  Uebereinstimmung,  wie  dies  zn  erwar- 
ten ist,  da  in  dem  letzteren  Falle  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  die  man  den  Prin- 
cipien  der  Wahrscheinlichkeit  unterworfen  hat,  nur  gleich  10  ist;  man  wird  daher  bei 
einer  so  geringen  Zahl  nicht  erwarten  dürfen,    dass  sich  alle  Zufälligkeiten  völlig 
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eliminiren  können,  und  dies  als  erneuten  Hinweis  betrachten  dürfen,  dass  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  nur  dann,  und  hier  auch  nur  unter  gewissen  oben 
erwähnten  Vorbehalten,  verlässliche  Resultate  liefern  kann,  wenn  eine  grosse  Anzahl 
von  Beobachtungen  vorliegt.  Da  bei  der  Durchführung  des  obigen  Beispieles  aber 
nur  die  Absicht  vorlag,  die  Bechnung  nach  den  Formeln  klar  zu  legen,  so  mag 
dasselbe  für  diesen  nächsten  Zweck  genügen. 


§  10.  Ermittelang  des  mittleren  Fehlers  eines  Resultates  ans  der  Snmme  nnd 

Differenz  directer  Beobachtungen.^ 

Indem  durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  die  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  den  Fall  directer  Beobachtungen  der  Unbekannten  er- 
ledigt erscheint,  soll  der  durch  die  Ueberschrift  bezeichnete  Specialfall  anhangsweise 
hier  näher  vorgenommen  werden,  hauptsächlich  aus  dem  Grunde,  weil  derselbe 
in  einer  völlig  unabhängigen  Art  eine  bereits  in  zweifacher  Weise  erwiesene 
theoretische  Grundlage  der  Methode  bestätigt.  —  Die  bisherigen  Betrachtungen 
waren  bislang  den  Fällen  angepasst  worden,  wo  unmittelbar  die  zu  bestimmende 
Grösse  beobachtet  wurde,  in.. der  Anwendung  wird  man  aber  meist  mit  complicirteren 
Fällen  zu  thun  haben,  welche  sich  jedoch  meist  ohne  Schwierigkeit  auf  die  bisher 
in  Betracht  gezogenen  einfachen  Fälle  reduciren  lassen;  bevor  jedoch  an  die  Lö- 
sung dieser  allgemeinen  Aufgabe  geschritten  wird,  soll  hier  noch  der  verhältniss- 
massig  einfache  Fall  in  Betracht  gezogen  werden^  wo  eine  Grösse  durch  die  Summe 
und  Differenz  unmittelbar  beobachteter  Werthe  bestimmt  wird,  wobei  jedoch  die 
beobachteten  Werthe  als  völlig  von  einander  unabhängig  gedacht  werden.  Es  ist 
also  X  bestimmt  durch  die  Relation : 

wobei  durch  yx  und  y<i  die  wahren  Werthe  der  Funktionen  vorgestellt  werden,  die 
durch  ihre  Summe  oder  Differenz  den  wahren  Werth  von  x  finden  lassen.  Die  Be- 
obachtungen selbst  werden  aber  den  wahren  Werth  von  y^  und  y^  nicht  genau 
wiedergeben  und  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  einer  jeden  solchen 
Beobachtungsreihe  sei  beziehungsweise  €]  und  £2  •    I^^e  Beobachtungen  werden  hier : 

für  yi  die  Fehler  ^/,  ^/',  j; 

9     y2     »  »  ^2',   ^2"»   ^1 

ergeben,   demnach  wird  der  Fehler  von  x  sein,  der  sich  aus  Combination  der  ersten 

Beobachtungen  ergibt,  je  nachdem  man  die  Summen  und  Differenzen  zu  nehmen  hat 

und  ähnlich  erhält  man  aus  der  (/ombination  der  zweiten  und  folgenden  Beobach- 
tungen : 

[jc  ±  j{') ,  {jr  ±  jf] . . . 

Bildet  man  nun  die  Summe  der  Fchlerquadrate  und  nennt  e„  den  mittleren 
Fehler  einer  Bestimmung  von  x  und  setzt  voraus,  dass  sowohl  y^  als  auch  yi^  m  mal 


[ 

m 

*  • 


—   3/ie   — 

t 

beobachtet   wurdo ,    6o  dass  m  BestimiKungen  von  x  verliege&y   so  mias  nadij  der 
Defiiiition  des  mittlem  Fehlers  seisi : 

m  €ö^  =  [ä\  Jx]  ±  2  [J^  J^]  -4-  [Jl-2  J2]  • 
I^t  aber  die  Anzahl  der  l^obachtungen  gross,  so  wird  bald  das  inittleie  Glieds 
welches  aus  der  Summe  von  GÜBdem  mit  veiachiedenen  Zeieheni  gebildet  wird, 
gegen  die  äusseren  Glieder,  die  sich  ausi  Chiadsaten  suflamiicen,  veihäbniasmäasig 
klein  werden  und  man  wird  mit  einem  gewissen  Grade  der  Annäherung  schreiben 
dürfen : 

m  £0^  =  [^1  A]  +  [^2  A]  ' 
Riedenkt  man  aber,  das  ist: 

so  erhält  maa  unmittelbar: 


i^=«±  Va,2  +  fi2?,  I) 

d.  h.  der  mittlere  Fehler  einer  solchen  eombinirten  Hieobachtung  ist  gleich  der 
Quadratwursel  ans  der  Summe  der  Quadrat«  der  mittleren^  Fehter  der  direeten 
Beobachtungen . 

Wie  man  sieht,  könnte  man  leicht  diese  Betrachtungen  auf  solche  Beobaoh- 
tui^en  ausdehnen^  die  sich  aus  mehren  dii!«cten  Beobachtungen  additiv  und  sub^ 
tracti«  combiniren  ^  man  würde  den  mittleren  Fehler  der  Bestimmmng  von*  x^  dunn 
erhalten  aus : 


wobei  gesetzt  ist: 

und  sich  die  verschiedenen  61 ,  €3  •  *  •  ^^^  ^^^  Resultate  der  direeten  Messung  be- 
ziehen; natürlich  gilt  auch  dieselbe  Relation  für  den  wahrscheinliphen  Fehler,  man 
hat  daher: 


Wollte  man  das  Gewicht  einer  solchen  Bestimmung  von  x  beetimmeni  so  bat 
man  nur  zu  beachten,  dass  nach  dem-  obigen  (vergl.  pag^  301)  siob.  die  Gewichte 
direct  wie  die  Quadrate  der  Präcisionen  odec  umgekehrt  wie-  die  Quadrate  der 
wabnscheinlichen  Fehler  verhalten ;  seien  nun  die-  Gewichte  der*,  eilixehien  Bestinn 
mungen  /^j ,  />2  7  i^a  •  •  •  9  so  wird  sein : 


und  man  hat: 


Hätte  man  die  Unbekannte  durch  die  Summation  von  m  gleich  genauen  Be- 
obachtungen, deren  mittlerer  Fehler  £  sei,  bestimmt,  so  ist  der  mittlere  Fehler 
dieser  Summe  e^  nach  den  eben  angestellten  Betrachtungen  bestimmt  durch: 

«0^  =  w  e^    oder    «o  =  i  «  Vw  , 


—   sn    — 

dmdirt  tnaii  rtnn  beiderseits  durch  m,   so  erhSlt  tnan  eine    schon  früher  a\if  eitle 
gtcttz  andere  Weise  (pag.  301)  bewiesene  Relation,  nämlich: 


wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  ~  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 

ist.  Es  nimmt  «bo  der  mittlere  Fehler  dies  arithmetischen  Mittels  im  umgekehrten 
VerfaältnisB  zur  Quadratwuraiel  der  Anzahl  <der  zum  tAittel  vereinigten  Beobach- 
tmigeii  ab.  Der  fniher  betmohtete  Fall  der  Ermittelung  ties  mittleren  Fehlers  eines 
Resultates  aus  der  Smmme  und  Diffetrenz  directer  Beobachtungen  ist  einer  Eti^i- 
teraig  fähig»  iKe  häufig  genug  in  der  Anwendung  vorkommt;  es  seien  nämlich  die 
eifueliien  Summenweithe  yx,  y2)  V^y  •••  bevor  dieselben  2um  Resultate  ^usammen- 
zufittsen  sind,  mit  den  constanten,  aber  bekannt  vorausgesetzten  Factoren  beziehungs- 
webe  iK\y  «2,  03 ,  ...  zu  mahiplioiren^  dann  hat  die  voirgelegte  Funktion  die  Fotm : 

«  =  ^  «1  yi  ±  «2  y2  ^  03  y3  tt . . . 

Sind  nun  die  bezüglichen  mittleren  Fehler  der  Beobachtungsresultate  yi ,  ys, 
y^  . .  .  ausgedrückt  durch  £| ,  Cg ,  «3  . .  . ,  so  ist  sofort  klar,  dass  die  a  Factoren  be- 
dingen werden,  dass  der  mittlere  Fehler  des  ersten  Productes  a^  s^  sein  wird,  der 
zweite  a^  e^  u.  s.  f.,  damus  kann  man  unmittelbar  den  Schluss  ziehen  mit  Rücksicht 
auf  die  für  den  einfacheren  Fall  gemachten  Betrachtungen,  dass  der  mittlere  Fehler 
des  Resultates  Zj  der  wieder  durch  s^  bezeichnet  wird,  sich  darstellt  durch: 

eo  =  ±  V«i*«r^  +  «2^Ci^  +  «3'«3^-f  ...    =  ±  V[^r^  ;  4) 

sind  €lse  wahrscheinlichen  Fehler  <|,  e^,  e^  ...  alle  gleich,  so  erhält  man: 


£0  =  =t  fi  V[aa] 


B.  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Bestimmung  einer 
oder  mehrer  unabhängiger  ünbekaimten  aus  Beobaohtungen. 

§1.  Allgemeines. 

Es  kann  nun  daran  gegangen  werden,  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe 
durchzuführen,  nämlich  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  Unbekannten,  welche  Punktionen  der  beobachteten  Grossen 
sind ;  die  oben  betrachteten  speciellen  Fälle  der  directen  Beobachtung  sind  natürlich 
in  dieser  allgemeinen  Auflösung  mit  inbegriffen. 

Dieses  allgemeine  Problem  umfasst  zwei  Klassen  von  Aufgaben,  welche  von 
einander  abgetrennt  werden   müssen.     In   der  ersten  Klasse  sind   die  Unbekannten 
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unabhängig  (independent)  von  einander,  sind  also  keinen  weiteren  Bedingungen  unter- 
worfen als  den  Beobachtungen  möglichst  zu  genügen,  so  dass  vor  Anstellung  der  Be- 
obachtungen jedes  beliebige  System  von  Werthen  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
in  Anspruch  nimmt ;  in  der  zweiten  Klasse  sind  schon  a  priori  gewisse  Bedingungen 
vorhanden,  die  streng  erfüllt  sein  müssen,  und  ausserdem  muss  der  möglichst  gute  An- 
schluss  an  die  Beobachtungen  erzielt  werden.  Dieser  letztere  Fall  spielt  insbesonders 
bei  den  geodätischen  Ausgleichsrechnungen  eine  wichtige  Rolle,  kann  aber  für  den 
Zweck  des  vorliegenden  Werkes  übergangen  werden,  da  in  den  wenigen  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Fällen  leicht  der  richtige  Weg  mit  Hilfe  der  Methoden  der  ersten 
Klasse  gefunden  werden  kann ;  es  wird  daher  in  der  Folge  nur  auf  die  Bestimmung 
von  einander  unabhängiger  Unbekannten  Rücksicht  genommen.  Wiewohl  dadurch 
die  Aufgabe  schon  wesentlich  eingeschränkt  ist,  so  muss  noch  eine  weitere  Ein- 
schränkung vorgenommen  werden,  die  daraus  resultirt,  dass  die  folgenden  Betrach- 
tungen einen  linearen  Zusammenhang  der  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen 
fordern,  ein  Fall,  der  selten  genug  bei  der  Anwendung  hervortreten  wird;  ist  also 
das  Verhältniss,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall,  kein  lineares,  so  wird  man  sich  von 
Fall  zu  Fall  dadurch  helfen  können,  dass  man  die  lineare  Form  herstellt,  indem 
man  sich  in  irgend  einer  durch  das  Problem  bestimmten  Weise  sehr  genäherte  Werthe 
für  die  Unbekannten  verschafft  und  die  Verbesserungen  dieser  Näherungen  sucht; 
betrachtet  man  diese  als  Grössen  erster  Ordnung,  so  wird  der  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Incrementen  der  Unbekannten  zu  der  dadurch  bedingten  Aenderung 
in  der  Beobachtung  durch  den  diesbezüglichen  Differentialquotienten  in  linearer 
Weise  ausgedrückt  sein.  Es  kann  unter  Umständen  die  Ermittelung  der  genäherten 
Werthe  der  Unbekannten  und  die  Entwickelung  der  Differentialquotienten  Schwie- 
rigkeiten machen,  für  diese  Lösung  lassen  sich  aber  keine  allgemeinen  Regeln  geben, 
da  dieselben  von  der  Natur  des  vorgelegten  Problemes  abhängig  sind.  Es  wird  in 
der  Folge  vorausgesetzt,  dass  für  die  gestellte  Aufgabe  den  eben  ausgesprochenen 
Forderungen  genügt  ist. 

Es  ist  demnach  die  vorgelegte  Aufgabe  dadurch  wesentlich  erleichtert,  dass 
die  Form  der  Abhängigkeit  der  Unbekannten  von  den  Beobachtungen  eine  lineare 
ist.  Ist  also  M  der  beobachtete  Werth,  :r,  y,  z  ., .  die  Unbekannten,  a^  h^  c  ..  . 
die  durch  das  Problem  bestimmten  Coefficienten ,  so  ist  die  allgemeine  Form  der 
Relation  zwischen  der  Beobachtung  und  den  Unbekannten  dargestellt  durch: 

aar-f-Jy  +  c«-}-..  .  +  /=3f. 

Eine  solche  Gleichung  allein  gibt  nur  eine  Relation  zwischen  den  Un- 
bekannten, ist  aber  nicht  zur  Bestimmung  derselben  ausreichend ;  es  müssen  noth- 
wendig  mindestens  ebensoviele  essentiel  verschiedene  Gleichungen  vorhanden  sein, 
als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind ;  in  dem  letzteren  Falle  ist  die  Bestimmung  der- 
selben eben  möglich,  soll  aber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  angewendet 
werden,  so  ist  es  klar,  dass  mehr  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sein 
müssen.  Sind  nun  jlfi ,  Jf2 ,  3fs  ...  die  beobachteten  Werthe ,  so  wird  man  als 
Bedingungsgleichungen  haben: 
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ai  a;  4-  Ji  y  +  ^1  «  +  •  •  •  +  l\  =  Mi 


Diese  werden  sich  aber  sofort  einfacher  schreiben  lassen,  wenn  man  zur  Abkürzung 
einführt : 

Ml  —  /j  =  »1 

M2 ij  =  »2 

-M3  —  ^3  =  »3 

•  >  • 

« 

•  •  • 

WO  »1,  912,  ^j  .  .  .  mit  den  Beobachtungen  im  directen  Zusammenhange  bleiben, 
weil  /|  y  I2,  h  - '  -  durch  das  Problem  bestimmte  Grössen  sind  ;  es  schreiben  sich 
daher  die  Bedingungsgleichungen: 

«1  i«?  +  *i  y  +  c,  «+...=  », 


Wären  die  Beobachtungsfehler  völlig  Null,  so  würde  jede  beliebige  Combi- 
nation  aus  einer  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  hinreichenden  Anzahl  von  Glei- 
chungen identische  Werthe  für  die  Unbekannten  finden  lassen,  wegen  der  Beobach- 
tungsfehler aber  werden  zwischen  solchen  verschiedenen  Lösungen  Differenzen  auf- 
treten ;  die  Lösung  muss  demnach  so  vorgenommen  werden,  dass  den  Beobachtungen 
nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  genügt  wird.  Hierbei  wird  auch  auf  den 
Umstand  dass  nicht  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  ertheilt  wird,  Rück- 
sicht zu  nehmen  sein.  Die  folgenden  Betrachtungen  werden  aber  lehren,  dass  man 
durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  in  diesem  Falle  die  Bedingungsgleichungen  auf 
gleichwerthige  zurückfuhren  kann. 

Sind  V\ ,  V2y  03  .  . .  die  nach  der  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler  in  den 
Beobachtungen  genommen  im  Sinne:  Beobachtung -Rechnung,  so  werden  die 
obigen  Bedingungsgleichungeli  nach  Einsetzung  der  gefundenen  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  für  n^,  n^,  ^  •  .  nicht  die  durch  die  Beobachtung  ge- 
fundenen Werthe  finden  lassen,  sondern  offenbar  die  Werthe  (»i — t?i),  (wj — ©2)  •  ••» 
es  werden  sich  daher  statt  der  Bedingungsgleichungen  die  folgenden,  jetzt  völlig 
erfüllten  Relationen  schreiben  lassen  : 

«i^  +  *iy  +  öi^+.--+«>i=«i 

ö3ar-|-A3y  +  C3«-f-...-|-»3  =  «3 

.  •  •  • 

•  •  •  • 

Ist  nun  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit,  so 

Oppolx«r,  Bahnb«itiminang«n.  U.  40 
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wird  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  sein  mit  dem  Gewichte  pi  offenbar  —=  , 

mit  dem  Gewichte  p2  aber  --=  u.  s.  w.     Würde  man  jeder  der  eben  hingestellten 

Gleichungen  die  Gewichtseinheit  zutheilen,  so  würde  der  mittlere  Fehler  von  «i, 
t?2,  t?3  u.  8.  w.  i^  Allgemeinen  gleich  werden  e ;  es  sollen  aber  entsprechend  den  an- 
genommenen Gewichten  die  Fehler  -4=,  -^  . . .  gefunden  werden,  dies  wird  man 

aber  erreichen  können,  wenn  man  die  oben  hingeschriebenen  Gleichungen  mit 
Vpt,  Vp2  u.  s.  w.  durcl^ultipliclrt;  man  hat  dann: 

Vpi  (h  X  +  Vp^  b^  y  +  Vpi  Ci  z  +  , . .  +Vpi  f>t  =  Vpt  n^ 

V/ij  «2  ^  +  V/^  Ä2  y  4-  Vft  ^2  «  4- . . .  +  V/h  f?2  =  Vft  »2  ,\ 

i  ^) 

V/>3  fla  ^  +  VÄ  *3  y  +  Vft  <^3  «  4- . . .  +  V/?;i  ©3  =  Vps  «3 


Behandelt   man   nun   diese  Gleichungen  unter.  Annahme  gleicher  Gewichte  für  die- 
selben^ so  wird  jede  Gleichung  als  mittleren  Fehler  e  geben;  es  wird  also  sein: 

e  =  Vpi  Vi     oder      t?i  = 


Vpi 


€  =  V/>2  ©2     oder      V2  =  — =  , 

und  die  mittleren  Fehler  von  Vi,  v^  .  , .  sind  entsprechend  den  ihnen  zugetheilten 
Gewichten  bestimmt.  Man  leitet  daraus  die  Regel  ab,  dass  Beobachtungen  mit 
verschiedenen  Gewichten  ebenso  behandelt  werden  können,  wie  Beobachtungen 
von  gleichen  Gewichten,  w^enn  man  alle  Bedingungsgleichungen  vorher  mit  der 
Quadratwurzel  des  Gewichtes  oder  mit  der  Präcision  durchmultiplicirt. 

Die  vorausgehenden  Betrachtungen  haben  also  gezeigt,  dass  man  unter  allen 
Kedingungen  das  Problem  reduciren  kann  auf  den  einfachsten  Fall,  nämlich  auf 
lineare  Gleichungen  mit  gleichem  Gewichte. 


§  2.   Bildung  der  Normalgleiehnngen. 

Den  im  vorstehenden  Paragraphen  aufgestellten  Bedingungsgleichungen: 

ai^-|-*iy  +  ^i«4-  ...—  «i=o 


a^X'{'b2y  +  c^z+  ...  —  «2=0 
(h^  +  hy  +  C:i^+  '"  — «3=0 


I) 


kann  im  Allgemeinen  in  den   hier  in  Ketracht   kommenden  Fällen  nicht  völlig  ge- 
nügt werden;    es.^werden  Unterschiede   übrig   bleiben,    wenn  für  x,  y,  z  bestimmte 
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Werthe  eingesetzt  werden,  die,  im  Sinne:  Beobachtung-Rechnung  genommen,  durch 
01,  «2,  93  ...  bezeichnet  werden  sollen;  man  wird  also  haben: 

«1  ^  +  *i  y  +  ^1 «  +  •  •  •  —  »1  =  —  f?i 

aiX  +  b^y  +  C2Z+  ...  —  «8  =  —  ^3 

Die  Unbekannten  x,  y,  z  ...  sind  aber  so  zu  bestimmen,  dass  die  Fehler  v  auf  das 
geringste  Maass  herabgedrückt  werden;  das  wuhrscheinlichste  System  wird  aber 
nach  den  bisherigen  theoretischen  Betrachtungen  dasjenige  sein,  welches  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht ;  man  wird  also  der  Relation  genügen 
müssen : 

[dv]  =  f?i  Vi  +  i?2  t?2  -\-  v^  Vz  +  •  •  •  =  Minimum.  3) 

Da  aber  x,  y,  z  ...  völlig  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden,  so 
muss  die  Bedingung  des  Minimum  für  jede  dieser  Unbekannten  erfüllt  sein ;  und  es 
ist  daher  nothwendig:  • 

"d^  —  ^^  "37"  —  ^»  ~dr  —  ^-'  ^' 

Diese  Differentialrelation  gilt  auch  für  das  Maximum,  doch  schliesst  sich  das 
letztere  sofort  hier  nach  der  Gestalt  der  Gleichungen  aus,  indem  dasselbe  nur  für 
unendliche  Werthe  der  Unbekannten  eintritt. 

Den  durch  die  Gleichungen  4)  aufgestellten  Bedingungen  allein  und  keinen 
weiteren^  ist  die  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  unter- 
worfen, gelingt  es  also,  wie  es  in  der  That  der  Fall  ist,  mit  Hilfe  dieser  Relationen 
ohne  weitere  Voraussetzungen  die  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  ist  das  vorgesteckte 
Ziel  erreicht. 

Führt  man  in  Gleichung  4)  die  angezeigten  Operationen  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung 3)  aus,  so  erhält  man: 

^«  1?F  +  ^2  -rfF  +  ^3  -rf7  +  . . .  =  o 

Vi    — = —    -+-    Vn    -3 —    -4-    V-i    -i —    -}-...    =0 

^     dz       '       *    dz       '       '^    dz       ' 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  in  der  Gleichung  4)  aufgestellten 
Anzahl  der  Bedingungen,  die  aber  wieder  nur  von  der  Anzahl  der  Unbekannten 
bestimmt  ist;  es  sind  in  Gleichiing  5)  also  so  viel  Gleichungen  von  verschiedener 
Zusammensetzung  enthalten  als  Unbekannte  vorhanden  sind,  und  es  erübrigt  daher 
nichts  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  als  die  Coefficienten  der  Gleichungen  5) 
auf  bekannte  Werthe  zu  reduciren.  Vorerst  werden  sich  die  Differentialquotienten 
von  0  nach  Gleichung  2)  sehr  leicht  bestimmen ;    man  erhalt  aus   diesen  letzteren 

Gleichungen  sofort  durch  Differentiation: 

40» 
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a,  =  — -j-,  6j 

«3  =  -4^.*3 


<ft?2  


C3  =  — 


rf»3 


dz 


6) 


Man  kann  daher  statt  Gleichung  5]  auch  schreiben: 

ai  t?i  +  02  Ü2  4-  «3  t?3  +  •  •  •  =  o 

Äi  i?i  +  Ä2  *^  +  ^3  ^'a  ff*  . . .  =  o 

C|  t?|  -f-  ^2  t>2  4-  <^  t?3  +  •  •  •  =0 


7) 


Ersetzt  man   nun  den  Werth  von  ü|,  «27  ^3  •-  •  durch   die  Relationen  in  der 
Gleichung  2)  (pag.  315)7  so  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  7)  in: 

ai  aj  a:  +  a,  i,  y  +  ö,  cj  z  +  . . .  —  o,  «j 

■^r  a^a^x-^  a^h^y  '\-  a^c*iz  +  ,..  —  a^n^ 

_  •  •  =  o 

4-a3a3a:  +  a3Ä3y  +  o.3C3;5-f-...  — 03^3 


ähnlich  wird  die  zweite  Gleichung  7)  sich  schreiben  lassen : 

ai  ij  a:  +  61  ij  y  -f-  *i  ^1  ^  +  •  •  •  —  ^i  »i 

+  03  63  a:  +  i,  ij  y  +  ij  r,  2  4-  .  . .  —  63  1I3 


=  o 


u.  8.  f.  —  Führt  man  nun  die  abkürzende  Gauss 'sehe  Summenbezeichnung  (pag.  301' 
ein,  so  wird  man  statt  der  Gleichungen  7]  schreiben  können  die  folgenden,  in  welchen 
die  Coefficienten  völlig  bekannte  Grössen  sind : 


[a  a]  ar  4-  L^  ^]  y  +  L^  ^]  ^  +  •  •  •  =  [a  «] 
[a  i]  ar  +  [A  i]  y  +  [6  c]  z  +  . .  .  =  [*  «] 
[a  c]  X  +  [Ä  c]  y  +  [c  c]  z  +  .  . .  =  [c  w] 


8) 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  kommt  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten, 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  bestimmt  die  Unbekannten  nach  dem  Axiome, 
dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist;  man  nennt  diese  Glei- 
chungen die  Normalgleichungen,  weil  dieselben  für  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten maassgebend  (normirendj  sind. 

Die  Bildung  und  Herstellung  der  Normalgleichungen  ist  nunmehr  theoretisch 
völlig  bestimmt,  nur  wird  die  thatsächliche  Durchführung  der  zahlreichen  Multipli- 
cationen  und  Additionen,  besonders  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  der  Be- 
dingungsgleichungen anwächst,  das  Bedürfniss  fühlbar  machen,  die  nothwendigen 
Rechnungsoperationen  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ,  so  dass  nicht  leicht  ein 
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Product  übergangen  werden  kann,  und  geeignete  Prüfungsmittel  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  herbeizuBchaffen. 

Letzteres  Verlangen  kann  leicht  durch  Bildung  einiger  Hilfsgrössen  befriedigt 
werden.  Bildet  man  nämlich  die  Summe  aller  zu  einer  Bedingungsgleichung  ge- 
höriger Coefficienten  und  bezeichnet  dieselbe  durch  s  mit  einem  entsprechenden 
Index,  so  hat  man: 

«3  +  *3  +  ^3  + 4-  «3  =  «3  ^ 


und  man  wird  sofort  zur  Prüfung  der  Coefficienten   der  Normalgleichungen,  wenn 
man  sich  die  Bedeutung  des  Gauss'schen  Summenzeichens  klar  macht,  haben: 


[a  a]  -]-  [a  b]  -{-  [a  c]  + [a  n]  =  [a  »] 

[ab]  +  [bb]  +  [bc]  +  ..,,[bn]  =  [b  s] 
[a  c]  +  [Ä  c]  +  [c  c]  + [c  »]  =  [c  s] 

[fl  »]  +  [6  «]  +  [c*]  +  ••••[«  w]  =  [n  8] 


lO) 


welchen  Relationen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnungsoperationen  genügt 
werden  muss.  Hierbei  könnte  aber  eine  beträchtliche  Unsicherheit  dadurch  ent- 
stehen, dass  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  sehr  different  in  Be- 
zu^  auf  ihre  Grösse  sind.  Es  muss  nämlich  die  Rechnung,  um  dieselbe  nicht  allzu 
weitläufig  zu  gestalten,  auf  eine  gewisse  Anzahl  von  Decimalen  beschränkt  bleiben; 
bei  den  Producten  der  grossen  Zahlen  wird  aber  die  Unsicherheit  der  Rechnung 
schon  Stellen  beeinflussen,  die  (bei  den  Producten  der  kleinen  Zahlen  noch  ganz 
sicher  erscheinen  und  es  muss  gewiss  ganz  erwünscht  sein,  sich  auch  der  Richtig- 
keit dieser  kleinen  Producte  zu  versichern ;  hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass 
die  kleinen  Coefficienten  sich  mit  derselben  Unbekannten  verbinden,  denn  es  ist 
klar,  dass  ein  kleiner  oder  mehre  kleine  Coefficienten  bei  einer  Unbekannten,  wenn 
nur  ein  grosser  Coefficient  derselben  vorhanden  ist,  einer  derartigen  Prüfung  nicht 
bedürfen.  Man  kann  nun  leicht  dieser  Forderung  genügen,  weun  man  für  die  Un- 
bekannten andere  Grössen  einführt,  welche  die  zugehörigen  Coefficienten  für  die 
verschiedenen  Unbekannten  nahe  gleichwerthig  machen,  und  es  wird  sich  stets 
lohnen,  diese  kleine  Mühe  nicht  zu  scheuen  und  stets  die  auftretenden  Factoren 
mögUchst  homogen  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen.  Es  ist  mir  stets  am  be- 
quemsten und  sichersten  erschienen,  den  grössten  (Coefficienten,  mit  dem  die  Un- 
bekannte multiplicirt  erscheint,  herauszuheben  und  mit  demselben  alle  Coefficienten 
dieser  Unbekannten  zu  dividiren.  Seien  der  Reihe  nach  a,  /^,  y  .  .».  die  grössten 
Coefficienten  von  z,  y,  ;?,...  und  sei  v  der  grösste  Werth  in  der  Reihe  der  Werthe 
^H  'h  ^  •  •  •  ^^>  erhalten  die  Bedingungsgleichungen  nunmehr  die  Form : 
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?M  +  5(/Jy)+J(yz)....  =  ^ 


b 

ß 


?(«<r)+^(/?y)+5(y«)....=^ 


") 


aus  welchen  nun  die  Unbekannten  {a  z),  iß  V)i  (/ ^)  •  •  •  mit  Hilfe  der  Normal- 
gleichungen in  Einheiten  von  v  erhalten  werden.  Man  wird  demnach  vor  Beginn 
der  Rechnungsoperationen  zur  Ermittelung  der  Normalgleichungen  den  eben  ge- 
machten Vorschriften  gemäss  die  Coefficienten  erst,  homogen  gestalten,  und  mit 
diesen  dann  die  Operationen  beginnen;  es  ist  klar,  dass,  um  von  der  in  lo) 
angedeuteten  Summenprüfung  möglichst  bequem  Vortheil  zu  sieben ,  die  Summen  s 
nach  9)  erst  mit  dem  homogen  gemachten  Coefficienten  berechnet  werden.  E0 
mögen  vielleicht  einem  in  diesen  Gebiete  der  Rechnung  wenig  erfahrenen  Rechner 
die  hier  angegebenen  Vorschriften  auf  den  ersten  Blick  die  Rechnung  zu  er- 
schweren scheinen,  die  häufigere  Anwendung  aber  wird  denselben  bald  lehren,  dass 
sie  ganz  wesentlich  zur  Sicherung  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung  beitragen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  weitere  Rechnung  zur  Bildung  der 
Normalgleichungen  und  zur  Lösung  derselben  übersichtlich  anlegen  kann  und  setze 
die  ursprüngliche  Form  der  Bedingungsgleichungen 


Ojz  +  J,  y-h  «•!«-!-. ..==»1 


voraus,  wobei  jedoch  nunmehr  die  Coefficienten  und  die  Unbekannten  der  Be- 
dingung der  Homogenität  imterworfen  sind.  Die  Bildung  der  Produkte  kann  nun 
leicht  entweder  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  oder  nach  BesseTs 
Vorschlag  mit  Hilfe  von  Quadrattafeln  vorgenommen  werden ;  ich  werde  zuerst  das 
erstere  Verfahren  auseinandersetzen. 

Man  wird  sich  zunächst  auf  oinen  mit  Horizontallinien  überzogenen  Bogen 
so  viel  ^  erticalcolumnen  vorbereiten,  als  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind; 
in  die  erste  Horizontalzeile  setzt  man  nun  die  logarithmischen  Coefficienten  der  Un- 
bekannten x^  in  die  zweite  die  von  y  u.  s.  f.;  in  die  vorletzte  Zeile  kommen  die 
Logarithmen  von  n,  in  die  letzte  die  von  «,  nachdem  man  sich  vorerst  auf  einem 
Nebenblatte  nach  den  Gleichungen  9)  dieselben  durch  Summation  verschaflPt  hat. 
Man  hat  also  zwei  Horizontalzeilen  mehr  auszufüllen,  als  Unbekannte  vorhanden 
sind;  das  Schema  gestaltet  sich  also  wie  folgt,  wobei  die  ZiiTem  in  den  Köpfen 
der  ('olumnen  den  Hinweis  auf  die  Nummer  der  Bedingungsgleichung  vorstellen 
sollen. 


sie 


Nammer  der 
Bedin^ngBgleiohong 

I 

2 

3 

•     •     •     • 

1 

Coefiiicient  von  x 

»           »  y 

•  •      • 

•  •      • 

log  Ol 

log*, 
logc, 

• 
• 

log  «2 
log*2 

logcj 

• 
• 

log  «3 

logij 
logcj 

• 
• 

•  •     •     • 

•  •     •     • 

•  •     •     • 

•             •      • 

Fehler 
Summe 

• 
• 

log», 

f 

log«! 

• 
• 

log  «2 
l0««2 

9 
• 

log  «3 
log  «3 

•  •     •     • 

•  •     •     ■ 

Auf  demselben  Folioblatte  wird  man  nun,  wenn  die  Bedingungsgleichungen 
und  die  Unbekannten  nicht  zu  zahlreich  sind,  Platz  für  die  gebildeten  Producte 
finden; 'man  wird  sich  zu  diesem  Ende,  wenn  man  durch  /i  die  Anzahl  der  Unbe- 
kannten bezeichnet: 

(f4  -f.  a)  (^  -f  3) 


I  .2 


t») 


Verticalcolumnen  bilden,  die  um  zwei  Horizontalzeilen  mehr  enthalten  als  Be- 
dingungsgleichungen vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile  jeder  dieser  Vertical- 
columnen setzt  man  als  Aufschrift  das  bezeichnende  Product,  also  aa,  aby  ac  . ,,  bbj  bc 
.^.nn^  nSj  in  die  letzte  Zeile  wird  dann  die  Summe  der  Producte  der  Vertical- 
columnen eingesetzt.     Sollte   die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  gross  sein,  so 

• 

wird  man  die  Zahl  der  Horizoutallinien  um  einige  vermehren  und  zwar  nach  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Bedingungf^gleichungen  die  Summen  der  Producte  bilden, 
um  durch  die  später  zu  erwähnenden  Prüfungsgleichungen  den  Ort  eines  eventuellen 
Fehlers  zu  bestimmen.  Nun  schreibt  man  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die 
Logarithmen  von  a, ,  02,  0$  . . .  und  hält  dieselben  über  die  a  Reihe  zum  Zwecke 
der  Addition ;  hierbei  wird  man  wohl  ohne  Mühe  die  Addition  der  Logarithmen  von 
links  nach  rechts  führend,  sofort  die  zugehörige  Zahl  aus  den  Logarithmentafeln 
hinschreiben  können;  man  erlangt  so  der  Reihe  nach  die  Producte  0,0,,  0202,  0303 
. . .  die  man  in  die  Columne  aa  sofort  einsetzt ;  hierauf  nickt  man  den  Papier- 
ttreifen  über  die  nächste  Horizontalreihe,  und  erhält  durch  die  analogen  Operationen 
^  ^  I  ^  *s  9  %  *3  •  •  -  ^^^  ^0  rückt  man  bis  zur  ^  Reihe  herab  und  findet 
schliesslich  tfi«i,  (h  ^9  ^^•••;  sind  so  die  Partialproducte  gebildet ,  so  addirt 
man  die  Zahlen  einer  jeden  Verticalcolumne  und  sieht  nach,  ob  der  Relation  (vgl. 
Gleichung  loj  pag.  317) 

[aa]  +  [ab]  +  [ac]  . . .  -f-  [an]  =  [as] 

genagt  wird.  Zeigt  sich  eine  Differenz  und  ist  man  sonst  geübt  in  der  Ausführung 
numerischer  Rechnungen,  so  wird  man  vorerst  den  Fehler  auf  sich  beruhen  lassen 
können,  da  die  weiteren  Prüfungsgleichungen,  wenn  man  sonst  keinen  merklichen 
Fehler  begeht,  den  Ort  des  Fehlers  näher  bezeichnen  werden;  hat  man  aber  nicht 
die  nöthige  Sicherheit,  so  wird  es  wohl  angemessen  sein,  die  einzelnen  Horizontal- 
zeileu  durch  die  Relationen 
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ZU  prüfen  und  den  Fehler  zu  ermitteln;  ist  80  die  genügende  Uebereinstimmung 
hei^estellt,  so  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  b  Coeffi- 
cienten  und  hält  dieselben  vorerst  über  die  Reihe  der  b  Coefiioienten ,  man  erhält 
so  der  Reihe  nach  die  Producte  b^  bi,  ^  &2  >  die  sofort  in  die  entsprechende  Co- 
lumne  bb  eingetragen  werden;  nun  rückt  man  den  Papierstreifen  über  die  c  Coeffi- 
cienten  und  erhalt  so  bi  c^,  b^  c^  ...  und  rückt  so  vorwärts,  bis  man  die  Reihen 
der  b  s  Coefficienten  berechnet  hat,  und  kann  wieder  die  zweite  Gleichung  in  loj 
zur  Probe  heranziehen:  dann  behandelt  man  ähnlich  die  c  Coefficienten  und  setzt 
das  Verfahren  so  lange  fort,  bis  man  die  nn  und  die  ns  Reihe  gebildet  hat,  womit 
die  Bildung  der  Producte  vollständig  erledigt  ist.  Die  letzteren  zwei  Productsummen 
sind  zwar  für  die  Bildung  der  Normalgleichungen  nicht  erforderlich,  sie  werden 
aber  später  von  Nutzen  sein. 

Verschiebt  man  die  Bildung  der  Prüfungsrechnung  lo)  bis  zum  Schluss  der 
Rechnung,  ein  Verfahren,  welches  nur  einem  sehr  geübten  Rechner  empfohlen 
werden  kann,  so  wird  sich  leicht  der  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen;  denn  jede 
Summe  ist,  mit  Ausnahme  der  quadratischen  Summen,  in  den  Prüfungsgleichungen 
zweimal  vertreten,  stimmen  alle  zwei  Summenprüfungen  nicht,  so  ist  der  Fehler  in 
der  beiden  Prüfungsgleichungen  gemeinsamen  Summe  enthalten;  stimmt  nur  eine 
Gleichung  nicht,,  so  ist  der  Fehler  in  der  quadratischen  Summe  dieser  Prüfungs- 
gleichung enthalten. 

Es  dürfte  angemessen  sein,  das  obige  Verfahren  durch  ein  ausfuhrliches  Bei- 
spiel zu  erläutern,  und  ich  entlehne  das  Beispiel  der  iil  diesem  Buche  durchgeführ- 
ten Ermittelung  der  Erato-Elemente,  für  welche  neun  Normalorte  als  Grundlage  ge- 
dient haben.  Es  werden  die  Verbesserungen  der  Elemente  L'y  /u,  0,  V,  q'  und  T 
gesucht;  die  Ausgangs -Elemente  selbst  lassen  die  in  der  ersten  Verticalcolumne 
aufgeführten  Fehler  übrig;  die  Bedingungsgleichungen,  deren  Entstehung  in  dem 
Abschnitte  über  Bahnverbesserung  ausführlich  erläutert  wird,  stellen  sich  wie  folgt 
wobei  die  ersten  neun  Gleichungen  den  Rectascensionen,  die  letzteren  neun  Glei- 
chungen den  Declinationen  angehören  (die  Coefficienten  der  Unbekannten  sind  lo- 
garithmisch angesetzt) : 


1)  —37"os  =  0.309050. 

V  -h4«02489 l 

>/*  -|-0|,554a*Ö 

* -1-9.84755  0' 

P +  9. 49648  sin  rd 

Q' +.7. 5*654 

2)  —12.73  «=0.19343 

3„867i9 

0.06517 

0.45225 

9«a6378 

9.4HIJ 

3)  -Hio. 29  =  9. 98284 

3^61616 

0.33*55 

^1107498 

9.4*941 

^.5^94 

4)  —  9.87  «-0.29157 

3»36«46 

0|,55iai 

8.233U 

9.47*5» 

9.oioal 

5)  —  0.05  =  0.24141 

3«097i4 

9.89428 

0.50920 

9»39733 

9.16190 

6)  4-22.28  =  9. 99830 

»fi439S4 

0.34646 

8.80219 

9.43667 

t. 226-9 

7)  +27.09  =  9.99289 

2.14609 

0.04135 

0^29030 

8^82060 

9.42 -»96 

8)   -|-i 7. 07 Ä 0.16524 

2.92722 

o«a758» 

o«35475 

9,g20l62 

9.40554 

9)   -1-  1.69  =  0.33893 

3  36051 

o«3944i 

0.47186 

7„90340 

9«53»oi 

10) 

—M. 43=9-919330  i' 

-|-3i|63584d^ 

-f-o„i6726d0-+- 

9.40052^  ^4- 

0^20387  sin  f'dQ' 

4-7«9i6oi 

ii; 

-h  3-39  =  9n47o8o 

3.14361 

9rt37*3« 

9«7»8o9 

9.73292 

0  12685 

121 

-  5«9=-9iiS9488 

3.2293a 

9*944a7 

8.48426 

0.13569 

8«957»4 

»3' 

—  7.56  =  9.89620 

»«97590 

©«15707 

M1814 

o»i9554 

9«4i379 

»4; 

-  o.64«9»a45S» 

2.09786 

8»92589 

9„5ii8i 

9.67384 

0.15635 

15' 

-  8.a4==9^6ii65 

2.06824 

9/195«  31 

8„63i2i 

0.14366 

8  61533 

i6< 

7.35  =  9«3847o 

i«48a33 

9«4570i 

9.67595 

9  93704 

o«o3399 

17! 

-H  4.13  =  9.45671 

2.22118 

9n57o67 

9^64269 

9»84854 

0^11500 

i8 

—  1. 30  s  9. 80366 

2.82036 

9»87793 

9.92280 

o„o3453 

0.06537 

Vor  Allem  hat  man  nun  die  Gleichungen  gleichwerthig  zu  machen  und  hat 
dieselben  zu  diesem  Ende  (vergl.  §  i  pag.  314)  mit  den  Quadratwurzeln  der 
Gewichte  durchzumultipliciren ;  in  diesem  Falle  kann  aber  das  sonst  nöthige 
Hinschreiben  der  gleichwerthigen  Gleichungen  umgangen  werden,  da  alle  Normal- 
orte das  Gewicht  i  erhalten  mit  Ausnahme  des  dritten  Ortes,  dem  das  Gewicht  ^ 
zugeschrieben    werden   soll;    ich  denke  mir  daher  die  Gleichungen  3)  und  12]  mit 

-rr  durchmultiplicirt.    Dem  Gleichungssystem  11)   (pag.  318)  entsprechend  setze  ich, 
um  die  Coefficienten  möglichst  homogen  zu  machen  (die  Coefficienten  logarithmisch) : 

:r  =  0.33893  ö  L' 
y  =  4.02489  d  ^l 

z  =  0.55422  6  (Z> 
t  =  0.50920  ö  V 
u  =  0.20387  ö  q'  sin  t" 
tt?=  0.15635  6  { 

v  =  37"o5  , 

und    erhalte    so    (vergl.  pag.  319)    das    folgende    Werthtableau ,    in    welchem    alle 
Werthe  logarithmisch  auf  vier  Stellen,    was  genügend  ist,    angesetzt  sind  und  wo- 
bei 8  durch  die  Summation  aller  (Coefficienten    derselben  Verticalreihe  9)   (pag.  317 
erhalten  wurde: 


» 


1  23456789 

log  Coeff.  V.  X  9.9701  9.8545  9.4934  9.9526  9.9024  9.6594  9.6540  9.8263  0.0000 
D  y  o„oooo  9^8423  9^4408  9»3436  9fP12Z  8^4146  8. 1212  8.9023  9-3356 
n  z  o,|OOoo  9.5109  9.6278  9ii997o  9.3400  g'7g22  9.4871  9ti72i6  9118402 
»  ^  9-3383  9-9430  8|i4i53  7- 7239  0.0000  8.2930  9„78ii  9^8455  9.9627 
«  u  9.2926  9«0599  9-0750  9-2686  9f|i935  9-23^8  8«6i67  8^9977  7f»6995 
tifö  7.3702  9.2548  8^2621  8.8639  9-0055  8.0704  9n27i6  9.2492  9n3757 
log»  o,,oooo  9ii536o  9-293»  9»4255  7iiU02  9.7791  9,8640  9.6634  8.6717 
log  8  0^2176  9.9743  9.8638  9^5046  0.2656  0.2681  9.8260  8.7889  0.0957 


Op^Aliar,  B«1iiilMsiimronngfln.  U. 
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lO               II 

OR 

Coeff.  V.  X 

9.5804  9„i3i9 

» 

»      »    y 

9„6i09  9. 1187 

» 

»      »    « 

9^6130  8„8i8i 

» 

D        »      ^ 

8.8913  9n2l89 

a 

W        »    tt 

o„oooo  9. 5290 

» 

»        »    tt? 

7n7597  9-9705 

logw 

9n5593  8.9614 

log* 

Ofi2375   0.0526 

Es  wurden  nun  12)  [pag.  319) 
die  Anzahl   der  Gleichungen 


12  13  14  15  16  17  18 

9^1054  9.5573  8^9066  9ii2727  9n0458  9-1178  9-4647 

9-0539  8n95io  8.0730  8.0433  7n4574  8.1963  8.7955 

9n2395  9»6o28  8^3717  9n404i   8^9028  9„oi64  9^3237 

7.8246  7^9089  9,10036  8^1220  9.1667  9ni335  9-4136 

9-7813  9n99i7  9-4700  9-9398  9.7332  9n6447  9n8307 
8^6504  9„2574  0.0000  8.4590  9n8776  9^9586  9.9090 

8„9959  9n3097  8^2374   9n347i   9n2975  9.0471  8„545i 
9.4462  0,11770  0.0353  9.3688  9„66i7  o,ji245  9-^999 

entsprechend  35  Verticalcolumnen  vorbereitet;  da  aber 
eine  bedeutende ,   wurde   die  Summe  der  ersten  und 


letzten  neun  Ilorizontalzeilen  gebildet  und  diese  stets  der  Prüfungsgleichung  unter- 
zogen, man  hatte  dann: 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


a  a 


ab 


ac 


4-0 
-t-o 
-ho 
-ho 
H-o 
-ho 
-ho 
-ho 
-hl 


.8714 

.5117 

.0970 
.8038 
.6380 
.2083 
.2032 

.4494 
.0000 


9335 

-0.497s 
—0.0859 

—0.1978 

— 0.0943 

— 0.0H9 

-ho .  0060 

-ho. 0535 

4-0.2165 


-0.9335 

+0.2319 

4-0. 1322 
— o  8904 

4-0.1748 
-f-0.2829 

-ho. 1384 

— o-353> 
.6922 


ad 

+0.2034 
4-0.6273 
— o . 008 1 
+0.0047 
-f-0.7988 
+0 .  0090 
—0.2723 
— 0.4697 
+0.9178 


ae 

+0.1831 
—  0.0821 
+0.0370 
+0.1664 

— 0.1247 
4-0.0780 
— 0.0187 
— 0.0667 
-0.0050 


a 

4-0. 
4-0. 
— o. 

+0. 
+0. 
4-0. 

+0! 
— o. 


/ 

0022 

1287 
0057 

0655 

0809 

0054 
0843 

1190 

»375 


a  n 


—  o. 
— o, 

+0. 
— o. 

+0.* 
+0. 
4-0. 
4-0 


9335 
2458 

0612 

2388 

0011 

*745 
3296 

3088 

0470 


— 1 

+0 
+0 
— o 

+1 
+0 
+0 
4-0 
4-« 


.5407 
.6742 
.2276 
.2865 

.47*3 
.8462 
.3020 
.0412 
.  2466 


hb 


bc 


bd 


hf 


+  1.0000+1 .0000' 

+0.48381—0.2255 
-f-0.0761  —0.1171 
+0.04871+0.2191 
+0.0140!— 0.0258 
+0.0007' — 0.0161 
+0.0002' +0.0041 
+0 .  0064! — o .  042 1 
+0.04691—0.14991 


0.21791— O.K^fcl 

— o.6ioO|-J-o.o%"< 
-f-0.0072,-  o  05:« 

— O.OOI2|-  0  CA-:. 

— o.  1181  -|-o.oi<, 
— 0.0005  — o  c:^ 
— 0.0080  — o.cc  , 
— o  0559'  -0  cc-c 
4-0.1987— o^^> 


1    -1-4.7828 


—1.5449—1.9090 


-l-t.8109 


+0.1673 


+0.0742 


— o.  39811-I-2.9829  +1  .6768 


+0.6467 


— o   8057  —0.1*'* 


10 
11 

12 

13 

M 

15 

16 

17 
18 


+0.1448 
-I-0.0184 
-I-0.0162 
+0*1302 
+0.0065 
-ho. 0351 
4-0.0123 
-1-0.0172 
+0.0850 


—0.1554 
— 0.0178 
—0.0144 
—0.0322 
—0.0010 
— 0.0021 
-I-0.0003 
4-0.0021 
-1-0.0182 


— 0.1561 
+0.0089 
4-0.0221 
— o. 1446 
+0.0019 
4-0.0475 
+0.0089 
— 0.0136 
— 0.0614 


+0 .  0296 
4-0.0224 
— 0.0009 
— 0.0029 
4-0.0081 
+0.0025 
— 0.0163 
—0.0178 
+0.0756 


— o  3805I — o 
— 0.04581 — o. 
-  0,07701+0. 
— 0.35401 — o. 
0.0238!— o. 
— o. 

4-0. 

— 0.0579, — o. 

—0.1974+0. 


— 0.1631 

— 0.0601 


0022' — o. 
1266| — o. 

0057  +0. 
06531—0. 
0806  +0. 
0054I+0. 

0838.4-0 


1192 

2364 


4-0. 

— o. 


1379 

0124 

0126 

0736 

0014 

0417 

0220 
0146 
0102 


—0.6575 
—0.1529 

—0.0356 

—0.5424 

— 0.0875 
—0.0438 
+0.0510 

-0.1747 

4-0. 1461 


+0.1667 

4-0.0173 

+0.0128 
4-0.0080 
+0.0001 
4-0.0001 
0.0000 
+0.0002 
4-0.0039 


— o 


+0.1675 

— 0.0086 
— o  0196 

4-0.0358 
— 0.0003 
— 0.0028I — o 

4-0.0002i  — o 


4-0 

4-0 

-o 


— 0.0016 
— o  0132 


— o 

+0 


,0318  -ho  A'*- 

0218  -ro  ^*-* 

,0008  -|-o.:»*« 

,0007,4-0.=^*'* 
.ooi2!-hc.>:;' 

0001  4-0  '"•• 
0004— o.r-.» 

0021  -  o  ':**• 
0162  -O.Um 


A'    +0.4657  —0.2023 


— 0.2864 


4-0.1003 


— 1    3596 


—0.0734 


— o.  1418' — 1 .4973   ho. 2091  4-0.1574!-  0.0397  -i-c.r- 


i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 


*/ 


cc 


cd 


c  e 


^f 


I 


+1. 
+0. 
— o. 

4-0. 


-0.0023 
—0.1251 
4-0.0050 

— o  0161 

—  0.0120  -f-o. 

-  0,0003  — o 
— 0.0025  4-0. 
+0.0142,4-0. 
— 0.0514  4-0 


0000 

23^89 

0542 
0588 

0002 

0156 

0097 

036« 

0102 


4-1.6504+1. 

— 0.6556  +0. 

— O.  20l6'+-0. 

4-0.0705  +0. 
— 0.2177'  ro 
—  0.0482  4-0. 
4-0.0089  -|-o. 
-}-o.oo49J  -f-o 
-|-o.  2699. 4-0. 


— o 

4-0 

— o 

— o 


0000 
1051 
1801 

9862 

0479  +0 
384II4-0 

0942  — o 

2775'+o 
4791,-0 


.2179 
.2844 

.0110 

.0053 

.2188 

.0122 

.1854 
.3691 

.6351 


.1961 

.0372 


— o, 

+0. 


0023 

.0583 

+0. 05  04I— -0.0078 
.0726 
.0222 

0073 

.0574 
.0935 

.1644 


— o  1843 
—0.0342 

+0.1059 

— 0.0127 

+0.0524 
-1-0.0035 


+0. 
4-0. 

— o, 
— o. 

+0. 


r  f  t 

+ 1 . 0000 
—0.1115 
4-0.0833: 
4-0.2646, 

—  0.0003 
+0.3727 
+0.2244 

—  0.2427 
-0.0325 


e  8      I 

.  .  -  ' 

+1.6504 

+0.3056 
-ro.  3101 

4-0.3174 
+0.4033 

4-1.1489 
4-0.2056 

— 0.0324 

— o  8628 


dd 


de 


dt 


+0. 
+0. 
+0 
o. 

+1. 
4-0. 
4-0. 

4-0. 
4-0. 


O475j4-o- 
7692I— o. 

0007  —  o. 

0000.4-0 

OOOO'--  o. 

0004  4-0. 


3649 
4909 

8422 


4-0. 
+0. 

— o. 


0427  -t-o. 
loo?  -^o. 

0031  -r« 
0010  -^o. 
1561  -J-c. 

0034  ^o 
0250  «-0. 
069-  — 0. 
0046  — c 


ir 


r.. 
« » •>. 

ii:- 

IU4 


%' 


0.1905+1.2848+0  8815+3.5542—0   1702I— o.2523'+o.oi86 


+1.5580 


+  3.44614.3  5158— o  122- -c 


:r 


10  4-o.oo23;4-o, 

11  +0.1228, -f-o, 

12   —0.0051  — O, 

13  I4-0.0162  4-0, 

14  '4-0.01181  —  o. 

15  -f-o.  0005 '  —  o, 

16   I-0.0022  +0. 

17  '—0.0143'  \-^ 

18  1  |-o.o^o6  -  o. 


1480  4-0 
0120,  -f-o 

OII2  -f-O 
0182-^0 

0002  -f-o 
002^  -f-o 
000b  4-0 
001 8|  -  o 
00221  -f-o 


•  7053,4-0 

i4«3|4-o 
.0316  -f-o 

.i343!-ho 
.0128  4-0 
0026  +0 
.0013I4-0 
.  02091  ho 
.0313I4-0 


1683—0 
.oo43'4-o 
0301  — o 
,  1606' +0 
0006  -f  o. 
0643  4-0, 
0:641 — o. 
0108  -|-o, 
0444! — o 


0319  +0.4102  -|-o  0024  40 

0109, — 0.0222| O.0615I — O 

0012' — o.  1049  4-0.0078  -f-o 
0032. +0.3931  4-o.0725'  +  o 
0:24  — 0.0069  — 0.0235J4-0 
0034—0.2207 — 0.0073  -ho 
Ol  17I— 0.0432  -ho.o6o3(4-o 
014114-0.0458  -f-o. 0944, — o 
054614-0. 1427.— 0.17091-f-o 


.1487 

.0060 

0172 

.0817 


+0. 
— o. 
— o 

4-0. 


0004!  -o. 
,05641  —  0. 
.oi59|-f-o. 
.oii6!-f-o. 
.0074! — o. 


7088  +0 

074»  +0 
0485  o 
60231+0 
0255.4-0 

OS93  +0 
03674-0 
13834-0 
1056+0 


0061  — 0.0— g  -w 
,0274  -  0.0560  -  2. 
00004-0  0040-'? 
0001  4-0.0080  -h^ 

0102  0.02<|8  — O. 

0002  — O.OIIn  -    - 
0215  4-0,07<>4   -€■ 

0185  4-0  0600  -r' 
06721—0.  l*5>  f^ 


■  • 


2     40  1868  1-0.1645  -f-i   0466   f-o.  4898 —o  o6;4  h'^-5*»3')  — o  o-^8   fO  3101  4-1    1730 -ho  1511  —  o.  I9<)5 -r 
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(In 

1 

1        ds 

1 

ee 

J 

*/ 

! 
t 
0. 1961 

i'.  S 

./'./• 

— 0.0023 

/* 

1 

1        n  n 

1 

n  8 

I    -0.2179.— 0.3597 

4-0.0385'  4-0,0005 

—  0.3238 

0.0000 

—0.0039 

-f-1.0000 

4-1.6504 

2   —0.3013  4-0 '8*66 

4-0.0132  — 0.0206 

4-0.0394 

—  0.1082 

4-0.0323 

— 0.0618 

4-0.1695 

4-0 , 1 1 80 

—0.3238 

}    -0.0051 — 0,0190 

4-0.0141  — 0.0022 

4-0.0233 

4-0.0869 

4-0.0003 

— 0.0036 

—0.0134 

4-0  0386 

-ho. 143s 

4   —0.0014  —0.0017 

4-0.0344'  4"0.oi36 

—0.0494 

0.0593 

4-0.0053 

— 0.0195 

—  0.0234 

4-0.0710 

4-0.0851 

5    -0.0013  -|-*»8433 

4-0.0244  — 0.0158 

4-0.0002 

— 0.2878 

4-0.0103 

—0.0001 

4-0.1867 

0.0000 

— 0.0025 

6    -I-0.0118  4-o«0364 

4-0.0292  4-0.0020 

4-0.1028 

4-0.3169 

4-0.0001 

-I-0.0071 

4-0.0218 

4-0.3616 

4-1.1149 

"    —0.4417' — 0.4046 

4-0.0017   -1-0.0077 

0.0302 

— 0.0277 

4-0.0349 

—0.1367 

— 0. 1252 

4-0.5346 

4-0.4898 

8    —0.3228  — 0.0431 

4-0.0099  — 0.0177I  — 0.0458 

— 0.0061 

4-0.0315 

4-0.0818    4-0.0109 

4-0. 2122 

4-0.0283 

9  ,-H>.043i   -fi.1439 

0.0000  -I-0.0012 

* 

0 . 0002 

— 0.0062 

4-0.0564 

— 0.0112^ — 0.2961 

t 

-I-0.0022 

4-0.0585 

I    —1.2366  4-3.0221 

4-0.1654 

—0.0313 

0.1560 

0.4153 

-1-0. 1711 

— 0.1463 

—0.0731 

4-2.3382 

4-3.244* 

1 
10    —0.0282  —0.1345;  -f-i-oooo  -4-0'0057 

4*0.3625 

4 i . 7280 

0.0000     4-0.0021  1  -f-0.0099 

4-0.1314 

4-0.6263 

11    — 0.0151  — 0.1869' 4-0«  ^143' -|-o-3>S9 

4-0.0309 

4-0.3816 

-I-0.8730    -j-o. 08 5 5    -{-1.0546 

-hO.0084 

4-0.1033 

12    — 0  0007I -I-0.00191  4-o«365*  — o-o»70 

0.0599 

4-0.1688 

4-0.0020  1  4-0.0044  1  — 0.0125 

4-0.0098 

— 0.0277 

13    -fo.0017  4-O.OI22  4-0-9625.  4-0.1775 

4-0 . 2002 

4-1.4747 

4-0.0327  1  4-0.0369    4-0.2719 

4-0.0416 

4-0.3067 

14    -ro.0017 

— o,i094|  4-0.0871 1  4-0.2951 

0.0051 

4-0.3201 

4-1.0000   —0.0173    4-1.0847 

4-0.0003 

—  0.0187 

i?    4-0.0029 

— 0.0031  4-0.7578.4-0.0250 

—  0.1936 

4-0.2035 

4-0.00081 — 0.0064    4"0.ö<*67 

4-0.0495 

—  0.0520 

16    —0.0291 

— 0.0674I  -J-0.2927I  —0.4081 

0.1073 

— 0.2482 

4-0.5691    4-0.1497    4-0.3462 

4-0.0394 

-I-0.0910 

1'    —0.0151 

4-o.i8ii!  4-0.1947  4-0.4012 

0.0492 

-f-0.5877 

4-0. 8264  i  —0.  loi  3    4-1 .  2108 

4-0   0124 

— 0.1484 

li    —0.0091 

4-0.1299  4-0.4586  —0.5491 

i                  ( 

4-0.0238 

—0.3393 

4-0.6577    — 0.0285    4-0.4064 

4-0.0012 

—  0.0176 

i    —0.0911 

— 0.1762 

4-4.2329 

4-0.2362 

-f-0.2023 

-^4.2769 

4-3.9617 

4-0.1251 

4-4.3787 

4-0.2940 

4-0.8629 

Bildet  man  nun,  den  Priifungsgleichiuigen  10)   (pag-Si?)  gemäss,  die  Proben, 


so  erhält  man: 


1—9 


10—18 


[as] 

[CS] 

[ds] 
[es] 

[ns] 


Summe 
+   2.9832 
+  0.8817 
-f  3.4460 

4-  3.0228 

—  0.4151 

—  0.0729 

-f   3-2440 


dircct.  Werth 

4-  2.9829 

+  0.8815 

+  3-4461 
+  3-0221 
~  0.4153 
—  0.0731 
+  3-2442 


Summe 

-.1.4975 
-+-  1.0467 

-t-  I.1736 
—  0.1760 

■ 

+  4-2773 
+  43786 
-f-  0.8631 


direct.  Werth 
—   1-4973 

4-  1.0466 

+  1-1730 
—  0.1762 

+  4-2769 

+  4-3787 
-t-  0.8629 


so  da«s  eine  für  die  vierstellige  Rechnung  völlig  befriedigende  Uebereinstimmung 
zu  Ta^c  tritt;  vereinigt  man  die  zwei  zusammengehörigen  Partialsunuxien,  so  erhält 
man  fiir  die  Normalgleichungon  die  folgenden  (^oefficienten : 

;aa]  = +  5-2485,  [**]  =  +  1.8859,  [rr]  =  4-4.0440,  [rfe/]  =  +  3.6670,  [cc]  =  +  4.3983 
a6;= — 1.7472,  [Äc]  =  +  0.8041,  [r^]=  —  0.2356,  [f/6'l  =  —  0.3220.  [6/]= +0.2049 
ar'  =  —  2.1954,  [*</]  =  —  0.8454,  'r<?l  =  4-  0.3116.  [df]  =  —  0.0007,  [^^w.^  =  +  0.0463 
</<  =  +  1.9112,  [Acl  =  4- 0.3854,  r/1  =—0.00^2,  [r/«;=— 1.3277,  L/in  =  +4»328 
ae   = — 1.1923,  ■*/]=  —  0.0037,  [C7i]  =  +  1.8681,  \J'n]  =  —  0.0212 

af'  =  +0.0008,  [b n]  =  +  1 .4493, 
^///'=  —0.5399  , 

lind   überdicss  ist  die  Summe  der  auftretenden  Fehlerquadrato : 

^nn\  —  +  2.6322  , 

v<m  welcher  Summe  später  Gebrauch  gemacht  vnrA. 

41» 


324     

Etwas  abgeändert  wird  man  die  Bildung  der  Normalgleichungen  vornehmen 
müssen,  wenn  man  nach  Bes sei's  Vorgange  Quadrattafeln  zur  Herstellung  der- 
selben anwenden  will;  die  Anwendung  dieser  letzteren  bietet  nach  meinen  eigenen 
Erfahrungen  über  diesen  Gegenstand  so  wesentliche  Vorzüge  vor  dem  zuerst  aus- 
einandergesetzten Verfahren,  dass  ich  nicht  anstehe,  dasselbe  als  besonders  zweck- 
mässig zu  empfehlen;  einer  der  wesentlichsten  Vortheile  ist  darin  zu  suchen,  dass 
das  Zeichen  der  Producte  nicht  in  Betracht  kommt,  sondern  durchaus  positive 
Werthe  in  das  Product-Schema  einzutragen  sind;  es  ist  hierdurch  eine  wesentliche 
Fehlerquelle  vermieden,  die  selbst  dem  geübtesten  Rechner  gefahrlich  ist,  nämlich 
die  Zeichenfehler;  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Verticalcolumnen  we- 
sentlich vermindert;  die  Verminderung  beträgt  (jl  Columnen,  wenn  ju  die  Anzahl 
der  Unbekannten  vorstellt.  Um  aber  das  6 es  sei' sehe  Verfahren  mit  Vortheil  an- 
wenden zu  können,  ist  es  erwünscht,  bequem  eingerichtete  Quadrattafeln  zu  besitzen ; 
ich  habe  deshalb  als  Tafel  XV  eine  solche  Tafel  eingefügt,  die  innerhalb  der  Grenzen 
o— 2  die  Quadrate  für  jeden  Hunderttheil  des  Argumentes  auf  vier  Stellen  angibt, 
eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  meist  ausreichende  Genauigkeitsgrenze. 

Die  Grenzen  dieser  Tafel  werden  niemals  bei  der  Bildung  der  Producte  der 
Coefücienten  überschritten  werden,  wenn  man  nur  die  Coefficienten  durch  entspre- 
chende Abänderung  der  Unbekannten  nach  den  in  diesem  Abschnitte  bereits  empfoh- 
lenen Regeln  homogen  macht;  nur  die  Prüfungscoefficienten  «,  (von  denen  man  für 
die  folgenden  Prüfungsgleichungen  nur  die  Quadrate  benützt)  können  hiervon  eine 
Ausnahme  machen;  man  wird  sich  aber  hierbei  erinnern,  dass  identisch  ist: 

wo  für  a  jene  ganze  Zahl  .zu  wählen  sein  wird,  die  s — a  kleiner  als  2  macht 
und  wobei  natürlich  das  Zeichen  von  8  stets  positiv  gedacht  wird.  Mit  dieser  For- 
mel wird  man  leicht  die  die  Grenzen  dieser  Quadrattafel  ausnahmsweise  über- 
schreitenden Coefficienten  berechnen  können. 

Um  mit  Hilfe  einer  Quadrattafel  ein  Product  zu  berechnen,  erinnere  man 
sich  dass  offenbar  ist: 

a6  =  i{(a  +  6)2  — a^  — 62}. 


es  ist  also: 


«3 


demnach  auch  mit  Benutzung  des  symbolischen  Summenzeichen : 

[ab]=\{[ia  +  b]^]-[aa]-[bb]}. 

Man  bedarf  daher,   wenn   man   die  in  den  Normalgleichungen   auftretenden  (*oefH 
cienten  und  ausserdem  [n  n]  bilden  will,  der  folgenden  Quadratsummen : 
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[aa],  [(«  +  Ä)»],  [(a  +  c)^], 
[bb],  [(i  +  c)»], 
[cc] 


•    •    •    • 


[(a  +  «)»] 


und  es  stellt  sich  die  Aufgabe,  dieselben  in  zweckmässiger  Weise  zu  bilden  una 
das  Resultat  der  Rechnung  zu  prüfen.  Vor  Allem  wird  man  wieder  vor  Beginn  der 
Rechming  jede  der  Hedingungsgleichungen  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen 
Gewichtes  durchmultipliciren  und  die  Cocfficienten  der  Unbekannten  möglichst  ho- 
mogen machen  (vergl.  pag.  318J;  ich  setze  deshalb  voraus,  dass  die  Unbekannten 
und  die  Fehlereinheit  so  gewählt  sind,  dass  der  grösste  auftretende  Coefficient  einer 
jeden  der  Unbekannten  und  der  grösste  Fehler  der  Einheit  gleich  ist.  Hiermit 
bildet  man  ähnlich  wie  oben  die  Summen: 


«2  =  «2  +  *2  +  ^2  + 
*3  =  «3  +  *3  +  ^3  + 


..  +  «2 


14) 


und  stellt  sich  das  folgende   dem  früher  benützten   analoge  Schema  zusammen ,   in 
welchem  aber  statt  der  Logarithmen  die  Zahlen  selbst  Aufnahme  finden: 


Nummer  dpr 
Bedingungsgleichu  ng 

I 

2 

1 
1 

3 

•            •            •           • 

Coefßcient  von  x 
»             »     y ' 

»                    DZ 

.                    .        . 
»                    .        « 

Fehler 

• 
■ 

«1 

«2 
h 

• 

«2 

"3 

• 
• 

«3 

•  •            •           • 

«            •            •            • 

•  •            •            • 

1 

•  •           •            • 

Summe 

*i 

82 

fi 

•           •            •            • 

Hierauf  bilde  man  sich  wieder  ein  Schema  mit 


f/l-H)   (^-h2) 


I  .  2 


+    1 


Verticalcolumnen,  wobei  fi  die  Anzahl  der  Unbekannten  vorstellt;  jede  Vertical- 
columne  erhält  drei  Zeilen  mehr  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  ist;  die  erste 
Zeile  dient  zur  bezeichnenden  Ueberschrift,  die  vorletzte  für  die  Summe  der 
Werthe ,  in  die  letzte  Zeile  wird  bei  den  nicht  quadratischen  Gliedern,  die  Summe 
der  Quadrate  der  Einzelnglieder  angesetzt,  also  unter  [(a  +  b)^]  kommt  [aa]  +  [bb]^ 
unter  [(«  +  c]^]  die  Summe  [a  a]  +  [c  c]  u.  s.  w.,  welcher  Zusatz  sich  leicht  erklärt, 
wenn  man  die  Bildung  der  Productsummen  [a  3;,  [a  c]  u.  s.  w.  sich  vergegenwärtigt. 
Vorent  bildet  man  die  Quadrate  aller  Coefficienten .  dann  schreibt  man  sich  die 
a  Coefficienten  auf  den  unteren  Rand  eines  Papiers,  hält  dieselben  über  die  b  Reihe, 
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und  indem  mau  beide  Coefficienten  mit  Bücksicht  atif  ihre  Vorzeichen  addirt,  erhäh 
man  das  nunmehr  vom   Zeichen   unabhängi^^e  Argument  für  die  Quadrattafel    uiul 

« 

bildet  so  die  [a  +  b)^  Reihe;  mm  rückt  man  um  eine  Zeile  tiefer  und  erhält  die 
[a  +  <?)2  Reihe  u.  s.  f.  bis  zum  Schlüsse,  dann  beginnt  man  mit  den  b  Cocfficienti»n 
dieselbe  Operation,  indem  man  zuerst  die  {b -{-  c)^  Reihe  ableitet  u.  s.  f.  Das  sich 
so  bildende  Schema  wird  also  das  folgende  sein: 


»5» 


Um  sich  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  überzeugen,  quadrirt  man 
die  Gleichungen  14)  (pag.  325 1,  addirt  dieselben  und  denkt  sich  die  Producte  nach 
13)  (pag.  324)  zerlegt,  so  resultiren  leicht  die  folgenden  rrüfungsgleichungen ,  in 
welchen  wieder  durch  /«  die  Anzahl  der  Unbekannten  dargestellt  wird  : 

[88]  +  f/ii—  i)  { [aal  +  [4 4]  +  [cc]  +  ....  +  [nn]  = 
=  \[a+b)^]  +  [(a  +  c)^]  +  [{a  +  d)^]  +  ....  +  [{a  +  n)^] 

+  [(*  +  ^)2]  +  [[b  +  d]^]  +  ....  +  [(b+n)^] 
+  [(c  +  d)^]  +  ....  +  [{c  +  n)^] 
+  .... 

+ 

d.  h.  die  Summe  [ss]  vermindert  um  die  (/u — i)  fache  Summe  der  Quadrate  d€»r 
quadratischen  Coefficienten  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  übrigen  ('oeffi- 
cienten.  Jjässt  diese  Prüfung  Fehler  vermuthcn,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Formel  auf  die  einzelnen  Glieder  den  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen,  denn  es  ist 
ja  allgemein: 

^i^i  +  (/<—  0  {  öfö,  +  b^hi  +  c^c^  +  . . .  -h  «^n,  }  = 

+  [Ci  +  d>^+  ...+  (q  +  n..)2 

+  ... 

Hat  mau  sich  so  eine  sichere  Prüfung  der  Richtigkeit  der  berechneten  Urösson 
verschafft,  so  bildet  man  die  für  die  Normalgleichungen  nöthigeii  Formen  durch 


aa 

66 

cc 

•       •       •       • 

S9 

(«-|-6)X 

(03-I-W3)' 

• 

(6+f)2 

1 
■ 

1 
3 

• 
• 

1      •           ■                 '                      1 

H\   (l|               0\    0\               C\    C\                 .      .      .      .       '        K\   8\ 
O'l  (U       '       b'2  64              ^2  ^2                ....               82  89 
<»3  «'3            ^  ^      '      C^  C3       '       ....             *3  *3 

t 
1                      i                      .                             > 

ta^-j-bi)^ 
(«3+63)« 

•     • 

(02-|-r2)2 

m             • 

m 

(6,+r,)2 

'bi^r^:^- 
(63+031« 

• 

1 

■       «       »      • 

•  •      •      • 

1 

•  •       •      • 

•  •       • 

•  •       •      • 

1     [aal 
1 

[bb] 

[cc] 

•        •        ■         • 

[8  8] 

i(a+6)2; 

[(a-|-c)2] 

[{o-hn)K 

[ib+eV 

•        »       *       - 

[aa]-\-[bb]  [aa]-Hcc] 

laa]-{-lnn] 

bb]  -|-  [crj 

•    .    ,    . 
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es  wird  also  z.  B.  sein: 

[ab]^i{[{a  +  b)^]-[aa]-[bb]} 
fac]=i{[(a-|-cp]-[aa]-[cc]} 
u.  s.  w.  , 

welche  Operation  durch  die  Angaben  in  der  letzten  Zeile  einer  jeden  Verticalcolumne 
sehr  sicher  durchgeführt  wird,  und  man  erhält  so  leicht  alle  die  fiir  die  Normal- 
Gleichungen  nöthigen  Coefficienten;  dass  man  sich  in  dieser  letzteren  Operation 
keinen  Fehler  hat  zu  Schulden  kommen  lassen,  prüft  man  leicht  durch  die  folgend^, 
ohne  Schwierigkeit  zu  verificirende  Relation;  es  ist  nämlich,  wenn  man  setzt: 

S  =  { [ab]  +  [ar]  4-  [ad]  +  ....+  [an] 

+  [bc]  4-  [bd]+...,+[bn] 

+  [^^  + +  [^w] 

} 

2  S=  [ss]  —  {  [aa]  +  [f>b]  +  [cc]  -j-  . , . .  -f-  [nn]  , 


•7) 


womit    demnach   der  letzte   Schritt  in   der  Bildung  der  Normalgleichungen  geprüft 
erscheint. 

Die  für  den  Kometen  I  i866  (im  Beispiele  des  letzten  Abschnittes)  gebil- 
deten homogen  gemachten  Differentialquotienten  finden  sich  nach  dem  obigen 
Schema  (pag.  326)  zusammengestellt^  wenn  man  die  Summe  der  Coefficienten  mit 
s  bezeichnet,  wie  folgt: 

Rectascensionen . 


I 

2 

3 

4 

s 

6 

7 

*/ 

-f-  1.0000 

-h  0.7834 

4-  0.37" 

•  -h  0.2530 

4-  0.1661 

I  4-  0.1014 

;  4-  0.0239 

b 

-H  0.9856 

-f-  0.5986 

-f-  0.3210 

4-  0.2509 

-\-  0.2012 

4-  0.1650 

;   4-  0. 1228 

c 

-H  0.5987 

-t-  0.1417 

—  0.0226 

—  0.0530 

—  0.0721 

—  0.0847 

0.0982 

d 

-\-    I.OOOO 

^-  0.5704 

-h  0.2754 

-h  0.2077 

4-  0. 1648 

4-  0.1390 

4-  0.1188 

e 

—  0.3398 

—  0.0237 

-\-  0.0485 

4-  0.0573 

4-  0.0615 

4-  0.0631 

4-  0.0620 

j 

—  0.0868 

4-  0.0716 

4-  0.0265 

-f-  0.006b 

—  0.0095 

—  0.0220 

—  0.0357 

u 

—  0.4440 

-j-  I.OOOO 

-  0.0505 

—  0.2242 

—  0.1275 

—  0.4748 

1  4-  0.1407 

H 

+  2.7137 

-h  3.1420 

-f  0.9694 

-f  0.4983 

4-  0.3845 

—  0.1130 

4-  0.3343 

Declinationen. 


8 

9 

10 

II 

12 

M 

14 

tl 

-  0.0313 

—  0.8942 

--  0.5436 

—  0.3819 

—  0.2546 

—  0.1567 

—  0,0371 

h 

—  0.8798 

I.OOOO 

—  0.6679 

—  0.5697 

—  0.5000 

0.4499 

—  0. 3927 

e 

—  1.0000 

—  0.5280 

—  0.1953 

—  0.1407 

—  0.1108 

—  0.0942 

—  0.0805 

d 

—  0.0815 

4-  0.0451 

4-  0.0970 

4-  0.0907 

4-  0.0827 

4-  0.0763 

4-  0.0703 

e 

•  -|-  1 .0000 

4-  0.5371 

4-  0.1997 

4-  0.1J88 

-\-  0.1032 

4-  0.0815 

4-  0.0603 

j 

4-  I .0000 

4-  0.4154 

4-  0.0721 

4-  0.0146 

—  0.0179 

-  0.0369 

—  0.0530 

tt 

'  4-  0. 1670 

4-  0.4989 

—  0. 1846 

4-  0.3077 

—  0.4483 

—  0.0132 

4^  0.1275 

n 

4-  0.1744 

—  0.9257 

—  1.2226 

—  0.5405 

—  1.1457 

—  0.5931 

0.3052 
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Die  Bildung  der  Quadrate  nach   dem  auf  pag.  326  gegebenen  Schema  unter 
Benutzung  der  Tafel  XV  ergibt: 


Nr. 

aa 

66 

ee 

dd 

ee 

// 

nn 

SS 

(«+6)2 

_ 

la-|-c)2 

(a+<f,«  {a+e)^ 

(a-h/)2 

{«+"? 

(6-He  •* 

I 

I.OOOO 

0.9714 

0.3  $84!  1.0000 

0.1IS5 

0.0076 

0.1971 

7 . 364» 

1 
3.9426    2.555« 

4.0000 

0.4359  0,8340  0.30911 

2.5100 

I    o.6i37|o.3s83 

0.0201  0.3253 

0.0006 

0.0051 

I .0000 

9.8722 

1.9099    0.8558 

1.8328 

0.5771  0.7310'  3.JÄ05  0.5480 

3    0.1377.0.1030 

0.0005  0.0758 

0.0023 

0.0007 

0.0025 

0.9398 

0.4790  ■  0.1214 

0.4179 

0.1761  0.1581 

0.  toi8  0.0^90 

4    0.06400.062910.0028,0.0431 

0.0033 

0.0000 

0.0503 

0.2483 

0.2539  ,  0.0400 

0.2122 

0.0963 

0.0674 

0.0008:0.0392 

5    0.02760.040510.0052,0.0271 

0.0037 

O.OOOI 

0.0162 

0.1478 

0.1349 

0.0088 

0.11095 

0.0518 

0.0245 

0.0015  0.0166 

6    0.010310.0272 

0.0072I0.0193 

0.0040 

0.0005 

0.2254 

0.0128 

0.0710 

0.0003 

0.0578 

0.0270 

0.0063 

0.1394  0.006; 

7    0.00060.0151 

o.oo96'o.oi4i 

0.0038 

0.0013 

0.0198 

0.1118 

0.0215  \  0.0055 

0.0203 

0.0074 

0.0001  0.0271:  0.0006 1 

8    0.00100.7740 

t  .00000.0066 

1.0000 

I.OOOO 

0.0279 

0.0304 

0.8301 

1 . 0636 

0.0127 

0.9584 

0  93«4 

0.0184  3-53!* 

6  ,0.7996 

1.0000 

0.2788 

0.0020 

0.2885 

0.1726 

0.2489 

0.8569 

3.5880 

2.0227 

0.7210 

0.1275 

0.2292 

0.1562;  2.334« 

10    0.2955  0.4461 

0.0381 

0.0094 

0.0399 

0.0052 

0.0341 

1.4947 

1.4677 

0.5459 

0.1994 

0.1182 

0.2223 

0.5303  0:45» 

II   |o.  1458  0.3246 

0.0198  0.0082 

0.0192 

0.0002 

0.0947 

0.2921 

0.9055 

0.2731 

0.0848 

0.0590 

O.I349 

0.0055,  0.504* 

12  ,0.064810.250010.0123  0.0068J  0.0106 

0.0003 

0.2010 

1.3126 

0.5694  1  0.1335  0.0296 

0.0229 

0.0742 

0.4941  0.3:11 

13  |0. 0245 10. 2024,0.0088 

0.0058'  0.0066 

0.0014 

0.0002 

0.3517 

0.3679    0.0629  0.0065 

0.0056 

0.0374 

0.0289  0.2969 

14    0.00140.15420.0065 

0.0049I  0.0036 

0.0028 

0.0162 

0.0931 

0.1847 

0.0138!  O.OOII 

0.0005 

0.0081 

0.0082  0.2X3) 

3.1865 

4.7297 

1*7681 

I . 5484 

1.5016 

1.1978 

*.»343 

23.1284 

14.7261 

7.7031 

7.7056 

a.6437 

3.4659 

5.0028 

II. 2111 

7.9162 

4.9546 

4.7349 

4.6881 

4.3843 

5 . 3*08 

6.49:» 

Nr. 

1 

(6+rf)« 

(6+«)  2 

(A-h/)* 

(6-hn)« 

(e+rf)« 

(c-t-«)«  (<»+/.'« 

(e-fn)« 

(rf-he)2 

(rf+/i« 

(rf-h»)« 

(•^-h/)« 

(H-«)' 

3.9426   0.4170 

0.8078  ^ 0.2934 

2.5558 

0.0670 

0.2620 

0.0239 

0.4359 

0.8340 

0. 3091 

0.1820 

0.6144 

2 

1.3666   0.3305   0.4492    2.5555 

0.5070 

0  0139 

0.0455 

1.3035 

0.2989    0.4122 1 2.4661 

0.0023 

0.9532 

3 

ö. 3557 ;  0.1365    0.1307,0.0731 

0.0639 

0.0007 

0.0000 

0.0053 

0.1049    0.091 I 

0.0506 

0.0056 

0.0000 

4 

0.2103  1  0.0950 

0.0663     0.0007 

0.0239 

0.0000 

0.0021 

0.0768 

0.0702 

0.0459 

0.0003 

0.0041 

0.0279 

5 

0.1340   0.0690 

0.0368     0.0054 

0.0086 

O.OOOI 

0.0067 

0.0398 

0.0512 

0.0241 

0.0014 

0.0027 

0.0044 

6 

0.0924   0.0520 

0.0204 

0.0960 

0.0029 

0.0005 

0.0113 

0.3130 

0.0408 

0.0137 

O.II28 

0.0017  10.1695 

7 

0.0584   0.0341 

0.0076     0.0694 

0.0004 

0.0013 

0.0180 

0.0018 

0.0327 

0.0069 

0.0673 

0.0007  *o.04ii 

8 

0.9241    0.0144 

0.0144     0.5081 

1 . 1696 

0.0000 

0.0000 

0.6939 

0.8436    0.8436 

0.0073 

4.0000  '  1.3619 

9 

0.9118   0.2143 

0.3418     0.2511 

0.2332 

0.0001 

0.0127 

0.0008 

0.3389 

0.2I20 

0.2959 

0.9072     I.0733; 

10 

0.3259   0.2192 

0.3550 

0.7267 

0.0097 

0.0000 

0.0152 

0.1443 

0.0880 

0.0286 

0.0077 

0.0739    0.0002 

11 

0.2294   0.1857 

0.3081 

0.0686 

0.0025 

0.0000 

0.0159 

0.0279 

0.0526 

O.OIII 

0.1587 

0.0235    0.1939 

12 

0.1741    0.1574 

0.2682 

0.8993 

0.0008 

O.OOOI 

0.0165  1  0.3126 

0.0346 

0.0042 

0.1337 

0.0073    0.1191 

«3 

0.1396   0.1357 

0.2370 

0.2145 

0.0003 

0.0002 

0.0172  '  0.0115 

0.0249 

0.0015 

0.0040 

0.0020  ,  0.0047 

14 

0.1039   0.1105 

0.1986 

0.0703 

O.OOOI 

0.0004 

0.0178  '  0.0022 

O.OI7I 

0.0003 

0.0391 

0.0000    0.0352 

• 

8.9688 

a.1713 

3  »3«9 

5.8321 

4.5787 

0.0843 

0.4409 

2.9573 

*.4343 

2.5292 

3.6540 

5.ii3o'4.6o4i 

6.1781 

6.2313 

5.9175 

6.8640 

3.3165 

3 • »697 

2.9659 

3.9024 

3.0500 

2.7462 

3.6827 

2.6994 

.3.6359 

0.281t 

i.uh 

O.C006 

0.04-3 
0.011» 

0.24« 
0.0113 

l    3*14. 

0  cii»' 

0.I3J1 

o.2ir4 

0.3CX? 

o.oc:« 

4S'**J 


Die  Prübegleichung  15)  (pag.  326]  ei^bt  das  folgende  befriedigende  Resultat: 

16.0664(^1 — ij  =    80.3320 

88  =      23.1284 

Summe    =  103.4604 
Summe  der  nichtquadrat.  61.  =  103.4626. 

Aus  der  Verbindung   der  Zahlen   der  beiden  letzten  Zeilen  findet  »ich  nach 
16)   (pag.  326)  für  die  übrigen  Coefficienten  der  Normalgleichungen: 

[ai]  =  +  3.4049  ,   [6  ^]  =+ 2.3616  ,   [crf]  = -f  0.6311  ,   [de]  =  — 0.3078 

[bd]  =+  1.3453  »   [ce]  =—  1.5927 

[be]  =  —  2.0300  ,   [cf]  =  —  1.2625 

[bf]  =  —  1 .3478  ,   [rn]=  —  0.4725 
[An]  =  —  0.5159  , 


.[ac]  =  4-  1.3742  , 

[ad]  =  +  1.4853  , 

[ae]  =  —  1.0222  , 

[af]  =  —  0.4592  . 
[an] 0.1590  , 


[df]  =  —  0.1085 
[dn]  =  —  0.0143 

[en]  =  +  0.4841 
l/w]  =  +  0.4811 
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Die  Summe  dieser  Coefficienten  ist  nach  17)  (pag.  327)  gleich  S;  setzt  man 
für  88  jenen  Werth  ein,  der  sich  ergeben  würde,  wenn  die  Probegleichung  15) 
(pag.  326)  völlig  stimmen  würde,  so  hätte  man  zu  setzen  88  =  23.1306  (pag.  328), 

^»«*»^°=  «.  =  23.1306 

Summe  der  Quadrate  =  16.0664 
Differenz  =  2  aS  =    7.0642 

s=  3.5321 

die  Summe  der  Coeff.  S=    3.5320 

was  eine  gute  Uebereinstimmung  ist;  um  diese  stets  zu  erhalten,  wird  es  immer  gut 
sein,  von  der  wie  oben  corrigirten  Summe  8  8  Gebrauch  zu  machen. 


§  3.    Bestimmung  der  Eliminationsgleicliiuigen. 

Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  wird  am  zweckmässigsten  ebenfalls  in 
geordneter  und  übersichtlicher  Form  durchgeführt,  um  einerseits  die  Auflösung  mög- 
lichst vor  Rechenfehlem  zu  sichern,  und  anderseits  die  Bestimmung  der  Unbekannten 
so  genau  als  thunlich  zu  erhalten.  Die  Ordnung  in  der  man  die  Unbekannten  ansetzt, 
ist  an  sich  gleichgültig,  doch  wird  es  sich  später  als  vortheilhaft  en;\'eisen,  falls  die 
Bestimmung  einer  oder  mehrer  Unbekannten  sehr  unsicher  ausfallt,  dieselben  als 
die  letzten  anzusehen;  auf  diesen  Fall  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  werde  ich  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes,  der  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt,  ausfuhrlich  eingehen,  da  er  in  der  An- 
wendung der  vorliegenden  Methode  auf  Bahnbestimmungen  ziemlich  häufig  auftritt. 
Ich  werde,  um  hier  die  Anordnung  der  Rechnung  anschaulich  zu  machen,  annehmen, 
dass  sechs  Unbekannte  zur  Bestimmung  vorliegen,  es  ist  dies  der  bei  astronomischen 
Untersuchungen  überwiegend  häufig  eintretende  Specialfall  und  es  wird  ein  leichtes 
»ein,  von  Fall  zu  Fall  das  vorliegende  Schema  zu  verengem  oder  zu  erweitern.  Es 
sind  also  die  Normalgleichungen: 

[aa]x+  [aÄ]y  +  [ac]z  +  [act]  t  +  [ae]u  +  [«/]«?  =  [«»] 
[ab]x+  [bb]y  +  \hc\z+  [bd]t  +  [be\u+  [*/]«?=  [bn] 
[ac\z  -J-  [bc]  y  +  [cc]z  ^  [cd\t  -}-  [ce]  u  +  [c/]«?  =  [cn] 
[ad\x^  [bd\y^  [cd\z+  [dd\t  +  [de\u  +  [df\w=[dn\ 
[ae]z  +  [be]y  -{-  [ce]z  ^  [de]  t  +  [ee]  u  +  [ef]  tr  =  [en] 
[af]x+  [i/]y  +  [cf]z  +  [df]t+[ef]u  +  \ff]w=  \fn] 

Man  kann  nun  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  so  einrichten,  dass  man 
durch  die  entsprechende  Elimination  einer  Unbekannten  vorerst  auf  fünf  Gleichungen 
hingeführt  wird,  die  ebenso  symmetrisch  construirt  sind,  wie  die  sechs  ursprünglichen 
Nonnalgleichungen.     Die  Unbekannte  x  wird   sich   nothwendig    am   sichersten  aus 


A) 


830 


der  ersten  Gleichung  bestimmen,  da  in  dieser  die  xu  x  gehörigen  Fiustoven  in  der 
quadratischen  Form  mit  einander  summirt  erscheinen.  Man  bat  daher  rar  Ke- 
Stimmung  von  z  aus  der  ersten  Gleichung  in  A) : 


[an]         [ab]  [ac]  [ad]   .  [ae]  [af] 

[aa]         [aa]  ^  ■        [aa]  [aaj  [aa]  [aa] 


I) 


welcher  Werth  in  die  folgenden  Gleichungen  zum  Zwecke  der  Elimination  einzu- 
setzen wäre.  Durch  die  Substitution  wird  jeder  der  neu  entstehenden  Coefficienten 
ein  Hinom,  für  welche  eine  weitere  symbolische  Bezeichnung  eingeführt  werden 
soll;  man  wird  also  schreiben  für  die  in  der  zweiten  Gleichung  auftretenden 
Binome : 


[aa] 


[aa] 


[H  -  1^  [<^^]  =  [i<^  0  •      [4/1  -  S  [«/]  =  [*/'] 


[aa] 


[aa] 


i**^  -  S  [«"fl  =  [*«'•]  .     [*«]  -  S  [«»]  =  l*"']  ' 


[aa] 


in  der  dritten  Gleichung  werden  auftreten: 


[aa] 


^'"'^—  0]  [«<']  =  [cci]   , 


{«»] 


[aa 

[ac] 


f'^/]  -  S  f«-^i  =  ^'^'^ 


[aa] 


[an]  =  [cni] 


die  vierte: 


[dd]-^-^^[ad\  =  [ddi]  , 

t**'!  -SM  =  [rf«il  , 


die  fünfte: 


[«''l--[fät««l  =  l*'»»l 


und  endlich  die  sechste  Gleichung  fordert  die  Hereohnung  von: 


[af] 


[<f/] 


[ff]  -  ^  L«/J  =  Iffi] ,       [/«]  -  '^  [an]  =  [/«!]. 


LÖß] 


l««j 


Hat  man  nun  die  vorstehend  eingeführten  IIilfsgr$saen  berechnet,  so  reducirt 
sich  da^  System  tier  socIik  Gleichungen  in  A)  auf  das  folgende  ebenfalls  symmetrisch 
angeordnete  System  von  fünf  Gleichungen :  ^ 

[AÄijy  +  [bci]z+  \bdi]t+  [bei]u-\-  [b/i]u>=  [bni] 
ibci]  y  -4-  [nci]z  +  [cdi]i  -f-  [c€i\u  -h  [r/i]  «^=3  [cm] 
Ärfi]y  +  [cduz^  [dd\]t'\'  [dß\]u^  \dfi]w=[dn\)        ^         B» 
[Aei'y  -f-   c  e\]z  '\-  [de\]  ^  -+-  [ee\]u  -^^  (tf/ijiosss  [en  i] 
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Ehe  ich  weiter  gehe,  will  ich  noch  eine  Frage  erörtern,  die  für  die  Folge 
von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  ob  die  neu  eingeführten  Symbole  [64  i],  [bei],  [bdi] 
...  in  analoger  Weise  wie  die  Symbole  [aa],  [ah],  [ac]  ...  aus  Productsummen 
von  gleicher  Verbindung  entstanden  gedacht  werden  können,  etwa  in  der  folgenden 
Weise: 

[Aii]  =  [b,  I)  (J,i)  +  (iji)  (M  +  (hl)  (*3i)  + ... 

[bc  l]  =  (i,  l)   (Cil)  +  (iai)  (^21)  +   (*82)  (C3I)   +  .. . 

u.  s.  f. 

Diese  Frage  kann  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Folge  bejaht  werden.  Die 
allgemeine  Yomi  dieser  neuen  und  auch  in  der  Folge  einsuföhrenden  Symbole  ist, 
wenn  man  auf  die  Entstehung  und  Entwicklung  der  Hilfsgrossen  surückgeht: 

wobei  Piy  p^,  '"  Txt  T^,  ...  die  Coefficienten  zweier  beliebiger  Unbekannten  darstellen, 
während  durch  jj,  yj?  •  •  •  die  Factoren  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  bezeichnet 
werden.  Multiplicirt  man  bdderseits  mit  dem  Nenner,  für  welchen  auch  das  Symbol  [q  q] 
geschrieben  werden  kann  und  beachtet,  dass  sich  nach  der  Ausfährung  der  Multi- 
plicationen  die  Glieder,  in  denen  alle  4  Indices  gleich  werden,  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen aufheben,  so  erhält  man  vorerst  die  Form: 

p\n  (?2 ?2  +  ft ft  +  •  •  )  —  q\P\ ?2^2  —  ft/^2?i n  — .  •  • 

+  iP3^3  (jl  ?1  +  ?2?2  +  •  »  .)   —  i\P\  2\U  —  i%P22iU  —•" 


[qq]  [pri] 


)  i 


für  welche  auch  geschrieben  werden  kann:  « 

[qq]  [p  r  1 1  =   (p,  ft  —  Ji/^)  (n  ft  —  ?i  ^2)  +  f/^?3  —  ft/^a)  (»•2?3  —  ^2^3)  +  •  •  • 

+    (P\  ?3  —  ?l/^3)  (n  ?3  —  9\  ^3)   +   {P294  —  92Pi)  (^2?4  —  1?2^4)   +  •  •  • 
+     iPi  ?4  —  qxPi)  {r\  ?4  —  ?l^4)    +    {P29h  —  q^Ph)  (^2?5  —  ft^s)    +  •  •  • 
•• > 

war  die  Anzahl  der  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  m,  so  wird  die  Anzahl 
der  Glieder  in  diesem  Ausdrucke  sein  '^  ^-^^i .  vergleicht  man  demnach  die  neu  ein- 
geführten Hilfsgrossen  mit  diesem  Besultate  und  beachtet  insbesondere  die  einzelnen 
Factoren,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  der  That  sich  dieselben  in  ähnlicher 
Weise,  wie  die  ursprünglichen  Summensymbole  entstanden  denken  kann,  nur  steigt 

der  höchste  Index,  da  in  den  letzteren  m  angenommen  wurde,  auf  ^     "~'    .     Für   die 

quadratischen  Symbole  [bbi],  [cci],  [ddi]  ,. ,  \9i  für  j9  und  r  derselbe  Buchstabe 
Z11  setzen,  man  erhält  daher  rechts  vom  Gleichheitszeichen  eine  Summe  quadratischer 
Glieder;  man  kann  daraus  den  wichtigen  Schhiss  ziehen,  dass  die  quadratischen 
Symbole  stets  positiv  sein  müssen.  Femer  kann  man  hervorheben,  dass  wenn  zwi- 
schen  den   Coefficienten    der  verschiedenen   Unbekannten    ein    nahe  proportionales 

Verhältniss  besteht,  so  dass  z.  B.  in  den  Relatiohen: 

42» 
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Pi  =«ft  +  ^1 

■       •       •       • 

^1)  ^)  ^3  nothwendig  klein   wird,    die   obigen  Coefficienten   für  die    quadratischen 
Glieder  die  Form  annehmen: 

(Ai  ft  —  hq\)^  +  (^?3  —  ^92)^  +  •  •  • 


d.  h.  der  für  die  Unbekannten  bestimmende  Coefficient  wird  der  Null  gleich  bis 
auf  Glieder  zweiter  Ordnung  von  l,  und  eine  Bestimmung  wird  also,  wenn  l 
klein  wird,  nicht  möglich^  was  übrigens  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei- 
chungen folgt,  doch  wird  man  aus  dem  obigen  Ausdrucke  leicht  die  Bemerkung 
ableiten,  dass  der  Fall  der  Kleinheit  der  Coefficienten  nur  unter  dieser  Bedingung 
auftreten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  Hj  nun  eliminirt  nan  y  in  ähnlicher  Weise  wie  früher 
X  aus  Ä)j  und  man  wird  aus  ähnlichen  Gründen,  wie  früher,  y  zunächst  aus  der 
ersten  bestimmen  und  das  Resultat  in  die  folgenden  einsetzen;  es  ist: 


_   [6»i]         [bei] 


[bdi] 


y  ~  \hhl^      \hbi]  ^      \bbi\  ^ 


[661] 


[hei] 
[bbi] 


u 


166 1] 


w 


2] 


Man  wird  also  neue  Hilfsgrössen  zu  bestimmen  haben: 
[cci 


[cdi 

[ce  I 

[ddi 
[de  I 

[eei 
[e/i 


[//« 


-jllT]   1*CI]  =  [CC2J 


^/^^  -  IVi  t*/'i 


[6ei] 
[bbi] 


[bni]  =  [cm] 


[bdi] 
[bbt] 

[bdi] 
[bbi] 

[bei] 
[bbi] 

166 1] 


[bdx]  =  [dd2]    ,        [dfl]  -   1^ 

[bei]  =  [de 2]  ,      [dni\  —  | 


[bdi] 
[bbi] 

[bdi] 


166 1] 


[4/1] 
[bni] 


[df2] 
[dn  2] 


[bei]  =  [ee2]  ,       [eni]  — 
[4/1]  =  [ef2]  , 


[hei]    r,  ,  , 

j^^[bnii=[en2] 


-  Ut]  [*/'^  =  t//2)  '      l/«']  -  [?<!!  L*»'l  =  (/»^J 


Einführung  dieser  Hilfsgrössen  erhält  man  das  Sysl 

[cc2]z  +  [cdz]  t  +  [ce2]u  +  [c/2]w  =  [cn2] 
[crf2]«-4-  [dd2]t+  [de2]u  +  [rf/2]  w  =  [dn2] 
[ce2]z  +  [rfa2]^  +  [ee2]u  +  \ef2\\D  =  \en2\ 

[Cf2]  Z  +  [rf/2]  t  +  [ef2]  U  +  [ff  2]  W  =  l/«2] 


C 
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Bestimmt  man  daraus  z  nach  der  ersten  Gleichung: 

[CC2]  [CC*]  [CCI]  [CC2]  ^^ 

substituirt  diesen  Werth  in  die  folgenden  und  bildet: 

t^^^J  ~  "l?^  t"*^!  =  t**3]  ,       [«»2]  —  -|^  [c«2]  =  [e«3] 

so  hat  man  daher  die  drei  Gleichungen: 

[ddi\t  +  [de3]u+  [rf/3]  w=[dni]  | 

[dei]  t+[eei]u+  [efi]  m  =  [en 3]  [  D) 

,       Wi]  t  +  [e/3] «  +  [^73]  «»=[/«  3]  ' 

bestimmt  man  also  wieder  t  nach 

luid  berechnet  als  neue  Hilfsgrössen :  , 

t**3]  —  jsjjj  [rf«3]  =  [«C4]  ,      [e«3]  —  p^j  lrf«3]  =  [c»4] 

[//3]  -  Is^  [rf/3]  =  [//4]  ,       [/«3]  -  {sif!  [rf»3]  =  [/»4]  , 


SO  hat  man  Alles  zurüqkgefuhrt  auf  die  zwei  Gleichungen: 

[c«4]  u  -4-  [c/4]  IT  =  [e«4] 
[^/4]«*+[//4]«'=[/w4] 

bestimmt  man  nun  ti  nach: 


} 


E) 


[«114]  [«/4]  .\ 

[««4]  [cc4l  ' 

und  berechnet  die  Hilfsgrössen: 

i//4]  -  -^  [«/4]  =  [//5]  ,      [/«4]  -  |H^  [««4]  =  1/«  5]  , 

SO  wird  man  schliesslich  haben : 

[//5]«'=l/«5]  ,  F) 
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woraus  resultirt: 


w=  i^^  6) 


Ist  einmal  to  bestimmt,  so  wird  sich  4uroh  successive  Benützung  der  Formeln  3), 
4),  3),  2)  und  i)  die  Bestimmung  der  Unbekannten  u^  t,  Zy  y  und  z  ergeben,  welches 
Verfahren  am  bequemsten  erscheint,  wenn  nicht  das  Gewicht  der  Unbekannten  ge- 
fordert wird,  sondern  nur  die  Unbekannten  selbst  bestimmt  werden  sollen ;  im  letzteren 
Falle  empfiehlt  sich  ein  anderes  Verfahren,  welches  weiter  unten  ausgeführt  wird. 
Die  ersten  Gleichungen  in  A^  B,  C,  Z>,  E  und  F  kann  man  die  Eliminationsgleichnngen 
nennen  und  hat  demnach  för  dieselben  die  Form: 


[aa]z  -\-  [ab]y  +  [ac]z  -^  [ad]t  rf-  [a  e]u  +  [af] to  =  [an] 
[bbi]y  +  [bci]z+  [bdi]t^  [iei]tt+  [bfi]u>=  [bni] 

[CC2]Z  +  [cd2]t  •+-   [CB1]U  -f-  [Cf2]t0  =  [cfll] 

[dd3]  t  +  [de3]u+  [rf/3]  w  =  [dn^] 

[ff  5] «»  ==  [/«  5] 


7) 


Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  den  Anschein  haben,  als  ob  die  Berechnung 
dieser  zahlreichen  Hilfsgrossen  schwer  durchführbar  wäre,  indem  es  nicht  leicht  ist, 
stets  die  Uebersicht  zu  erhalten  und  sich  bei  diesen  vielfachen  Multiplicationen  vor 
Fehlem  zu  schätzen.  Man  wird  deshalb  bedacht  sein  müssen,  die  Rechnung  über- 
sichtlich anzuordnen  und  zweckmässige  Prüfungsgleichungen  einzufuhren.  Ehe  ich 
aber  das  Schema,  nach  dem  man  die  Elimination  ausführen  kann  angebe,  werde 
ich  vorerst  die  Prüfungsgleichungen  näher  bezeichnen  und  entwickeln,  da  die  Eli- 
mination und  Controlrechnung  unter  einem  abgethan  werden  kann,  also  sofort  auch 
die  Prüfungsrechnungen  in  das  Schema  aufzunehmen  sind. 

Es  waren  oben  (pag.  317)  als  Prüfungsgleichungcn  benützt  worden  die 
Summen : 

[aa]  +  [öi]  +  [ö^]  + +  [ö'»]  =*=  [os] 

[ab]  +  [bb]  +  [bc]  -}- +  [bn]  =  [bs] 

[ac]  +  [bc]  +  [cc]  -\- +  [cn]  =  [es] 


[« 


I»]  +  [bn]  +  [cn]  -4- +  1^»»]  =  [na] 


Diese  Summen,  die  früher  zur  Herstellung  entsprechender  Prüfungsgleichungen 
gedient  haben^  wird  man  zweckmässig  zu  weiteren  Controlen  benützen  können ;  hier- 
bei wird  es  sich  aber  für  die  Sicherung  der  weiteren  Rechnung  förderlich  erweisen, 
diesen  Gleichungen  völlig  zu  genügen,  so  dass  für  [aa]^  [bs]  u.  s.  w.  nicht  die  di- 
rect  berechneten  Werthe  in  Anwendung  kommen,  sondern  jene,  die  durch  die  Sum- 
mirung  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Werthe  erhalten  werden. 
Bildet  man  nun  ähnlich  wie  früher  neue  Hilfsgrössen  und  setzt: 
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so  ist,  wenn  man  [bs]  und  [««]  seiner  Bedeutung  nach  auflöst: 

[bsi]  =  [iJ]  _M  [aj]  +  [4,]  _g  [ac]  +  ....  +  [in]  -  M  [an] 

und  mit  Berücksichtigung  der  oben  (pag.  330)  eingeführten  Hilfsgrössen  auch: 

[bsi]  ==  [iJi]  +  [ici]  +  ....  +  [hm]  , 

wodurch  eine  zweckmässige  Controlgleichung  hergestellt  ist.  Um  also  den  Ueber- 
gang  von  den  sechs  Normalgleichungen  A)  auf  die  Gleichungen  B)  zu  prüfen,  bildet 
man  die  Hilfsgrössen : 

und  hat  dann  die  Prüfungsgleichungen: 

[«#i]  =  [bei]  -+-  [cci]  +  [c^^j]  4-  [««i)  +  [«/"•)  +  [<"»») 
[rfai]  =  [ftrfi]  +  [cdi]  +  [rfrfi]  +  [rfei]  +  [dfi]  •+■  [rfwi] 


von  denen  jedoch  nur  die  erstere  in  der  Regel  zur  Prüfung  Anwendung  findet, 
der  andern  aber  wird  man  bedürfen,  um  die  Richtigkeit  der  folgenden  Prüfungs- 
gleichungen zu  erweisen;  ich  werde,  da  sich  die  Beweise  für  das  Bestehen  dieser 
imd  der  folgenden  Relationen  in  der  oben  durchgeführten  Weise  leicht  herstellen 
lassen,    nur  die   erforderlichen  Hilfsgprössen   und  Prüfungsgleichungen  aufstellen. 

L^«l]  —  {JMJ  [*«>]  =  [^«2]    ,  [e^l]  —    M   [bsi]  =  [682] 


[OSZ]  sts  [0«2]  ■+•  [cdz]  -f.  [c«2]  -^  [c/2]  -f-  [«««] 

[da  2]  »  [ed2]  ■+■  [dd2]  -f  [de 2]  -^  [df2]  -f-  [dn2] 
[e82]  =  [ce2]  +  [dez]  +  [««2]  +  [e/2]  -f-  [#»2] 

[/«2]  =  \cf2]  +  [rf/*}  +  [•/*]  4-  [//2I  +  l/»2] 
trf*2)  -  1^  [C»2}  »  [d,3j    ,  [/,2]  -   M?l  [^,2]  =  {/,3] 

[d»3]  =  [rf</3]  +  [dei]  +  iifi]  +  [rf«3] 
[e«3]  =  [rfe3]  +  [««3]  +  [e/3]  +  [«»3] 

l/«3l  =  [dfi]  +  [e/3]  +  {ffi\  4-  [/«3I 
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[esi]  -  [^  [dsi]  =  [e*4]  ,       Ifsi]  -  [^  [dsi]  =  [/»4l 

[e«4]  =  [e«4]  +  [e/^]  +  [en^] 
|/»4]  =  [e/4]  +  I//4]  +  [/«4] 

1/»  5]  =  [ff  5]  +  [/»  5]  , 

womit  die  Rechnung  einer  sehr  durchgreifenden  Controle  unterworfen  erscheint. 
Ich  könnte  nun  daran  gehen,  das  unten  ausfuhrlich  vorgelegte  Schema,  welches 
ich  für  die  Anwendung  zusammengestellt  in  den  Text  aufgenommen  habe,  zu  er- 
erläutem.  Es  finden  sich  die  Eliminationsrechnungen  auf  der  linken  Seite  des  auf- 
geschlagenen Buches  (pag.  340] ,  die  Prüfungsgleichungen  nebst  einigen  erläutern- 
den Noten  auf  der  rechten.  Nachdem  es  aber  zweckmässig  erscheint,  in  das 
Schema  auch  jene  Rechnungen  aufzunehmen,  welche  die  Herabminderung  der  Summe 
der  Fehlerquadrate  [nn]  durch  die  Bestimmung  der  einzelnen  Unbekannten  enthalten 
und  schliesslich  die  minimale  Fehlerquadratsumme  kennen  lehren ,  so  sollen  vorerst 
die  hierzu  nöthigen  Ableitungen  gemacht  werden.  Diese  Grösse  gibt  eine  sehr 
durchgreifende  Prüfung  für  die  Richtigkeit  der  gesammten  Rechnungen,  indem  die 
Substitution  der  Unbekannten  in  die  Bedingungsgleichungen  die  einzelnen  übrig 
bleibenden  Fehler  erkennen  lässt,  deren  Quadratsumme  mit  dem  bei  der  Elimination 
hierfür  gefundenen  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen  muss. 
Ueberdiess  hat  die  Ermittelung  dieser  Grössen  eine  Bedeutung ,  wenn  man  die  Un- 
sicherheit in  den  Unbekannten  auf  ein  numerisches  Maass  zurückfuhren  will.  Es 
fanden  sich  oben  (pag.  315)  die  Gleichungen: 

Ojar  +  Äiy-t-Ci^-f-«»-«  —  »1=  —  t>i 
a2:r-f-&2y  +  ^^+ —  «2= —  t>j 


8 


in  welchen  die  Grössen  o^,  Vj,  t>3  ...  die  nach  der  Bestimmung  der  Unbekannten  auf- 
tretenden Unterschiede  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung  sind ,  wenn  für  x, 
IfjZ.,.  die  aus  den  Normalgleichungen  resultirenden  Werthe  eingesetzt  werden ; 
die  Sunune  dieser  Fehlerquadrate 

kann  auch  dadurch  gebildet  werden,  dass  man  die  Gleichungen  8)  rechts  und  links 
mit  dem  zugehörigen  — v  durchmultiplicirt  und  Alles  addirt,  man  erhält  so,  wenn 
man  zur  Abkürzung  einfuhrt: 

öit>i-fajü2  +  fl5|r3  +  ....  =  [av] 


Ci  t>4  +  Cj  l?2    +  Ca  ©3  -H 


»I   ü|   4-  ^  ©2  4-  »3  «^3  + 


.  . .  =  [bv] 
. . .  =  [ce] 


. , .  =  [nv\ 


337 


die  Belation: 

[nv]  —  [av] X  —  \hf>\y  —  \cv\ z  —  \_dv\  t  —  \ev\ u  —  [fv] t£7  =  [ot?]  . 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  7)  (pag.  316)  für  die  Bedingung  des  Minimums 
der  Fehlerquadrate,  welches  durch  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  erhalten 
wird: 

•   [aü]  =  o,   [6ü]=o,   [cf>]=o,   [dv]  =  o,  [ev]=^o,   \fv]=o, 

woraus  man  die  wichtige  Relation  ableitet: 

[v  n]  =^[vf>]  ,  9) 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  8)  (pag.  336)  mit  den  zugehörigen  — n 
durch  und  addirt,  so  erhält  man : 

nn]  —  [an] x  —  [bn] y  —  [cn]z  —  [dn]  t  —  [en] u  —  [/«]  w  =  [vn]  =  [ot?]  ,      10) 

welche  Gleichung  also  sofort  die  Grösse  [vv]  finden  lässt,  sobald  die  Unbekannten 
z,  f/j  2  .  ,  ,  den  Normalgleichungen  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  aber  oben 
(pag.  330)  X  bestimmt  worden  durch: 


^^    [an]         [ab]  [ae]  ^         [ad]  ^         [ae]  ^ 

[aa]         [aä]  ^         [aa]  f/,/.!  '     " 


[aa] 


[aa] 


[aj] 
[aa] 


w  : 


setzt  man  also  diesen  Werth  von  x  in  Gleichung  10]   ein  und  schreibt  überdiess: 

so    wird   mit  Rücksicht   auf  die   oben  (pag.  330)  eingeführten   Hilfsgrössen   gesetzt 
werden  dürfen: 

[nn  1]  —  [bn\]y  —  [cni]z  —  [dn\]t  — •  [eni]u  —  \fn  i]w  =■  [f>v\ 
Ersetzt  man  wieder  y  nach  der  Gleichung  2)    (pag.  332)  und  schreibt: 

[nn\]  —  ^^^^^^^  [bni]  =  [nni]  , 


80  wird: 


[nni]  —  [cn2\z  —  [dni]  t  —  [en2]u  —  [fn2]tD  =  [vv]  , 


welches  Verfahren  bis  zur  letzten  Unbekannten  in  ähnlicher  Weise  fortgesetzt  werden 
kami ;  man  hat  also  für  die  vorUegenden  Gleichungen  mit  sechs  Unbekannten  die 
folgenden  sechs  Hilfsgrössen  zu  berechnen : 


•       [n»i]  =   [nn]   — 


[an]  r      > 
[aa]  •■       ' 


[nnz]  =  [nni]  —  ^^7]  L^^i]  , 


[»»3]  =  [nnz]  — 


[cm]      r  T 

7- —   [cn2]  , 

[CC2]    ^  '    ' 


[««4] 
[«»5] 

[nn  6] 


[nn^] 
[nns] 


[dni] 
[ädi] 

[gW4] 
[ee^] 

Ifnsl 
L//51 


[dns] 
[en^] 


II) 


und  hat  dann   die   folgenden   Hestimmungsgleichungen  für   die   Summe  der  übrig- 

Oppols«r,  B»hnb«8timjiiong;flii.  U.  43 
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bleibenden  Feblerquadrate    [vv],  von   denen  man  gewöhnlich  nur  die  letzte  in  An- 
wendung bringen  wird  : 


[n  n]  —  [a  n]z 
[nni] 


[A»i]y 

[nn2] 


[c  n\z 
[cn\]z- 
[en2]z- 
[w»3]  - 


[dn]t 
[dni]t 
[dn2]  t 
[dn7,]t 

[w«4]  - 


'  [e  n\u 
[en\]u 
[enz]u 
[eni\  u 
\en^]  u 


■  [fn]w 

■[fni]w 

\fn2\  w 

[/«5]  w 
[nnö] 


[t>v] 
[t,v] 

[vv] 
[vv] 
[er] 
[vv] 


.  12) 


Die  Grösse  [nnt]  =  [vv]  kann  aber  auch  mit  Hilfe  der  Summengrösaen  in 
ganz  anderer  Weise  erhalten  werden  und  diese  Bestimmung  wird,  da  dieselbe  eben- 
falls im  Ganzen  die  Bildung  von  nur  sechs  Hilfsgrössen  erfordert,  als  zweckmässige 
Controle  benützt  werden  dürfen.  Diese  Prüfung  ist  eine  der  durchgreifendsten, 
doch  wird  dieselbe  nur  dann  gut  übereinstimmende  Resultate  geben,  wenn  die  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  keiner  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  Der 
Fall  des  Eintretens  einer  solchen  besonderen  Unsicherheit  wird  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  ausführlicher  behandelt  werden.  Beachtet  man  die  Bedeutung  der 
Summengrösse 

[ns]  =  [an]  +  [bn]  +  [cn]  +  [dn]  +  [en]  +  \fn]  +  [nn]  , 


und  bildet  die  Hilfsgrösse: 


[nsi]  =  [ns]  — -[^]  [as]  , 


so  wird  nach  Auflösung  der  mit  8  verbundenen  Summenglieder  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen geschrieben  werden  dürfen: 

[«.il  =  [bn]  -  S^  [ab]  4-  [cn]  -  ^  [ac]  +  . . .  +  [nn]  -  ^  [an] 


[aa\ 


[aa\ 


[aa] 


oder  durch  Einführung  der  oben  benützten  Hilfsgrössen : 

[nsi]  =  {bn\]  4-  [cm  i]  +  [dm]  -|-  [cmi]  +  [f^A  +  [«»i] 
Aehnlich  vorgehend,  wird  man  die  Hilfsgrössen: 

f««i]=   [na]  —  l^-^  [««1 
[n«2l=  [«»il  —  |*j||  [bsi] 
[»»3)  =f««2l  -  l^"*!  [es  2] 

[«Ml  =  [~»3]  -  j^J-j  [dsi\ 
[rt«5l  =  [»«4j  — -^^  [««4l 

ln<61  =  [n«5]  -  i^^,']  lAsl 
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bilden  und  die  Kelationen  haben: 


[n9i]  =  [bni]  -+-  [cm]  +  [dm]  +  [em]  +  [fni]  ^-  [nni] 
[n8  2]  =  [cm]  H-  [dnz]  +  [enz]  +  [fn2]  +  [nm] 
[»«3]  =  [rf«3]  +  [c«3]  +  Ifn^]  4-  [«»3] 
[«A4]  =  [en^]  +.  [/n4]  4-  [«114] 

[»«5]  =  [/«5]  +  [»«5] 
[»ä6]  =  [nnb] 


>4) 


womit  die  geforderten  Prüfnngsgleichungen   erlangt  sind ,    von  denen  man    bei    der 
practischen  Anwendung  jedoch  nur  die  letzte  Gleichung  benützen  wird. 

Ich  gehe  nun  daran,  an  der  Hand  des  auf  pag.  340  aufgenommenen  Schemas 
zu  zeigen^  in  welcher  einfachen  und  übersichtlichen  Weise  die  für  die  Elimination 
nothwendigen  Rechnungen  und  Controlen  durchgeführt  werden  können. 

Zunächst  ziehe  man  auf  einem  mit  Horizontallinien  überzogenen  Blatte 
zwei  Verticalcolumnen  mehr  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile 
setzt  man  neben  einander  die  Werthe,  die  mit  a  verbunden  sind,  also  [aa],  [ab], 
[ac]  ...[an],[a8]  und  darunter  in  die  zweite  Zeile  die  Logarithmen  derselben  und  macht 
diese  zweite  Zeile  etwa  durch  ein  angehängtes  E  besonders  kenntlich,  denn  es  ist 
dies  die  erste  Eliminationsgleichung,  welche  die  Bestimmung  von  x  (vergl.  pag.  330)  ver- 
mittelt. In  die  dritte  Zeile  kommen  die  mit  b  verbundenen  Werthe  [Ai],  [bc]  ... 
b  s]  und  man  rückt  hierbei  um  eine  Verticalcolumne  nach  rechts  ein,  so  dass  die  mit  b 
verbundenen  Buchstaben  dieselben  werden,  die  früher  in  denselben  Verticalcolumnen 
mit  a  combinirt  waren.     In   die   erste   Verticalcolumne  der   vierten  Zeile  setzt  man 

log  ~-^,  ;    dieser   und  alle  in   derselben    Verticalcolumne    enthaltenen   Logarithmen 

müssen  sorgfältig  auf  ihre  Richtigkeit  geprüft  werden ,  da  sich  ein  Fehler  in  den- 
selben der  Summencontrple  leicht  entzieht;  ich  habe  diese  wichtige  Bemerkung  des- 
halb im  Schema  hervorgehoben.     Nun   schreibt  man   diesen   Logarithmus  von  -|^ 

auf  den  unteren  Rand  eines  Zettelchens  und  addirt  denselben  der  Reihe  nach  zu 
den  Logarithmen  von  [aJ],  [ac]  ...  [as],  die  alle  in  der  zweiten  Zeile  stehen;  in- 
dem man  die  Ziffern  der  beiden  Logarithmen  von  vom  addirt,  wird  man  das  Hin- 
fichreiben  der  so  entstehenden  Logarithmen  gänzlich  vermeiden  können ,  wenn  man 
sofort  die  Zahlen  aufsucht,  und  sie  in  die  vierte  Zeile  und  zwar  in  dieselbe  Vertical- 
columne,   in  der  das  Product  gebildet  wurde,  einträgt.     Es  kommt  also  zu  stehen: 

0^  [ab]  unter  [bb] 

•  ■  •  • 

•  •  •  a 

7^  las]   unter   [bs]  . 
[iiflj   »■    j  »-    j 

43» 


3i0 


[au] 
log  [aa] 


[ab] 
log  (06] 


[ae\ 
log  [ae] 


[ad] 
log  [ad] 


[ae] 
log  [ae] 


log  [a/1 


log  r^  •) 


log  1^^  •) 


'  [aa] 
log  t^^l  •) 


log  ^  •) 


log  '"-^1  -) 


^[4  61]    ' 


logl^-) 
l««4]   ' 


[46] 
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[6rf] 
[aa]  ^  ^ 
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log  [66 1) 
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log[6rfi] 


[bei] 
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16/1] 
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log  [an] 


[a.) 
log  [at] 
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""'  [an]- 
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[4,] 
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I 


[en] 


(c«l 
Joe] 
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•  a«: 


[cci] 

(667]^*^'! 


(CC2j 

bg[cc2] 


[crfll 

[667]  f*''"^ 


[crfi] 
log  [cd 2] 


[aa]  '    ^ 


[ddi] 
[66l!f*^"l 


[c«i] 

r66ii  '*"J 


[cfi] 

1667]  ^^-^'^ 


[cm] 
[661]'*"'' 


lc#il 
|6cr  .. 

(44-.T1*" 


(C«2] 

log  [c  «l] 


[de] 


log  (c/*) 


[rf/] 

^[a/1 
[a  a]  ^'^ ' 


[rfei] 

[447]'*"! 


[rfrfi] 


[ddi] 

log  [rfrf  J] 


[eili]  ,       . 


[rf«J] 

log  [de  j] 


(rf/«l 
[4417  f*-'^') 


[<?/»I 
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log[rf/3] 
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log  [cn  2] 
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[dn] 
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[aa^ 
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[bdi] 


661] 
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C«2 
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log  [66  4] 


[e/4] 
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1/«J' 


(/•4i 
[«•4' 


'•4 


(/•S 


». 


341 


Probegleichiingen. 


I)  [bsi] 

2]  [csi] 

4)  [dsi] 

5)  [ds2] 

6)  [d83] 

1)  [esi] 

8)  [es  2] 

9)  [^«3] 
lO'  [es  4] 

>3)  l/*3] 

14)  l/«4l 

15)  [/*5l 

16)  \nsi] 

17I  [»«2] 

18  [««3I 

IQ'  [««4I 

20I  |/*«5] 

21)  |yi«6) 


II 


12 


=  [bei 

=    [CC2 

=  [Wi 

=  [cd2 
=  [ddi 
=  [bei 
=  [ee2 
=  [dei 
=  [ee4 

=  [*/» 

=  1^/2 

=  [</"3 

=  l«/4 

=  L/75 
=  [bni 

:=  [cn2 

=  [rfw3 

=  \en4 

=  [/«5 
=  [»»6 


+  [f>ci] 

+    [€Cl] 
+  krf2] 

+  krfi] 

+  [rf«3] 
+  [cei] 

+  Ke2] 
4-  [eei] 
4-  [«/4] 

+  ll/">] 
+  [df2] 

+  [«/3] 
4-L/'/4] 
+  [/»5l 

+  ['■«!] 
4-   [rf«2] 

4-  [««3] 
4-  [»»5l 


4-  [f>di]  + 
4-  It-rfi]  4- 

4-  [f«2l  4- 
4-[<Wi]  + 

4-  [de  2]  4- 
4-  [rf/3]  4- 
4-  [rfei]  4- 
4-  [««2]  4- 

+  [«/3]  + 
4-  [«»4] 
4-  [dfi]  4- 
4-  [ef2]  + 
4-  [//3]  + 
4- 1/«4] 


[4c  i]  -I- [*/,]  +  [«„,] 

kci]   +  [c/i]  +  [cm] 

[cfz]    +  [rM2] 

[rfei]  +  [df\\  +  [rf«i] 

trf/2]  +  [dn2\ 

[dni 


[ee\\  4-  [ef\\  -\-   [en\\ 

{ef2\  4-  [e»2] 

[eni\ 

WA  +\ffA  +  [/«'! 

f//2j  4-  [/«  2] 

[/«3] 


+  [dm]  +  [cwi]  4-  [/«i]  4-  [»«1] 
+  [en2]  4-  l/»2]  4-  [«»2] 

4-  L/'«3]  4-  [««3l 
+  l»«4] 


Bei  der  Anwendung  wird  man  sich  in  der  Regel  mit  den  mit  einem  Aus- 
rufimgszeichen versehenen  Probegleichuhgen ,  bei  denen  sich  alle  Werthe  in  der- 
selben Ilorizontalzeile  befinden,  begnügen  können.  Die  mit  E  bezeichneten  Werth- 
reihien  entsprechen  den  Eliminationsgleichungen,  die  mit  einem  *j  versehenen 
Logarithmen  müssen  besonders  nachgesehen  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  denselben 
leicht  der  Controle  entzieht. 
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Zieht  man  nun  die  Zahlen  dieser  vierten  Zeile  von  jenen  der  darüber  stehenden 
dritten  Zeile  ab  und  setzt  die  so  entstehenden  Differenz^rerthe  in  die  fünfte  Zeile, 
so  hat  man  die  Hilfsgrössen : 

[bbi],  [bei],   [bdi],  [bei],   [bfi],  [bni],  [bsi] 

erhalten.  Das  dieser  Zeile  angehängte  Zeichen  i)  weist  auf  die  auf  pag.  341  ste- 
hende Prüfungsgleichung  hin,  welche  Bemerkung  für  dieses  und  die  ähnlichen  An- 
merkungszeichen für  die  Folge  hier  hervorgehoben  werden  soll.  Dieser  Probe  muss 
völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  genügt  werden. 

Ich  kann  mir  aber  wohl  sparen,  den  weiteren  Vorgang  der  Rechnung  aus- 
einanderzusetzen, indem  die  bisherigen  Andeutungen  in  Verbindung  mit  dem  auf 
pag.  340  in  extenso  mitgetheilten  Eliminationsschema  wohl  genügen  werden,  um 
die  zweckmässige  Anlage  der  Rechnung  und  die  Bildung  der  nothwendigen  .Hilfs- 
grössen anschaulich  zu  machen.  Ist  die  Elimination  beendet,  so  wird  man  an  die 
Bildung  der  Grösse  [nnö]  schreiten,  die  wohl  auch  durch  das  Schema  selbst  hin- 
reichend erläutert  ist. 

Ich  werde  nun  die  oben  (pag.  323)  ermittelten  Coefficienten  der  Normal- 
gleichungen  den  hier  gegebenen  Vorschriften  gemäss  auflösen  und  glaube,  dass  ich 
mich  hierbei  weiterer  Erläuterungen  enthalten  kann;  um  die  Elimination  nicht  zu 
unsicher  zu  machen,  habe  ich  mich  fünfstelliger  logarithmischer  Tafeln  bedient; 
der  Vorschlag,  der  hier  und  da  gemacht  wurde,  im  Falle  einer  besonderen  Un- 
sicherheit der  Auflösung  grössere  logarithmische  Tafeln  hierbei  anzuwenden,  muss 
als  unzweckmässig  bezeichnet  werden,  wie  dies  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt. 
Sind  die  Normalgleichungen  nämlich  mit  Hilfe  kleinerer  Tafeln  gebildet,  so  erhält 
man  dann  nur  eine  Lösung,  die  von  der  Unsicherheit  dieser  logarithmischen  Rech- 
nung abhängt.  In  der  folgenden  Rechnung  sind  die  Eliminationsgleichungen  durch 
ein  angehängtes  E  und  die  aus  den  Coefficienten  der  Normalgleichungen  gebildeten 
Zeilen  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  bezeichnet,  ausserdem  sind  die  dem  Re- 
sultate entsprechenden  Probegleichungeu  in  der  letzten  Verticalcolumne  neben  den 
direct  berechneten  Werthen  angesetzt: 


343 


t  , 

•   +  5  H8S0 
0.7100J 

y 

—  1.74710 
0^24234 

• 

z 

t 

u 

•  to 

• 

8 

Proben 

2.19540 
o„34i5i 

4-  1.91120 
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Wie  man  sieht,  stimmen  alle  Proben  in  sehr  befriedigender  Weise,  ausser- 
dem zeigt  die  starke  Herabmindemng  der  Fehlerquadrate  von  +  2.63220  auf 
-f-  0.02563,  dass  eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  in  der  Darstellung  der  Beobach- 
tungen erreicht'  werden  wird. 


§  4.   Bestlminnng  der  Unbekannten  aus  den  Eliminationsgleiehnngen« 

Liegt  blos  jdie  Aufgabe  vor,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln,  ohne  auf  die  Bestimmung  der  Unsicherheit  derselben  eingehen  zu 
wollen,  so  wird  es  sich  wohl  am  meisten  empfehlen,  durch  successive  Rücksubsti- 
tutionen in  den  vorliegenden  Eliminationsgleichungen  die  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln ;  das  Schema  der  Rechnung  gestaltet  sich  hierfür  wie  folgt : 


4-  [««4] 

-flrfns] 

-f-[c«2] 

-+-[Äni] 

-h[afi] 

—  w  [e/4] 
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• 
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log  w 

logM 

log< 

log» 

logy 

log* 

welches  Schema  wohl  an  sich  verständlich  ist;  man  hat  hierbei  nur  zu  beachten, 
dass  die  erste  Zeile  sofort  hingeschrieben  werden  kann,  die  zweite  Zeile  aber  mit 
Benützung  des  bereits  im  Eliminationsschema  aufgenommenen  Werthes  von  tr;  die 
dritte  Zeile  erhält  man  mit  Hilfe  des  Werthes  u,  der  durch  die  bisherigen  Rech- 
nungen bekannt  ist  u.  s.  f. ;  hierbei  stellen  die  Zeichen  ^  die  Summen  der  über- 
einanderstehenden  Werthe  vor.  Die  erforderlichen  Producte  bildet  man  am  einfach- 
sten, indem  man  den  Logarithmus  der  t)etreffenden  Unbekannten  auf  den  untersten 
Rand  eines  Zettels  schreibt  und  denselben  hierauf  successive  über  die  entsprechenden 
Logarithmen  der  Eliminationsgleichungen  hält.  Man  hat  hierbei  zu  beachten.  daj^> 
man  im  Eliminationsschema  Seite  340  bei  dem  untersten  links  vorspringenden  Lof^- 
rithmus  zu  beginnen  und  stets  in  derselben  Verticalcolume  von  einer  der  mit  E  l>e- 
zeichneten  Eliminationsgleichungen  zur  anderen  nach  aufwärts  fortzurücken  hat ;  die> 
wird  sofort  klar,  wenn  man  sich  die  Eliminationsgleichungen  ausgeschrieben  hin- 
stellt, nämlich: 

[fl  fl]  a:  +  [fl  6]  y  +  [a  c]  z  +  [fl  rf]  ^  +  [a  ^]  tt  +  [a/]  w  =  [a  n\ 
+  [66i]y  4-  f6ci]«+  [irfi]/  + [6«i]m+  {hf\\w=  {hn\\ 

-f-  \cc2\z-Wcd2\  /-f-  \ce2\u  +  \cf2\w  =  [cnz] 

+  [dd3]t  +  [de3]u  +  [df^]  tr  =  (rfii3l 

4  [ee^]u+  [ef^]to=  [en^] 
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Zur  Controle  def  Richtigkeit  dieser  Eliminatian  kann  man  die  Summe  def 
vorstehenden  Gleichungen  benätzen ;  es  wird  nämlich  der  folgenden  Gleichtmg  nach 
Einsetzung  der  Werthe  der  Unbekannten  innerhalb  der  Unsicherheit  der  fogärifli^ 
mischen  Rechnung  genügt  werden  müssen : 

[aa]z 
+  {[ab]  +  [bbj])y 

+  [[ac]  +[bci]  '\-[cc2]]z 

+  {[ad]  +  [bdi]  +[cd2]+[dd3]}t 

+  [ae]  +[be  i]-\-  [ce  2]  +  [de^]  -\-[e  e^]}u 

+  {.«/]  +  [^/i]  +  [^f^]  +  Wl]  +  [ef^]  +  [//5l } ^ 
ich  ziehe  es  jedoch  vor,  die  Controle  mit  Hilfe  des  weiter  unten  angesetzten  Ver- 
fahrens herzustellen,  welches  zwar  etwas  mehr  Arbeit  verursacht,  aber  dann  beson- 
dere Vortheile  bietet,  wenn  man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will. 
Vorerst  werde  ich  jedoch  die  Zahlen  des  obigen  Beispieles  hier  anführen.  Nimmt 
man  das  obige  Schema  zum  Muster,  so  ergeben  die  Eliminationsgleichungen  des 
vorangehenden  Paragraphen  die  Werthe: 


=  [an]  +  [6  »I  ]  4-  [cni] 
+[dni]+[en^]-\-\fn^y. 


1 

-h  0.07344 

—  I.2I7I9 

-1-  1.57095 

4-  1.26957 

—  0.53990 

-f-  0.00090 

—  0.00252 

4-  0.24796 

—  0.04276 

4-  1.52297 

0.00000 

4-  0.00283 

—  0.09011 

4-  1.28121 

—  0.00003 

4-  0.00021 
—  0.00002 

4-  0.82334 

4-  0.02155 

0.00000 

-f  0.07434 

—  1.21971 

4-  1.82171 

4-  I. 13689 

-1-  3.10917 

8.87122 

0^,08626 

0 . 26048 

0.05572 

0.49264 

0.6I4I2 

0.45199 

0.49437 

0.11537 

0.72003 

7,64514 

8.25710 

9*63427 

9.76611 

9.9403s 

9.77261 

Die  in  der  letzten  Reihe  stehenden  Werthe  sind  also  die  Logarithmen  der 
nunmehr  ermittelten  Unbekannten  tr,  u^  t^  z,  y  und  x.  Hierbei  hat  man  aber  zu  be- 
achten,  dass  in  Folge  des  Homogenmachens  (vergl.  pag.  321)  diese  Unbekannten 
mit  der  oben  angenommenen  Fehlereinheit  durchzumultipliciren  sind,  und  durch 
(He  bezüglichen  Homogenitätsfactoren  au  dividiren  wären;  ich  werde  jedoch  später 
auf  diesen  Umstand  nochmals  zurückkommen  und  die  entsprechenden  Transforma- 
tionen vornehmen. 

Es  soll  nun  jenes  Verfahren  vorgenommen  werden^  welches  zur  unabhängigen 
liestimmung  einer  jeden  einzelnen  Unbekannten  fuhrt;  es  scheint  dasi^lbe,  falls 
man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will,  worüber  der  nächste  Paragraph 
handeln  wird,  das  zweckmässigste  zu  sein ;  da  ausserdem  dieses  Verfahren  in  der  That 
»ehr  wenig  Mehrarbeit  verursacht,  so  möchte  ich  es  stets  zur  Controle  der  vor- 
stehend entwickelten  Werthe  empfehlen ,  '  auch  wenn  man  nicht  die  Gewichte  der 
Unbekannten  selbst  bestimmen  will.  Nimmt  man  die  Gleichungen  i),  2),  3),  4]  u.  5) 
P^-  330»  332i  333)  des  vorangehenden  Paragraphen  vor,  so  gestalten  sich  dieselben 
nach  einer  einfachen  Umsetzung : 

Oppoltar,  Bihnbettimmtingvn.  II.  44 
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,      [ab]  ,     \ae]         .      [ad]    .    ,      [ae]  ,     [af] 

,     1«"]  loa]  '      [afl]  '      [aa]  '     [aa] 

y  +  Tiri]  ^  +  [Äi,]  ^  + 1667]  **  +  [SIT] •^ 

,     [cell]    .,     [c  eil         ,    [tift] 


Ire  2] 


[ccz] 


[CC2] 


u  +  l^lir 


[et- 4] 


W  = 


[bnj] 
[66  I] 

[cna] 

.[cca] 

ic'  ti3l 
[c/rf3] 

[//sl 


Multiplicirt  man  mit  Außschluss  der  ersten  Gleichung  die  folgenden  der  Reihe 
nach  mit  den  unhestimmten  Factoren  Ai,  A^y  » . .  A^  und  addirt  dann  dies^e  neue» 
Gleichungen  zu  der  ersten  in  2} ,  so  kann  man  diesen  unhestimmten  Factoren  die  He- 
dingung  unterlegen,  dass  nach  der  Addition  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der 
Unhekannten  y,  z,  tj  u  und  to  der  Null  gleich  werden ;  diesen  Bedingungen  gemäss  wird 
man  daher  für  die  Bestimmung  dieser  Coefficienten  die  Gleichungen  aufstellen  können : 

["61 


o  = 


o  = 


O  =-=    -r    - 


O  = 


O  = 


[aa] 

111  r] 

[aal 

ad] 
aa] 

\a.f\ 
1«  "1 


[bei] 


+ 


16  All 

[hat] 

[bbt] 


[cJx] 


^1  + 


[ect] 


Ai  -f-  ^3 


+   [bhV]  ^'    "<"   1^2]  ^»  +  (rfrfjl    ^*»    +    ^« 

[*/4] 


"*"  IfciT]  ^'  "*"  [ccz\  ^«  "^"^  [rfrfsl     »  "^  [«4! 


M4+^S 


Diese  Gleichungen  lassen  in  der  That  die  successive  Kestimmuug  der  (/oefficienten 
in  sehr  einfacher  Weise  durchfuhren ;  sind  diese  einmal  ermittelt,  so  hat  die  directe 
Kestimmung  von  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  hat  offenbar: 


X  = 


law]     ,    [6iu]    ,      ,    [etil]    .      y[dni\    .      .[en^]    .      ,    [/»s!   j 


[6  61!^'     '      \ccz]^^'*    '     [r/rf3] 

Um  eine  ähnliche  Gleichung  für  die  folgende  Unbekannt«  zu  erhalten,  wird 
man  in  den  Gleichungen  2)  die  dritte  mit  B^^  die  vierte  mit  B^  u.  s.  f.  multi- 
pliciren  und  dann  das  Resultat  dieser  Multiplication  zur  zweiten  Gleichung  ad- 
direu;  legt  man  den  B  (-oefficienten  wieder  die  Eigenschaft  unter,  dass  die  in 
dieser  Summe'  auftretenden  Factoren  der  Unbekannten  z^  t,  u  und  to  verschwiuden 
sollen,  so  müssen  dieselben  den  Bedingungen  genügen: 


o  = 


o  = 


[be 
[bb 

[bd 


o  =  - 


o  = 


[66 

[6  e 
[bb 

bb 


+  B2 

[cdz] 


+ 
+ 


[cet] 


Bi  +  Bi 


I         [eci] 


Bi  + 


[ddi] 
[ä/y 


B^  +  Bt 

W/4] 


-\-  '^^-\  Bi  +  ,'7/:  Ä,  +  P' "'  Bt  +  A4 

lCC2]      *    '    iddl,      •*    '      .#'C4        *     '         * 


4; 
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Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,    erhält   man    als   weitere  Bedingiings- 


f^leichungen : 


o  = 
o  = 
o  = 


[cdz] 
[ecz] 

[cez] 
[cci] 

[ecz] 


trf«3l 


+ 


lrf/3] 


C3  +  C4 


[ddi]  ^'  +  (e«4l 


Ci  +  C\ 


5f 


""  ldd%] 
[dfi] 


o  =  Sr.T  + 


[<Jrfs]    '     [e«4l 


[««4] 


Hat  man  sich  die  bezüglichen  Coefficienteii  den  vorstehenden  Gleichiuif^en 
3.1  4)>  5)>  ^)  und  7)  gemäss  bestimmt,  so  findet  man  offenbar  für  die  Unbekannten 
die  Werthe: 


X  = 


y  = 


[o  n]    ,    [6wi]  ^     ,    [em]  ^ 


[aa] 


[bbi] 
[hm] 

1*6 1] 


+ 


[ecz] 
[c  tl  2] 


.,  +  W^,A 


[eet] 


+ 


t  = 


u  = 


v> 


[ddi\ 

{dni\ 
[ddl] 
[dnj] 
[ddi\ 

[dni] 
{ddi\ 


,    [<"»4]  jg      ,    [/» S] 


[««4l 
^     I    ["»«41 

[e«4] 


+ 


[««4] 
'[«  «  4l 


<?4  + 


[//S] 

l/Zsl 

1//5! 


^5 


/A 


[//Jl 


8) 


Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  gestaltet  sich  ausserordentlich  einfach 
und  hequem,  wenn  man  dieselbe  in  der  folgenden  Weise  ausführt ;  ich  werde  wieder 
zunächst  das  Rechnungsschema  hinschreiben  und  dann  durch  den  erläuternden  Text 
dasselbe  näher  ausfuhren.     In  die  erste  Ziahlenreihe  setze  man  die  Logarithmen  der 


Grössen : 


[äh]       [ae] 


[aa 


CO 


r     1  »    r  ^  •  •  •  •   ^  \  niit  umgekehrten  Zeichen,  in  die  zweite  eine  Vertical- 

[aa]  '    [aa]  [aa]  ^^        . 

himne  einrückend  log  j — yrr"})  •  •  •  •  ^^K  ( — iä&])  ^'*  ^-  ^'     ^^^  diese  Liogarithmen 

findet  man  schon  nur  mit  Abänderung  des  Zeichens   in   der  ersten  Verticalcolumne 

des   EliminationsBchemas   (pag.  340)   mit  *)   bezeichnet,    und   zwar   in    einer   ganz 

analogen   Anordnung,    so   dass  kaum   das  Hinschreiben  dieser  ersten  Zahlengruppe 

nöthig  wäre ;  doch  ziehe  ich  es  vor.  diese  kleine  Mehrarbeit  vorzunehmen,  weil  sich 

in  dieser  Anordnung  die  weiteren  Operationen  sehr  einfach  gestalten.     Nun  beginnt 

die  Rechnung   der  ^-Coefficienten;    zu    diesem  Ende   schlägt  man   mit  Ausschluss 

des  ersten  Logarithmus  die  Zahlen  zu  den  Logarithmen  der  ersten  Reihe  auf,  bringt 

sie  in  die  erste  Reihe  unter  den  ersten  stärker  markirten  Horizontalstrich  und  setzt 

44» 
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[aa] 
[66  1]  -* 


[aa] 
[6dl] 
[6  611 

[edi] 
[c  ei] 


At 


[ae] 

[aa] 

[bei] 

[661] 

[««»] 
[rf«3] 
[rfrfSl 


^, 


-[6611^' 

[cc  z\ 

[ddi]  ^» 


log^i 


-^2 
log  ^2 


log^ 


log^ 


^5 

log  A^ 


[hdi] 
[hbi] 

[cdz] 
\ccz] 


Bt    1   - 


[6  «I] 
[66 1] 

[CC2] 

[ädi] 


Bt 
B» 


log  Jj 


logBi 


Bt 
logBt 


[cei] 
[cei] 
[dej] 
[ddl] 


'8 


»ogCi 


C4 


[661I 
[c  ei] 

(rfrfa) 

(«74] 
l««4l 


'a 


Bi 
log  5» 


[ccij 

lrf/3] 
[irfj] 

:« «4;  ^* 


Cs 


3 


frf/3' 
(rfrf3l 

['V4I  ^« 


r 


«m 


logA 


logDj 
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sofort  an  der  entsprechenden  Stelle  in  der  Verticalcolumne  i  den  Werth  von  log  A^ 
an,  der  schon  in  der  ersten  Zeile  enthalten  ist  (es  ist  A^  =  —  j-A: ) ,  Diesen  Loga- 
rithmus bringt  man  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  nun  diesen  über 
die  Logluithmen  der  zweiten  Reihe  und  schreibt  die  so  erhaltenen  Producte  in  die 
zweite  Zeile  der  -4-Gruppe.  Die  Addition  der  zwei  Werthe  in  der  zweiten  Vertical- 
columne  gibt  den  Werth  A2,  zu  dem  sofort  der  Logarithmus  aufgeschlagen  und  an 
entsprechender  Stelle  eingetragen  wird.  Diesen  Logarithmus  nun  schreibt  man 
wieder  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  halt  diesen  über  die  Logarithmen 
der  dritten  Zeile;  die  so  gebildeten  Producte  werden  nun  in  die  dritte  Zeile  der 
-4-Gruppe  eingetragen.  Die  drei  Werthe  der  dritten  Verticalcolumne  ergeben  den 
Werth  Ton  A^.  Analog  das  Verfahren  fortsetzend,  gelangt  man  schliesslich  bis  zum 
Werthe  A^.  Die  B,  C,  D  und  JE-Werthe  werden  ganz  in  der  gleichen  Weise  gebildet, 
nur  denkt  man  sich  die  Logarithmen  der  ersten  Zeile  fiir  die  Ermittelung  von  B^ 
die  zwei  ersten  Zeilen  für  die  Ermittelung  von  C  u.  s.  f.  weggestrichen.  Durch 
dieses  einfache  Verfahren,  dessen  Mechanismus  man  sich  bald  zu  eigen  machen  wird, 
werden  die  erforderlichen  Factoren  leicht  erhalten. 

Nun  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  der  Reihe  nach 
die  in  der  zweiten  Verticalcolumne   des  Eliminationsschemas    (pag.  340)   mit  dem 

Zeichen  *)  versehenen  Logarithmen  von  -^  ,  L^  ....  Yff\  »  ™*^  erhält  so  einen 

Zahlenwerth  mehr  als  Verticalcolumnen  in  dem  vorstehenden  Schema  sind;  hält 
man  nun  diesen  Zettel  so  über  die  Reihe  der  u4- Werthe,  dass  der  Logarithmus  von 

\fj}  über  den  Logarithmus  von  A^  zu   stehen  kommt,    schlägt  zu  —^    die   Zahl 

auf,    dann   die    Zahlen   der   Producte   A^   \^^ ,  -^2  p^  u.  s.  f.,  und  bringt  diese 

Werthe  in  eine  Verticalcolumne,  die  mit  x  überschrieben  ist,  so  ist  die  Summe 
dieser  Werthe  der  Werth  der  Unbekannten  x.  Nun  rückt  man  den  Zettel  über 
die  log  £-Reihe ,  ohne  seine  Lage  gegen  die  Verticalcolumnen  zu  ändern  und  be- 
achtet nur  den  ersten  Werth,.  der   keinen  Logarithmus  unter  sich  stehen  hat;  zu 

diesem   schlägt   man    wieder   den   Werth   auf  und   bildet   die  Producte  A  t^**—  , 

A3  T^^   u.  8.  f.,    die  man  in  die  mit  y    überschriebene  Verticalcolumne   bringt; 

die  Summe  dieser  Werthe  ist  die  Unbekannte  y,  und  in  analoger  Weise  bilden  sich 
die  übrigen  Unbekannten. 

Das  Schema  der  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 
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X 

y 

z 

< 

« 

10 

\an\ 
\aa\ 

[»ni] 
Li*«]    ^' 

[dnj]    . 

>«4] 
[//5l  ^* 

[6ni] 
{bhi\ 

[<^«»]    p 

[CC2J 

[rfn3]  „ 
[<ici3]  ^^ 

[ee4j 

[/«Sl  « 
(//5]  '''^ 

[cn2] 

[CC2] 

[rf«3]  ^ 

(«W4]  ^ 
Le«4]      * 

[/»5l  ^ 

1 

[«^»3] 
\ddi\ 

[*»4]_D 
[««41 

[/"Sl  ^ 

[e«4) 
[/n5]  „ 

[/«5] 
[//Sl 

logx 

logy 

% 

logz 

< 

log< 

M 

logtt 

10 

log  10 

Benützt  man  wieder,  um  diese  Schemen  durch  Zahlenbeispiele  zu  erläutern, 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Eliminationsgleichungen,  so  stellt  sich 
die  Rechnung,  wie  folgt  (vergl.  Schema  pag.  348) : 


1 
9.52231 

2 

9.62148 
81.74956 

3 

9*56128 
9.20511 

9i.»6.575 

4 

9.35636 
7.94608 
8.70009 
8^69159 

5 

6.18306 

7.4199» 
7.33041 
6.03937 
8*69708 

-\-  0.41829 
—  0.01870 

—  0.36415 
-f  0.05338 

—  0.07368 

-(-  0.11717 
-j-  0.00294 
-j-  0.01003 
-j-  0.01890 

—  0.00015 
-|-  0.00088 

4-  0.00086 

—  0.00004 

—  0.01339 

A 

9.52131 

4-  0.39959 
9.60162 

—  0.38445 
91.58484 

+  0.16904 
9.41981 

—  0.01184 
8*07335 

+  0.16037 

4-  0.01036 

-h  0.00883 

—  0.00181 

—  0.00839 

-f-  0.00163 
—  0.00011 

i-i-  0.00001 
-j-  0.00011 

B 

81.74956 

-f  0.17073 
9.13131 

—  0.00238 
7*37658 

-i-  0.00165 

7.4»3»5 

+  0.05013 
+  0.00906 

-|-  0.00114 
— 0.00001 
—  0.00195 

C 

9i.»6575 

-1-  0.05919  j  —  0.00083 
8.77225            6^91908 

J 

!   +  0.00011 

H-  0.00145 

D 

1 

1 

4 

+  0.00156 

8*69159          7.40814 

E 

8*69708  1 
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Die  Bestimmung  der  Unbekannten   aus  den  ji,  B,  C,  D  und  £-Cofficienten 
stellt  sich  yrie  folgt  (vergl.  Schema  pag.  350J : 


X 

y 

z 

i 

tt 

to 

—  0.10287 

-h  0.32403 

4-  O.IOIIO 

4-  0.16528 
4-  0.00480 
4-  0.00005 

-1-  0.97338 

—  0.02827 

—  0.07340 

—  0.00004 

O.OOOOI 

-h  0.50327 

4-  0.07927 

4-  0.00106 

0.00000 

—  0.42990 

—  0.00088 

—  0.00001 

4-  0.01786 

4-  6.00022 

-h  0.59239 
9.77*61 

4-  0.87166 

9.9403s 

-f  0.58360 
9.76612 

—  0.43079 
9*63427 

4-  0.01808 
8.25720 

7.645 14 

Vergleicht  mau  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  den  vorher 
durch  die  successiven  Substitutionen  (pag.  345)  bestimmten,  so  wird  man  eine  be- 
friedigende Uebereinstimmung  wahrnehmen;  der  grössere  Unterschied  im  Logarith- 
mus von  u  erklärt  sich  aus  der  Kleinheit  der  Zahl  und  beeinflusst  in  der  letzteren 
in  der  lliat  kaum  die  fünfte  Stelle.  Es  ist  also  ohne  grosse  Mühe  eine  scharfe 
Controle  für  die  Werthe  der  Unbekannten  hergestellt  und  es  kann  nun  an  eine 
durchgreifende  Prüfung  der  ganzen  Rechnung  geschritten  werden,  die  man  niemals 
verabsäumen  sollte.  Es  wurde  oben  (pag.  343)  durch  die  Elimination  für  die  Summe 
der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  [nnt]  der  Werth  0.02563  gefunden;  würde 
man  die  für  die  Unbekannten  erhaltenen  Werthe  in  die  früher  gefundenen  homogenen 
Kedingungsgleichungen  (pag.  321,  322)  einsetzen,  so  würde  man  für  die  übrig  bleiben- 
den Fehler  erhalten: 


=  «,  —  (o,  a:  4-  Äi  y  4-  c,  «  4~  rf,  /  -h  «1  tt  4-/i  w) 


«2 

«3 


[a^x  4-  Ä^y  +  ^2«  +  ^^  +  <?2«  +f2^) 

m 


deren  Quadratsumme  mit  der  obigen  Zahl  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
stimmen  müsste.  Man  kann  aber  die  Prüfung  noch  umfassender  machen,  wenn  man 
auf  die  ursprünglichen  nicht  homogenen  Bedingungsgleichungen  (pag.  320,  321)  zu- 
rückgeht, wobei  man  aber  zu  beachten  hat,  dass  die  durch  diese  letzteren  gefundenen 
Werthe  von  v  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes,  oder  was  bequemer  ist,  die 
Quadrate  der  Fehler  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  zu  multipliciren  sind ,  um  jene 
Quadratsumme  zu  erhalten,  die  durch  die  Elimination  erhalten  würde.  Multiplicirt 
man  daher  die  oben  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  der  Fehlereinheit, 
deren  Logarithmus  oben  (pag.  321)  mit  1.5688  angenommen  wurde  und  dividirt 
dieselben  durch  die  daselbst  angenommenen  Homogenitätsfactoren,  deren  Logarith- 
men beziehungsweise  0.33893,  4.02489,  0.55422,  0.50920,  0.20387,  0.15635  sind, 
so  8ind  die  Ijogarithmen  der  ursprünglichen  Unbekannten ,  alle  Grössen  in  Hogen- 
Kekuuden  angesetzt: 
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log  hIJ  j»  1.0025 

log  d/i  =  7.4842 

log  00  =  0.  7807 

log  Ö  V  =  ©„6939 

log  öQ'  sin  f*  =  9.6220 

log  dt"  =  9^0576  . 

Schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Logarithmen  dieser 
Grössen  mit  veränderten  Zeichen  hin  und  setzt  in  die  erste  Zeile  des  folgenden 
Schemas  die  ursprünglichen  Fehler  n  und  darunter  die  Producte  der  Unbekannten  in 
die  diesbezüglichen  Coefificienten  (pag.  320,  321],  so  wird  man  durch  die  Summirung 
der  über  einander  stehenden  Werthe  zur  Kenntuiss  der  übrig  bleibenden  Fehler  in 
den  einzelnen  Coordinaten  gelangen;  man  erhält  so  die  folgenden  Resultate: 

Rectascensionen . 

No.  I              i'3              4              5              6              7              8              9 

n  — 37"os  — 12"73   -|-io"29  —  9"87  —  o"os  -\-z%''%%  -h27''o9  -i-i7"o7  -|-   i''69 

Correct.   v.    h L*  — 20.49  —15.70  —  9.67  — 19.68  — 17.54  — 10.02  —  9.89  — 14.71  — 21.95 

»  '       •      hfA  -^12,1^  -^-12. 46  -I-12.60  -|-  7.12  -f-  J.81   +  0.84  —  0.43  —  2.58  —  6.99 

»         ■     d^  4-^1.62  —  7.01  — 12.98  -+-11.47  —  4.7J  —13.40  —  6.64  4-11.39  4-14.97 

»         •     hW  -\-  3.48  -1-14.00  —  0,59  -|-  0.08  4-15.96  4-  0.31  —  9.64  —11.18  4-14.65 

»         »    dQ'  —  0.13  4-  008  —  o-*'  —  o-'*  -|"  o»io  —  o-*>  +  0.03  4-  0.07        0.00 

»         •      dl'  0.00  4*  0.03        0.00  4-  O'Oi  +  0.01        0.00  —  0.03  4"  0.03  —  0.04 

V       —  0.28  4-  1.13  —  0.46  —  0.99  —  2.43  —  o.io  4-  o«49  -|-  o«'7  -|-  2.32 
r-  0.08         1.28         0.21         0.98         5.90        0.01         0.24        0.03         5.38 

Declinationen. 

No.  10  II  12  13  14  15  16  17  18 

n      — 13"43  -I-  J"39  —  5^19  —  7"56  —  0^64  —  8^24  —  7^35  4-  4''i3  —  «"30 
Correct.   v.    d  X'      —  8.35  4-  2.97  4-  3.96  —  7.92  4-  1.77  4-  4. 11   4-  *-44  —  2.88  —  6.40 

■  hfl      4-13-18  —  4.24  —  5.17  4-  .2.88  —  0.38  —  0.36  4-  0.09  —  0.51  —  1.02 

•  d*  4-  «.87  -h  1.42  +  5.31  H-  8.67  4-  0.51  4-  5.48  4-  1.73  4-  »25  4-  4.56 

•  hW  +   1.24  —  2.64  4-  o«i5  —  0-13  —  1.61  —  0.21   4-  *»34  —  *»*7  -f"  4->4 
»  dQ'  4-  0.67  —  0.23  —  0.57  4-  0.66  —  0.20  —  0.58  —  0.36  4-  0.30  4-  0.45 

■  dt*  0.00  4-  0.15  —  O.Ol  —  0.03  4"  0.16        0*00  —  0.12  —  0.15  4-  0.13 

r        4-  2.18  4-  0.82  —  1.52  —  3.43  —  0.39  4-  0.20  —  1.23  4-  O.V7  —  0.44 
v'  4.75        0.67         2.31       11. 76        0.15        0.04         X.51         0.94         0.19 

addirt  man  nun  diese  Fehlerquadrate,  nachdem  man  dieselben  mit  ihren  Gewichten 
darchmultiplicirt  hat,  was  im  vorliegenden  Falle  wenig  Mühe  macht,  da  alle  IV* 
dingungsgleichungen  das  Gewicht  i  haben,  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  No.  3 
und  12,  denen  nur  das  Gewicht  0.5  sugeschrieben  ist,  so  findet  sich: 

Aus  der  Zahl  [nnt]  s=  0.02563  resultirt  aber,  wenn  man  dieselbe  mit  dem 
Quadrate  der  angenommenen  Fehlereinheit  multiplicirt: 

[fifiö]  =  35"i8 
was  eine  befriedigende  Uebereinstimmung  ist,  und  eine  durchgreifende  Oontrole  aller 
bisherigen  Rechnungen  abgibt. 
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§  3.  Bestimmung  der  Gewichte  und  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten. 

Im  Falle,  dass  ßine  Unbekannte  durch  directe  Beobachtungen  bestimmt  wurde, 
war  die  Auswerthung  des  Gewichtes  des  arithmetischen  Mittels  sehr  einfach,  indem 
dasselbe  unmittelbar  gleich  war  der  Summe  der  Gewichte  der  Beobachtungen;  viel 
schwieriger  wird  aber  die  Bestimmung  der  Gewichte  in  dem  nunmehr  vorliegenden 
Falle,  wenn  durch  die  Beobachtungen  mehre  Unbekannte  gleichzeitig  bestimmt 
werden. 

Seien  die  Gewichte  der  Unbekannten  der  Reihe  nach  durch  P^,  Py,  P,,  . . . 
bezeichnet ,  femer  sollen  die  Beobachtungswerthe  ^  >  »2  ?  ^  ^  •  •  •  gleiches  Gewicht 
haben.  Es-  ist  nämlich  oben  (pag.  314)  gezeigt  worden,  dass  man  durch  die  Multi- 
plication  einer  jeden  Bedingungsgleichung  mit  der  Quadratwiirzel  des  zugehörigen  Ge- 
wichtes derselben  ein  System  von  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  auf 
ein  solches  mit  gleichen  Gewichten  zurückfuhren  kann;  wären  also  die  vorgelegten 
Beobachtungen  von  differenter  Genauigkeit,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  durch  das 
eben  erwähnte  Verfahren  die  Zurückführung  auf  gleiche  Gewichte  bewerkstelligt  sei. 

Die  Unbekannte  z  und  ebenso  die  anderen,  werden  sich  offenbar  nach  dem 
linearen  Charakter  der  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  in  eine  lineare  Abhängig- 
keit von  den  Beobachtungsfehlem  bringen  lassen ;  man  wird  daher,  ohne  vorerst  auf 
die  Bedeutung  der  Coefficienten  naher  einzugehen,  schreiben  dürfen: 


} 


I) 


Ist  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit ,  und  sind  £^,  €y, 
€2,  ...  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten ,  so  lassen  sich  zunächst  sofort  die  Re- 
lationen aufstellen  (vergl.  pag.  311): 


X 


p.-  = 


•«« 


\??\ 


[««] 


2) 


Man  hat  daher  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  der  Unbekannten  P^  nur 
die  Bedeutung  der  Summe  [aa]  näher  zu  ermitteln.  Hierzu  bieten  die  Normal- 
gleichungen ein  geeignetes  Mittel;  dieselben  sind  (vergl.  pag.  317): 

[a  a]  :r  +  [a  ft]  y  -H  [a  c]  «  +  . . .  =  [a  «] 
[ab]x+[bb]y+[bc\z+  ..,  =  [b  n] 
[ac]  X  +  [Ä  c]  y  -|-  [<r  c]  «  -|-  . . .  =  [c  n] 


OppoliAr,  BahnbeatlnmiiBgAn.  n. 


4& 
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Denkt  man  sich  nun  ein  analoges  Gleichnngssystem  von  der  Form: 

[aa]  Q,  4-  [oi]  Ol  +  [««]  Qi  +  .    .  =  « 

[ab]  Qi  +  [bb]  0,  +  [ic]  Q,  +  . . .  =  o 

[ac]  Q,  +  [bc]Qt  +  [cc]  Qj  +  . . .  =  o 


3) 


SO  erhält  man  durch  Auflösung  dieses  Syste^es  die  Werthe  der  Grösse  Q|,  Q2,  Q3  . . . ; 
addirt  man  nun  die  Normalgleichungen ,  nachdem  man  dieselben  der  Reihe  nach 
mit  Qij  Q2,  Q3  ..  durchmultiplicirt  hat,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in 
3)  aufgestellten  Bedingupgen  nach  der  Addition: 

X  =  [an]  Qj  +  [*»]  Qi  +  [cn]Q^^... 

Löst  man  nun  in  dieser  Gleichung  die  Summen  auf  und  ordnet  nach  den  Grössen  n, 
so  werden  die  Coefßcienten  der  verschiedenen  n  mit  den  a-Coefficienten  der 
Gleichung  i)  identisch  werden  und  man  wird  durch  die  Gleichsetzung  erhalten: 

«1  =  «1  Ol  +  *i  O2  +  ^1  Qs  +  .  •  • 
a$  =  «3  Ol  +  *3  Qa  +  ^3  Q»  +  •  •  • 


4) 


Um  nun  die  geforderte  Bestimmung  von  [aa]  zu  erhalten,  denke  man  sich 
vorerst  diese  Gleichungen  links  und  rechts  mit  Oi,  02,  03  ..  multiplicirt  und  addirt, 
dann  folgt  sofort  mit  Rüchsicht  av£  die  erste  GleieluuQg  und  3) : 

« 

«1  «1  +  «202  +  Ö3  Ö3  +  •  •  =  [«'ö]  =  l  5) 

ebenso  wird  die  MultipUcatioii  mit  ft,  c  u.  s.  w.  eigebeii ; 

ai  q  +  a2 C2  +  «3  Cs  +  •  •  •  =  [cfc]  =0  }  6) 


weiter  gibt  aber  die  Multiplication  der  Gleichungen  4)  mit  den  zugehörigen  a  und 
Addition  derselben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5)  und  6) ; 

[aa]  =  Qi  7) 

womit  also  die  Bestimmung  des  reciproken  Werthes  des  Grewichtes  von  x  er- 
reicht ist,  da  ja  die  Bestimmung  von  Qi  aus  den  Gleichungen  3)  keinen  weiteren 
Schwierigkeiten  unterworfen  ist.  Wollte  man  in  analoger  Weise  die  Bestimmung 
der  Werthe  [ßß],  [yy]  ...  durchfuhren,  so  würde  man  nun  in  den  Gleichungen  3) 
flir  die  erstere  Bestimmung  in  der  zweiten  Gleichung  rechts  vom  GleMlieitneichen 
die  Einheit  zu  setzen  haben,  für  die  anderen  Gleichungen  aber  die  Null  einsetsen, 
für  die  Bestimmung  von  [yy]  würde  man  die  dritte  Gleichung  der  Einheit  gleich 
setzen  u.  s  f.  Man  gelangt  dadurch  za  dem  Sdilusse,  das»  man  den  reciproken 
Werth  des  Gewichtes  einer  jeden  Unbekannten  leicht  erhält,  wenn  man  in  die  Nor- 
malgleichungen   der  Reihe   nach    rechts    vom    Gleichheitszeichen    für  x   die    erste 
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Gleichung,  (ur  y  die  zweite  Gleichung  u.  s.  f.  der  Einheit,  die  übrigen  Coefficienten 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Null  gleich  setzt  und  die  Gleichungen  diesen 
Hedingungen  entsprechend  ^  mal  auflöst,  wobei  fi  die  Anzahl  der  Unbekannten  vor- 
stellt; der  an  Stelle  der  betreffenden  Unbekannten  auftretende  Werth  ist  der  gesuchte. 
80  einfach  scheinbar  diese  Methode  ist,  so  würde  dieselbe  in  der  eben  hingestellten 
Form  doch  recht  beschwerlich  ausfallen ,  weil  man  das  Gleichungssystem  /i  mal  auf- 
zulösen hätte;  es  lassen  sich  aber  Methoden  der  Rechnung  angeben,  welche  diese 
Arbeit  mit  Uenütseung  der  bereits  berechneten  Coefficienten  auf  eine  höchst  unbe- 
trächtliche reduciren. 

Dehnt  man  die  folgenden  Entwickelungen  auf  den  Fall  von  6  Unbekannten 
aus,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  x  nach  dem  Vorausgehenden 
in  den  Normalgleichungen  zu  setzen: 

[an\  =  I  ,     [cn\  :=t  o  ,     [en]  =  o 
[Jn]=o,     [rfn]=^o,     [/«]=o; 

beachtet  man,  dass  nach  der  vorliegenden  Methode  der  G^wichtsbestimmung  die 
Au8werthung  des  reciproken  Werthes  des  Gewichtes  durch  die  successive  Elimination 
sich  genau  so  gestaltet,  wie  die  Ermittelung  des  Werthes  von  x^  so  sieht  man  so- 
fort,  dass  nur  jene  Hilfsgrössen  Abänderungen  erfahren  werden,  die  mit  n  verbun- 
den erscheinen,  die  übrigen  bleiben  unverändert;  man  wird  also  zu  setzen  haben, 
wenn  man  die  bei  der  directen  Bestimmung  der  Unbekannten  (pag.  346,  347)  be- 
nützten Hilfsgrössen  einführt: 

\hni\  =  —  \ — f  =  Ai ,  [cnz]  =  —  7 — ~  —  tttA  -Ai  =  -A2, 


Irf«  3]  ^  —  1^  —  jg-j-j  ^j  —  ^— ^  ^2  -  A 


[cn  il  ^  —  7 — i  ,  {dnz]  =  —  7 — \  —  7rr-4  Ax 

^        -'  [aa]  '  •■         ■'  [aa]        [bhi]      ^ 


8) 


\en\\  a*  —  \ — i  —  ^rr^  -^i  —  7 ;  -^ 

••      •'■'  [aa]        [hhi\      '         [««*] 

"^      ■•  [aa]  ' 

[efi4j  _  _  _  _  __  ^,  —  J-— j  ^j  _  ^j^  ^j  —  ^ 

"^  ^J  [aa]        [ÄÄi]  [««*]  •    \^^i[ 

-'"•  [aa]        [ftfti]      *         [cci]      *•         [ddi\      •'   .     [««4]      * 

Oben  (pag.  347)  war  für  die  directe  Bestimmung  von  x  gefimden  worden  die 

Gleichung : 

45» 


350 


,    [/«Sl    . 


Man  hat  also  in  dem  vorliegenden  Falle  gemäss  den  Gleichungen  8)  (pag.  355)  in  die- 
sen Ausdmck  statt  [an],  [ini],  [cn2],  [^^3],  [0^4],  \Jn^  beziehungsweise  die 
Werthe  i,  Ax^  A^,  A^,  A^  und  A^  zu  setzen  und  erhält  also  zur  Bestimmung  des 
reciproken  Werthes  des  Gewichtes  von  x  die  Gleichung: 


A\  A\     ^^  A2  A%    1    A%A^    y^A^A^    ,    Aj^A^ 


4- 


[eü%]  ^  [ddi\  ^[«e4l   ^[//Sl  • 
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Will  man  das  Gewicht  von  y  bestimmen,  so  hat  man  zu  setzen: 

[an]=o,   [4n]  =  i,   [cn]=o,  [rf«]=o,  [6«]=o,  [/«]==  o  . . 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

[4ni]  =  I  ,     [rf»i]=o,     [/«i]  =  o, 

[c«  l]  =  O  ,      [6  »  l]  =  o  , 

verfährt  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  oben,  so  wird  man  leicht  finden, 
dass  für  die  Bestimmung  des  Gewichtes  von  y,  welches  durch  Py  bezeichnet  ist, 
resultirt : 


—  rXA.i     1" 


JhB^    ,    B%Bz    ,    B4B4    .   B^B^ 


+ 


+ 


+ 


W^]^[ec%\^   [ddi\    '    [e«4]     '    [ffS]    ' 

Zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  z  wird  man  zu  setzen  haben: 

[cnz]  =  I        [en2]  =  o 


von  t: 


von  u: 


von  to: 


[dm]  =  o  ,  [/«2]  =  o 

[dns]  =  I  ,  [fn^]  =  o 

[ens]  =  o  ,  • 

[6«4]  =  I  ,  [/»4]  =  o 


Es  bestimmen   sich   also  die  reciproken  Werthe   der  Gewichte  der  einzelnen 
Unbekannten  durch  die  Gleichungen: 


I 


I    Aj  A\    I    w^jwla    .    A^Az    ■    ^^    .    ^5^ 


2 
I 


[aa]     '    [6  61] 


I 
I 
I 


+ 


[cell  [iirfj]         [ee^] 

B%B%  \    B^Bz    I    ^4^4    ■ 


[6dl]  ^   [cci]     '    {ddi\     '    [ee4] 


[CC2]       '      [ddl] 


1        .    D4P4 


1//5] 
[//Jl 

Ctg» 

[//sl 

[//J] 

I 

UIs) 


+ 
+ 


10; 
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Aus  den  Gleichungen  lo)  erhält  man  also  mit  Hilfe  der  bereits  vorhandenen 
HiUsgrössen  in  sehr  einfacher  Weise  die  reciproken  Werthe  der  Gewichte,  wobei 
man  zu  beachten  haben  wird,  dass  dies  eigentlich  jene  Werthe  sind,  deren  man  zur 
Bestimmung  der  mittleren  Fehler  bedarf,  da  ja  die  Quadrate  der  mittleren  Fehler 
umgekehrt  proportional  den  Gewichten  sind.  Ausserdem  ist  es  klar,  dass  von  einer 
Gewichtsbestimmung  ganz  wohl  die  Rede  sein  kann,  wenn  die  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ist. 

Die  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  wird  also  sofort  thun- 
lieh  sein,  wenn  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  dem  Gewichte  i  bekannt 
ist;  es  sollen  nun  die  zur  Bestimmung  der  letzteren  Grösse  nöthigen  Ableitungen 
vorgenommen  werden,  wobei  die  schon  früher  berechnete  Grösse  [vv]  =  [nn]  ihre 
Verwendung  findet. 

Es  sei  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  €  und 
es  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  Bedingungsgleichungen  das  gleiche  Gewicht  haben^ 
was  stets  dadurch  erreicht  wird  (vergl.  pag.  314),  dass  man  vor  Beginn  der  An* 
Wendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  alle  vorhandenen  Bedingungsgleichun- 
gen mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Gewichtes  durchmultiplicirt;  das  Ge- 
wicht einer  solchen  Gleichung  soll  nun  der  Einheit  gleich  sein,  also  der  mittlere 
Fehler  derselben  e ;  bezeichnet  man  wieder  mit  «] ,  f 27  f  3  •  •  •  die  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung  nach  erfolgter  Ausgleichung,  mit  ^],  ^2t  ^z  •  • 
die  wirklichen  Beobachtungsfehler,  sind  x,  y,  z  , . .  die  durch  die  Ausgleichungs- 
rechnungen gefundenen  Werthe  der  Unbekannten,  X'\-dx,  y  +  dy^  z  +  dz  ... 
die  wahren  Werthe  derselben,  so  hat  man  offenbar  (vergl.  pag.  315)  die  zwei 
Gleichungssysteme : 

«1^  + *iy4-ci  «+-.•- 


a2-c  +  Ä2y'4"^*"l~  •••  —  ^  ^'^  —  ^2 
a^x-^-b^y-^-c^z^  ...  —  «3  =  —  v^ 


") 


• . 


«1 

— 

-A 

fh 

-A 

»i 

= 

-A 

ai(x  +  dx)  +  i,  (y  4-  dy)  +  q  («  +  ^«)  4- 
a2(x  +  dx)  +  *2  (y  +  ^y)  +  ^2  («  +  ^2)  4-  .  •  . 
(h(x  +  dx)  +  *3  (y  +  ^y)  +  c^{z  +  dz)  +  . . . 


Multiplicirt  man  nun   die  Gleichungen  11)    der  Reihe  nach   mit  t?i,  V2,  f>z 
addirt,  so  erhält  man,  da  die  Relation  (vergl.  pag.  337J  besteht: 

[av]  =  [bv]  =:  [cv]  =  ...  =  o  , 
sofort: 

[ftn]  =  [vv] 

Verfährt  man  ebenso  mit  den  Gleichungen  12),  so  findet  sich  andererseits: 

[vn]  =  [vJ]  . 

INe  Vereinigung  der  Resultate  der  Gleichungen  13)  und  14)  ergibt: 

[vv]  =  [vJ]  . 


12) 


und 


13) 


14) 


•5) 


358     

Um  nun  die  Summe  der  thatsächüchen  Fehlerquadntte  \J /l\  mit  der  mini- 
malen \tv\  mit  Hilfe  der  Fehler  der  Unbekannten  in  Verbindung  sn  bringen,  multi- 
pliciri  man  die  Gleichungen  ii'  und  12)  der  Reihe  nach  mit  J^^  ^^1  ^3  •-•  und 
erhält  so  durch  Addition: 

[aJ]x+  [bJ]y  4-  [cJ\z+  ...  —  [nJ]  =  -  [vJ]  =—  [ev] 

[aJ]  [x  +  dx)  +  [bJ]  [y  4-  dy)  +  [c^[z  +  8z)  +  ,  ..  —  [nJ]  =  -  [JJ] 

Die  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergibt: 

[J^  =  [vv]  —  [aJ]öx—  [bJ]dy~  [cj]dz—  ...  16) 

wobei  offenbar  nach  der  Idee  des  mittleren  Fehlers  zu  setzen  sein  wird: 

[JJ]  =mee  ,  17) 

wenn  m  die  Anzahl  der  Hedingungsgleichungen  vorstellt.  Die  Bestimmung  von 
[Jf  ^  aus  der  Gleichung  16)  hätte  keine  weitere  Schwierigkeit,  wenn  die  Fehler  der 
für  die  Unbekannten  gefundenen  Werthe  bekannt  wären ,  eine  Bestimmung  die  offen- 
bar unthunlich  ist;  doch  soll  sofort  gezeigt  werden,  welche  Werthe  man  diesen 
Fehlem  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  beimessen  kann.  Multiplicirt 
man  die  Gleichungen  1 2)  der  Reihe  nach  mit  Oj ,  02?  ^j  -  -  •  ^^^  addirt  dieselben 
so  findet  sich  leicht: 

[aä\x+  [ab]y+  [ac]z+  ...  —  [an]     1  ^  _  r^^  ,gv 

+  [aa]8x+[ab]dy  +  [ac]dz  + I 

Nun  ist  aber  die  erste  Zeile  in  diesem  Ausdrucke  der  Bestimmung  der  Nor- 
malgleichungen entsprechend  der  Null  gleich,  man  hat  daher,  wenn  man  die  ana- 
logen Restdtate  hinsehreibt,  die  die  Multiplication  mit  den  i,  c  ..  Coef&oienlen 
ergibt: 

[aä]dx  +  [ab]Sy  -^  [ac]Sz  +  .. .  '\-  [aJ]  =  o 
[ab]dx+  [bb]8y+  [bc]dz  +  . . .  -f-  [bJ]  =0 
[a  c]  dx  '\-  [bc]dy  +  [cc]8z  -i-  , . .  +  [c^  =  o 


19) 


Die  Gleichungen  19)  sind  wie  Normalgleichungen  zusammengesetzt,  nur  stehen 
an  Stelle  der  Unbekannten  die  Fehler  derselben  und  anstatt  n  die  Grössen  —  ^; 
es  wird  daher  die  Bestimmung  dieser  Fehler  durch  die  Grössen  —  ^  in  derselben 
Weise  vorgenommen  werden  dürfen,  wie  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  n 
und  man  wird  deshalb  die  in  der  Gleichung  1}  (pag.  353)  auftretenden  a,  /?,  /  ... 
Coefficienten  ohne  Abänderung  benützen  dürfen  und  die  Relationen  erhalten: 

da:  =  —  {  Ol  -i/i  +  aj^2  +  «3  ^3  +  •  • .  } 

iy  =  -{ßx^i+  A^j  +  A^3  +  .  •  • } 

dzt^  —  {yiJi  +  y2  -^2  +  ^3  ^3  +  •  •  •  ) 


20; 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  16)  ein,   so  wird  man« 
man  die  Summe  [a  ^  auflöst,  für  die  einzelnen  Glieder  erhalten : 


369    

—  [•//]  ixszs  [oiJt  +  ojj,  +  OfJs  ■\-  . . .)  (a,  ^,  -f.  oj ^/j  4-  «3  ^,  +  . . .)   } 

—  [b^iy  =  (4,  ^,  +  bjJi  +  4j  ^a  +  .  •  •)  (A^i  +-  A^i  +  A  '^s  +  •  •  •) 

—  [c/f]dz={cjJi+CiJi-i-C3J3-\-...)  [y^Ji  -i-rx^  -f- ys -^3  +  •  •  •) 


21) 


Man  wird  vor  Allem  behaupten  können^  dass  diese  Producte  nothwendig  positiv  sein 
müssen,  denn  die  Constanten  sind  so  bestimmt,  dass  [vv]  ein  Minimum  ist;  jede  von 
der  durch  die  Normalgleichung  erhaltenen  Bestimmung  der  Unbekannten  abweichende 
Bestimmung  wird  daher  diese  Fehlerquadratsumme  vermehren  müssen,  woraus  un- 
mittelbar mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  i6j  die  aufgestellte  Behauptung  be- 
stätigt wird. 

Führt  man  nun  die  in  21  j  angezeigten  MultipUcationen  durch  und  beschränkt 
sich  auf  die  erste  Gleichung  allein,  indem  die  übrigen  in  gleicher  Weise  behandelt 
werden  können,  so  kann  das  Resultat  dieser  Multiplication  in  der  folgenden  Weise 
hingeschrieben  werden: 

—  [a^f]dx  =  OiaiJfJi  +  0502^2^2  +  a^a^^J-^J^  -f-  .  . .  -f-  2q{JpJ^) 

Vobei  unter  den  Zeichen  2  alle  jene  Producte  zusammengefasst  gedacht  erscheinen, 
die  verschiedenen  Fehlem  angehören,  während  die  ersteren  GUeder  die  Quadrate 
dieser  Fehler  enthalten;  setzt  man  nun  für  ^1^1,  ^2^2^  ^z'^j  ••  ^^^  mittleren 
Fehlerquadrate  ee  und  beachtet,  da^s  naeh  Gleichung  3)   (pag.  354)  ist: 

[aa]  =  I  , 
so  erhält  man: 

—  [a^dx  =z  ea  +  S^iJj^Jr)  y 
der  ezste  Theil  rechter  Hand  wird  als  Quadrat  nothwendig  positiv  sein,  ako  des 
obigen  Forderung,  dasa  —  [aJ]dx  positiv  ist,  genügen;  im  letzteren  Theile  wird 
aber  wegen  der  Combination  der  verschiedenen  Fehler  mit  einander,  und  da  posi- 
tive und  negative  Fehler  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  haben,  die  angezeijgte  Summe 
bald  pöqitive  bald  negative  Werthe  erhalten,  die  aber  im  Allgemeinen  gegen  das 
erstere  Crlied  klein  sein,  werden ;  man  d^rf  daher  im  Durchschnitte  annehmen,  dass  ist 

—  \aJ]dx  =  ee  ; 

durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  erhält  man  die  Relationen: 

—  [b^ d^  =s  —  [c^ 8z  =  ., ,  =  ee  . 

Sfetzt  man  diese  Bektionen  in  die  Gleichung  16)  ein,  so  erhält  man  alao,  wenn 
man  mit  ^  die  Anzahl  der  Unbekannten  bezeichnet,  mit  Bücksicht  auf  1 7) : 

tnee  =  [vv]  -f-jucc 

in  welcher  Gleichung  m  die  Anzahl  der  Bedingtmgsgleichungen  vorstellt;  bestimmt 
man  damus  €,  so  findet  sich: 


=±y. 


[vv] 


22) 


m — fi 

womit  die  verlangte  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers   der  Gewichtseinheil  erlangt 
ist.     Die  Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nach  dieser  Formel  zeigt,    dass 
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an  eine  solche  nur  gedacht  werden  kann,  wenn  mehr  Bedingungsgleichungen  vorhanden 
sind,  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt.  Verbindet  man  diese  so  gewonnenen 
Werthe  von  e  mit  den  durch  die  Gleichung  lo)  (pag.  356)  bestimmten  Gewichten, 
so  erhält  man  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  bestimmt  durch: 


£ 


8 


X 


«»  = 


B 


V^ 


y 


8 


yp. 


23) 


Indem  somit  die  letzte  gestellte  Aufgabe  erledigt  erscheint,  wird  es  wieder 
angemessen  erscheinen,  die  Rechnungsschemen  anzugeben  und  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern.  Zur  Kerechnung  der  Formeln  10)  wird  man  sich  in  das  Schema  in 
der  unmittelbar  ersichtlichen  Weise  die  Logarithmen  der  Quadrate  der  bereits  er- 
mittelten Hilfsgrössen  eintragen,  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Com- 
plemente  der  Logarithmen  von  [aa] ,   [46  i]  ?  [cci] ,   [ddi] ,   [««4I,  \ff^]  aufschreiben 

und  diese  Logarithmen  über  die  A^  Zeile  halten,  so  dass  log  .  über  log  ^5^  zti 

stehen  kommt ;   hierbei  wird  der  log  r — 7  über  die  Zahlen  des  Schemas  hinausraffen; 

ZU  diesem  letzteren  Logarithmus  wird  man  die  Zahl  aufschlagen  und  unter  dieselbe  in 
eine  V ertikalcolumne  die  übrigen  Produkte  der  Horizontalzeile  bringen ,  die  Summe 
dieser  Zahlen  ist  der  reciproke  Werth  des  Gewichtes  von  x\  nun  rückt  man  das 
Papier  vertikal  um  eine  Horizontalzeile  herab,  schlägt  zum  ersten  nach  links  vor- 
stehenden Logarithmus  die  Zahl  und  die  übrigen  Produkte  auf  und  bringt  alles  wieder 

in   eine  Yertikalcolunme ,    die   Summe  dieser  Werthe  ist  -^  u.  s.  f. ;  das  Schema 

stellt  sich  also  wie  folgt: 


I 

2 

3 

4 

5 

log  ^,« 

log~i;«~ 

log  ^8* 

log  ^4« 

log^« 

\ogB^ 

log  B3* 

log  i«« 

log  1?5' 

logCs« 

log  C«« 
log  D«* 

log  C5« 

logW 
log22i« 

1 

I 

I 

1 

I 

[aa] 

[661] 

[cei] 

[ddi] 

[ee4] 

AxAx 

BtBt 

C»Ca 

I>*I>* 

E^^ 

[hbi] 

[eei\ 

[ddi] 

[««4] 

[f/s] 

A^Ai 

BiBt 

CtCi 

DiDi 

[cci] 

[ddi] 

[««4l 

1//S] 

A^Az 

BiBi 

aCi 

[ddz] 

[e«4i 

[f/si 

A4A4 

B^Bt 

l««4] 

1//S1 

A^A^ 

1//S] 

l.p. 

.:P, 

I:P, 

i.P, 

1  :  P. 

log  (I :  P,; 

log  (I   :  Py) 

log  (I  :  P.) 

log  (I  :  P,) 

log  (1  !  PJ 

log  (1  :  Pwl 

364 


Die  Fortsetzung  des  oben  gegebenen  Rechnungsbeispieles  gibt  also  mit  Rück- 
sicht auf  das  obige  Schema : 


9.04462 

9.20324 

9.16968 

8.85962 

6.14670 

7.49912 

8.46462 

4.753"6 

4.84650 

8.53150 

7 . 5445Q 
7.38318 

3.83816 
4.81648 

\ 

7.39416 

-f-o.  19053 

-|-o.  76670 

-ho.j2035 

-ho. 35319 

-ho. 24316 

-f-o .  08496 

-j-o.ooioi 

-I-0.0I20I 

-f-o.  00059 

-ho. 00060 

-fo.osns 

-j-o. 01029 

-|-o.  00085 

-|-o .  00000 

4-o.o5aio 

4-0. 00000 

-f-o.  00000 

-j-o. 01760 

-|-o.  00000 

-|-o.  00003 

-ho. 39647 

-|-o.  77800 

+0.3332^1 

-ho. 35378 

+0.24376 

, 

9.5982 

9.8910 

9.5227 

9.5487 

9.3870 

9.3848 

Die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  ist  (vergl.  pag.  343]  : 

[vv]  =33  [nnb]  «a  0.02563  . 
Da  im  voiliegenden  Falle  m=c  iS  und  fi:=z  t  ist,  so  findet  sich  der  mittlere  Fehler 
einer  Bedingungsgleichung  nach  der  Formel  23)    (pag.  360) : 

log  e  =  8.6647  • 
Will  man  diesen  mittleren  Fehler  in  Bogensekunden  kennen,  so  wird  man  dieses  so 
gefundene   e  mit  der  Fehlereinheit  ^    deren  Logarithmus  oben  mit  1.5688  angenom* 
men  wurde,  au  multipliciren  haben  und  es  findet  sich  also: 

«  s=  ifc  i"7i2  ; 
will  man  nun  die  Unsicherheit,  d.  h.  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  selbst  ken- 
nen, so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  die  vorliegende  Auflösung  nicht  die  Un- 
bekannten selbst  gibt,  sondern  Unbekannte,  die  in  einer  linearen  Relation  zu  den  er- 
steren  stehen;  die  diesbeaüglichen  Faotoren  wurden  oben  (pag.  321)  angenommen  (die 
Coäfficienten  sind  logarithmisch  angesetzt) : 

x  =  o  33893  bL'  ,     t  =a»  0.50920  d  V 

y  3=r  4.02489  dfi    ,     u  ^^  0.20387  dQ'  sinf' 

jp  ssa  0.55422  d<D   ,     11'  =  0.15635  dt' 

man  wird  also  die  Quadratwuraeln  der  gefundenen  Reciproken  der  Gewichte  mit  e 
zu  multipliciren  und  durch  die  diesbezüglichen  Homogenitätscoefficienten  zu  divi- 
diren  haben,  um  die  mittleren  Fehler  der  Elemente  au  erhalten,  und  mit  Benützung 
der  vorstehenden  Zahlen  finden: 


;lere 

r  Fehler 

von  ^L     ==  i  o"494 

» 

» 

»   d^      —  -♦"  0.000143 

t 
9 

» 

»    5<D     —  dl  0.276 

» 

» 

»    öV h  0.315 

» 

» 

5q'  sinT  =  ±  0.529 

9 

» 

»        dt"  =  ±  0.588  . 

Oppoli«r«  BftliBlMsilmmnBf«B.  II. 


46 
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§  6.    Behandlung  der  Torgelegten  Aufgabe  im  Falle ,  dass  die  Anflorang  der 
Normalgleichungen  besonderen  Ungicherheiten  unterworfen  ist. 

Die  in  den  vorausgehenden  Paragraphen  gegebenen  Vorschriften  bedürfen 
unter  Umständen  einer  etwas  veränderten  Behandlung,  wenn  nämlich  die  Auflösung 
der  Normalgleichungen  besondere  Unsicherheiten  bietet;  man  erkennt  diese  Un- 
sicherheiten ,  wenn  loan  nicht  schon  vor  Beginn  der  Lösimg  von  diesem  Umstände 
Kenntniss  hat,  sofort  daran,  dass  der  erste  Coefßcient  einer  oder  mehrer  EUminations- 
gleichungen  sehr  klein  wird;  es  sind  diese  Coefficienten  oben  mit  den  Symbolen 
[aä],  [bbi]y  [cc2]y  [rfrfs],  ...  identificirt  worden.  Diese  Coefficienten  müssen,  wie 
man  dies  aus  ihrer  Entstehung  sofort  ableitet  (vergl.  pag.  331),  nothwendig  positiv 
sein,  es  kann  aber  in  Fällen  besonderer  Unsicherheit,  wo  dann  der  fragliche  Coef- 
ficient  unter  die  Grenze  der  Sicherheit  der  Rechnimg  tritt,  der  paradoxe  Fall  ein- 
treten, dass  dieser  Coefßcient  thatsächlich  negativ  gefunden  wird.  Die  Ursache 
dieser  Erscheinung  ist  oben  (pag.  332)  erklärt  worden,  als  bedingt  durch  das  nahe 
proportionale  Verhältniss  zweier  oder  mehrer  Coefficientenreihen.  Ist  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Unbekannten  und  den  Beobachtungen  ein  völlig  linearer, 
so  kann  dem  eben  bemerkten  Nachtheile  dadurch  begegnet  werden ,  dass  man  die 
ganze  Rechnung  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen,  als  im  Endresultate  ver- 
langt werden,  anlegt;  doch  macht  diese  Ausdehnung  der  Rechnung  auf  mehr 
Decimalen  die  Arbeit  bei  den  zahlreichen  Multiplicationen  sehr  mühsam  und  zeit- 
raubend. Bei  der  Anwendung  auf  die  in  dem  vorliegenden  Werke  auftretenden  Pro- 
bleme hat  man  aber  niemals  mit  solchen  linearen  Functionen  zu  thun,  so  dass  das 
eben  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  hätte,  denn  die 
in  Anwendung  gebrachten  Differentialquotienten  zwischen  den  Incrementen  der  Un- 
bekannten und  den  beobachteten  Werthen  werden  bei  so  bedeutenden  Aenderungen  « 
nicht  constant  angenonunen  werden  dürfen.  Man  wird  aber  hieraus  die  im  Allge- 
meinen zu  wenig  beachtete  Bemerkung  ableiten,  dass  man  die  Wahl  der  Unbe- 
kannten des  Problemes  so  vorzunehmen  hat,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Aenderungen  derselben  und  den  Beobachtungen  ein  möglichst  linearer  wird ;  hierfür 
können  aber  keine  allgemeinen  Methoden  gegeben  werden,  und  man  wird  von  Fall 
zu  Fall  für  das  vorgelegte  Problem  die  entsprechendsten  Hilfsmittel  einzuführen 
trachten.  So  viel  kann  man  aber  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  man  durch  die 
Lösung  des  Problemes  unter  Voraussetzung  der  Linearität  der  Funktionen  den 
gesuchten  Resultaten  näher  kommen  wird ;  trifft  diese  Annäherung  nicht  hin- 
reichend zu,  so  wird  die  Anwendung  der  mit  Hilfe  des  zuletzt  gewonnenen  Resul- 
tates neu  berechneten  Differentialquotienten  eine  abermalige  Verbesserung  finden 
lassen,  welches  Verfahren  fortgesetzt  im  Allgemeinen  eine  mehr  minder  rasche  Con- 
vergenz  zeigen  wird.  Man  wird  aber  leicht  bemerken ,  dass  dieser  Vorgang  viel  an 
Kürze  zu  wünschen  übrig  lassen  wird,  denn  man  hat  für  jede  Verbesserung  die 
Rechnungen    ganz    vom    Anfang   an   neu    durchzuführen;     die   in    diesem   Werke 
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angeführten  Methoden  sind  jedoch  so  gewählt,  dass  man  wohl  nur  in  sehr  sel- 
tenen Fällen  auf  dieses  beschwerliche  Verfahren  zurückgeführt  wird. 

Man  wird  meist  schon  bei  Beginn  der  Rechnungen  theils  durch  anderweitig 
gewonnene  Erfahrungen,  theils  aus  theoretischen  Betrachtungen  wissen  können,  ob 
in  dem  vorgelegten  Falle  besondere  Unsicherheiten  in  der  Lösung  des  Problemes  zu 
erwarten  sind;  so  wird  z.  B.  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Pla- 
neten aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  meist  in  zwei  Elementen  eine  be- 
sondere Unsicherheit  hervortreten  lassen,  aus  zwei  Oppositionen  in  einem;  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbahn  aus  den  Beobachtungen  einer  Erscheinung  wird  im 
Allgemeinen  meist  nur  eine  Unbekannte  besonders  unsicher  erscheinen  lassen.  Man 
wird  sich  hierbei  klar  zu  machen  haben,  dass  diese  Unsicherheit,  wenn  nicht 
die  Wahl  der  Unbekannten  besonders  zweckmässig  vorgenonmien  werden  kann,  sich 
meist  auf  die  übrigen  Unbekannten  erstreckt,  indem  sich  diese  als  Functionen  des 
unsicheren  Elementes  darstellen  lassen;  die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  er- 
scheint sofort  sicher,  wenn  man  eine  Relation  einführt,  die  die  Unsicherheit  in  dem 
fraglichen  Elemente  aufhebt.  Bei  Bahnbestimmungen  werden  aber  solche,  die  Un- 
sicherheit behebende  Relationen  selten  genug  herbeigeschafft  werden  können,  wenn 
nicht  anderweitige  neue,  der  Zeit  nach  weit  abstehende  Beobachtungen  herangezogen 
werden  können;  doch  wird  zum  Beispiel  der  Umstand,  dass  die  meisten  Kometen 
nahezu  parabolische  Bahnen  haben,  benützt  werden  können,  bei  der  Lösung  des 
Problemes  in  diesem  Falle  e  =  i  zu  setzen ;  es  wird  durch  diese  Specialisirung  in 
den  meisten  Fällen  die  Unsicherheit  in  der  Auf&ndung  der  Elemente  behoben. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  will  ich  nun  noch  auf  die  Methode 
eingehen,  die  man  im  Falle  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auflösung  der 
Normalgleichungen  anwenden  kann,  um  so  weit  als  thunlich  Resultate  zu  erlangen, 
die  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  klar,  dass, 
da  im  Allgemeinen  zu  dieser  Lösung  keine  neuen  theoretischen  Bedingungen  ein- 
geführt werden  können  und  dürfen,  eigentUch  das  Bestreben  nur  dahin  gerichtet 
werden  muss,  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  derartig  einzurichten,  dass  der 
Unsicherheit  der  Rechnung  der  möglichst  geringe  Einfluss  eingeräumt  wird.  Ich 
werde  wieder,  wie  oben,  voraussetzen,  dass  sechs  Unbekannte  zu  bestinmien  seien, 
von  denen  zwei  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind;  es  wird  diese  letz- 
tere Beschränkung  für  die  vorliegenden  Zwecke  ausreichend  sein  und  die  Zurück- 
fuhrung auf  den  einfacheren  Fall,  wo  nur  eine  Unbekannte  unsicher  bestimmt  er- 
scheint, sich  leicht  machen  lassen.  Man  wird  vorerst  die  Rechnung  so  anlegen, 
dass  die  voraussichtlich  mit  besonderen  Unsicherheiten  behafteten  zwei  Unbekannten 
als  die  letzten  erscheinen,  was  meist  a  priori  entschieden  werden  kann;  wenn  dies 
nicht  möglich  wäre,  so  wird  eine  vorläufige  Lösung  der  Normalgleichung  die  ge- 
wünschte Aufklärung  geben;  ich  setze  also  voraus,  dass  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten u  und  to  besonderen  Unsicherheiten  unterworfen  ist;  es  werden  demnach 
in  der  vollständigen  Elimination  die  Coefflcienten  [004]  und  [//s]  ausserordentlich 

klein.   Ich  hebe  hier  nochmals  hervor,  dass  sich  diese  Unsicherheit  gewöhnlich  auch 
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den  anderen  Unbekannten  ih  verschiedenem  Maässe  ihittheilt.  Unter  den  eben  ge- 
machten Voraussetzungen  Wird  also  die  Bildung  det  Eliminatitmsgleichungeii  bis  tax 
fünften  Gleichung  (Elimination  vx>n  n)  k^ln^  Uiisichißrheil  bieten;  taian  Winl  deshalb 
ohne  Hedenken  nach  der  bisherigen  Methode  dite  folgendeh  Eliminätiolisgletek«iiigeii 
bilden  können: 


[aa]x  +  [ö  Ä]y  +  [ö^]^  +   [«  rf]  ^  +  [a^]tt  +   [o/]  te?  =  [a»] 
[bbi]y  +  [bci]z  +  [bdi]i  +  [bei]u+  [bfi]to=  [bni] 

[cc2]z  4-  [cd2]t  +  [ce2]u  +  [c/2]to  =  [cn2] 
[dd3]t  +  [de3]u+[dfi]to  =  [dn^] 


I) 


Diese  Eliminationsgleichungen  werden  aber  ofibnbar  die  Unbekänhten  als  Fuüktioneta 
von  u  und  to  darstellen  lassen,  durch  successive  Substitution  t)der  durch  irgend  ein 
zweckmässiges  Eliminationsverfahren,  Indem  hier  die  vier  ersten  Unbekannten  die 
Formen  erhalten : 

i={at}  +  {ßt)u+{yi)w 
z  =  [az]  4-  (/? «)  w  4-  (y «)  ^ 

y=  (ay)  4-  {ßy]ti+  {yy)tv 

z=  (az)  +  (ßx)u  4-  {yx)to 


2) 


wobei  jetzt  die  in  runden  Klammem  stehenden  Coeffidenten  von  Fall  ikU  Fall  be- 
kannte Grossen  sind.  Man  wird  zu  2)  bemerken  können,  dass,  wofern  man  auf 
eine  Kestimmimg  der  Unbekannten  u  und  w  verzichtet,  und  dieselben  der  Null  gleich 
setzt,  die  erste  verticale  Coefficientenreihe  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Un- 
bekannten Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergibt.  Andererseits  wird  die  Grrosse 
der  ß  und  y  Co^fficienten  die  aus  der  Unsicherheit  der  Elemente  u  und  ic  entste- 
hende Unsicherheit  in  den  anderen  Elementen  aufweisen,  Wobei  häufig  der  Fall 
eintreten  wird,  dass  einer  oder  mehre  dieser  Coef&clenteh  klein  weisen;  man  wird 
daraus  den  Schluss  ableiten  dürfen,  dass  in  diesem  Falte  für  das  betreffende  Element 
die  Unsicherheit  von  u  und  to  ohne  wesentlichen  Nachtheil  ist.  Hat  man  lur  » 
Und  w  in  der  That  die  unsichersten  Elemente  gesetzt,  so  wird  keiner  der  j^  und  y 
Coefficienten  die  Einheit  überschreiten;  sollte  dies  aber  doch  der  Fall  sfein,  so 
deutet  dieser  Umstand  darauf  hin,  dass  man  dieses  Element  hätte  als  letztes  wählen 
sollen,  doch  wird  dies  keinen  wesentlichen  Nachtheil  für  die  Rechnung  haben,  so 
lange  nicht  ein  solcher  Coefficient  die  Einheit  um  ein  Vielfaches  überschreitet. 

Die  Bestimmung  dieser  in  2)  auftretenden  Coefficienten  muss  soigfältig  üon- 
trolirt  werden,  da  diese  Coefficienten  die  Grundlage  für  alle  späteren  Rechnungen 
abgeben.  Indem  vorausgesetzt  ist,  dass  diese  dun^h  die  Methode  der  unmittelbaren 
Substitution  erhalten  sind,  kann  zu  deren  Controle  in  sehr  übersichüicher  Weise 
mit  Hitfe  der  bereits  oben  (pag.  34Ö,  347)  eingeführten  A^  B^iC  .. .  CoefficnenMi  eine 
nochmalige  Bestimmung  erhalten  wterden;  tean  findet  leicht,  ir^An  man  beachtete 
dass  di^  mit  dem  Index  5  venehenen  Coefficienten  si<ih  det  VoMUMstzüng  luch 
einer  sicheren  Betechnting  entziehen: 


äeg 


_   I<»h]    ,    [hnt] 


[«"*!  ^     1    [^«J]  j. 


[ddi] 


*      '  [aa]    *    [bbi]      '     '     [c<?2] 

<y^  =  ^'^  +  |^^'  = 

(yy)  —    \wr] + jf^]  ^  +  iddT]^n 


}  [aa]  +  [66i]  ^<   ^  [cez]  ^*  +  Rrfl]  ^ 


(/J<)  =  A 

Substituirt  man  nun  ii6  |in  2)  (pa)^.  364)  erhaltenen  uttd  durch  3)  contfolirten 
Werthe  der  Ütabekannten  in  die  Bedingüngsgliäichungen,  so  erhalten  die  letzteren 
die  Gestalt: 

{02)  -\-  (A)  ö  4-  (yi) « =  «,  y        4) 

(«s)  +  (A) «  +  (ys) »  =  «8 


3) 


1 


in  welchen  Gleichungen  also  die  neu  eingeführten  Coefficienten,  deren  Bestimmung 
der  Voraussetzung  nach  durchaus  keiner  Unsicherheit  unterworfen  ist,  die  folgende 
Bedeutung  hahen: 

(oi)  =  ö|  («^)  +  *i  (ay)  +  ci  {az)  +d^[at) 
(«2)  =  «2  (a^)  +  *2  (ay)  +  ^2  (aa?)  4-  cij  [at) 


V  «  •  •  * 

(/»,)  =  o,  (/Sa:)  +  J,  0!fy)  +  Cj  (/Ja)  +  rf,  (ßt)  +  «, 
(/*j)  =  o,  (/Sa:)  +  ii  '/*y)  +  cj  l/*«)  +  «^  (/*<)  +  «j 

•  •  •  ■  •  • 
'                   •                                •                               •                                     •                                •  • 

{y^)  =  o,  (yx)  +  i,  (yy)  +  c,  {yz]  +dt[y£l  +/, 

(yi)  =  oj  (y«)  +  *j  (yy)  +  «i  (y«)  +  <^(y  <)  4-/j 

■  ■  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

«Setzt  man  nun  überdies  in  den  Gleichungen  4)  : 

fh'  =fH  —  (ffj) 
«2'  =  »2  —  (02) 

ih'  =  ns  —  («3) 


5) 


6) 
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■ 

80  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  als  Controle  der  bisherigen  Rech- 
nungen (vgl.  pag.  337)  benützen  kann : 

[n  «  4]  =  [»'  n']  .  7) 

Mit  Hilfe  der  Rektionen  4)  und  6]  (pag.  365)  hat  man  also  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Unbekannten  u  und  to  mit  den  Beobachtungen  auf  die 
einfachste  und  directeste  Weise  hergestellt,  man  hat  nämlich  jetzt  die  Gleichungen : 

(A)«+  (yi)«?  =  V 
(A)  ti  4-  in)  tt'  =  «2' 


8) 


die  zur  Bestimmung  von  u  und  tu  verwerthet  werden  können.  Es  ist  also  hiermit 
das  anfangs  angedeutete  Ziel  erreicht,  die  Bestimmung  der  Unbekannten  u  und  u> 
aus  den  Beobachtungen  selbst  durch  möglichst  wenig  Zwischenrechnungen  her- 
stellen zu  können,  und  mehr  ist,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  nicht  zu  leisten. 
Diese  Gleichungen  8)  werden  einen  sehr  sicheren  Maassstab  abgeben,  ob  die  Bestim- 
mung der  Unbekann(en  u  und  to  oder  einer  derselben  überhaupt  möglich  ist ;  werden 
nämlich  die  Coefficienten  (ß)  und  (/)  alle  gleichzeitig  so  klein,  dass  dieselben  gleich 
geachtet  werden  können  der  Unsicherheit  der  angewandten  Rechnungsmethode,  so 
ist  eine  Bestimmung  beider  Unbekannten  völlig  unthunlich,  haben  aber  diese  Coeffi- 
cienten  eine  angemessene  Grösse,  so  kann  dennoch  die  Bestimmung  der  einen  Unbe- 
kannten unmöglich  sein,  wenn  die  zusammengehörigen  [ß]  und  {y)  Coefßcienten 
nahe  proportional  sind ;  dieser  Umstand  braucht  jedoch  vorerst  hier  nicht  beachtet 
zu  werden,  er  tritt  ohnehin  bei  den  weiteren  Schritten  der  Auflösung  von  selbst 
hervor.  Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  diese  Coefficienten ,  wie  dies  wohl 
in  der  Regel  der  Fall  sein  wird,  eine  angemessene  Grösse  haben,  welche 
die  unvermeidliche  Unsicherheit  der  Rechnung  wesentlich  überschreitet.  Die 
Bedingungsgleichungen  8)  enthalten  zwar  keine  neuen  Bedingungen  gegen  die 
ursprünglichen  Gleichungen  und  dürfen  dieselben  auch  nicht  enthalten,  ge- 
währen aber  den  Vortheil,  dass  denselben  bereits  vier  Bedingungen  [allgemein 
[fi — 2)  Bedingungen]  der  Normalgleichungen  genügen,  daher  die  noch  zu  erfüllenden 
Bedingungen  einfacher  präcisirt  werden  können.  Es  kann  hier  noch  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dass  es  sich  für  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  em- 
pfiehlt, die  Gleichungen  8]  ähnlich  wie  dies  mit  den  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen geschehen  ist,  durch  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  (veigl. 
pag.  318)  umzugestalten;  man  wird  nur  schliesslich  bei  der  Bestimmung  der  Werthe 
der  Unbekannten  diese  Factoren  gehörig  zu  berücksichtigen  haben.  Bildet  man 
nun  nach  den  bekannten  Regeln  aus  den  Gleichungen  8]  dieNormalgleichungen,  so 
erhalten  dieselben  die  Gestalt: 

[ßß]u  +  [ßy]to=[ßn'] 
[ßy]u+  [yy]  w=  [yn'] 

doch   wird   man   nur   nöthig   haben,    die  Coefficenten  der  ersten  Gleichung  allein 


} 
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zu  berechnen,  da  vorerst  nur  die  Absicht  vorliegt,  u  als  Funktion  von  tc  darzu- 
stellen. Es  ist  klar^  dass  bis  auf  eventuell  eingeführte  Homogenitätsfactoren,  die 
leicht  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  nothwendig  nach  der  Herstellung  und  den  Be- 
dingungen der  Gleichungen  sein  muss: 

[ßß]  =  [ee4]  ,  Ißy]  =  [e/4]  ,   [ßn']  =  [en^]  ,  lo) 

doch  wird  diese  Identität  nur  theoretisch  bestehen,  in  der  Anwendung  werden  mehr 
oder  minder  grosse  Unterschiede  auftreten,  je  nach  dem  Maasse  der  vorhandenen  Un- 
sicherheit in  der  Lösung  der  Normalgleichungen ;  es  werden  jedoch  die  aus  den  Glei- 
chungen 9)  resultirenden  Werthe  den  Vorzug  verdienen,  da  dieselben  aus  einer  fast 
directen  Rechnung  erlangt  sind^  und  in  der  That  das  hier  vorgeschlagene  modifi- 
cirte  Verfahren  angewendet  wurde,  um  eine  grössere  Sicherheit  zu  erhalten.  Man 
ist  also  dahin  gelangt,  die  vorletzte  Eliminationsgleichung  hinschreiben  zu  können 
mit  der  Ueberzeugung,  dass  die  Coefficienten  im  Allgemeinen  numerisch  nahe  rieh- 
tig  festgelegt  erscheinen.     Setzt  man  demnach: 


(y'«)=-if^'  ("'«) 


!i»/»] 


II) 


SO  ist  die  Relation  zwischen  u  und  to  bestimmt  durch: 

u  =  {au)  -h  (/tt)  to  ,  12) 

wobei  wieder  (a'u)  der  wahrscheinlichste  Werth  von  u  sein  wird,  wenn  man  w 
der  Null  gleich  setzt.  Die  durch  diese  Substitution  erlangte  verminderte  Summe 
der  Fehlerquadrate  wird  nach  den  bekannten  Regeln  bestimmt  sein  durch: 


[n"n"]  =  [n'n']  — 


[ßß\ 


13) 


fuhrt  man  die  Relation  12)  in   die  Gleichungen  2)   (pag.  364)  ein,   so    nehmen  die- 
selben die  Gestalt  an: 


u  =  (a  u)  +  (/  u)  w 
t=  is^'t)  -h  [y  t)w 
z  =  [a  z)  -h  (y'  z]  w 

y=  («y)  +  (/y)«' 

X  =  [a'  z)  +  [y'  x)w^ 

wobei  also  allgemein  gesetzt  ist: 

[a  E)  =  [aEi  +  {ß  Ej  {a' u)  ; 
führt  man  aber  12)  in  die  Gleichungen  8)  ein  und  setzt: 

«j"  =  «,'  —  (ßi)  [a'  tt) 
n,"  =  «,'  -  (/»,)  (o' «) 


14) 


15) 


16) 


ond: 


(yi')  =  (yi)  +  (A)  iy'u) 
iyi)  ^  (yj)  +  (Ä)  iy'u) 
{y>")  =  (ya)  +  (A)  (/«) 


!   ., 
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so  erhalten  tninmebr  die  Gleichnngen  6)   (pag.  366)  die  Form : 

in') »  =  «1" 
(ysT  «.  =  «," 

(Y»)  w  =  «3" 


18; 


wobei  man  sich  durch  die  Relation  13]  (pag.  367)  eine  theilweise  Controle  für  die 
Richtigkeit  der  Rechnung  verschafft;  aus  diesen  Gleichungen  wird  die  Bestinunung 
von  tv  nach  eventueller  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  durch: 

[y'  n"]  . 

bewirkt.     Man  wird  wieder  bemerken,  dass  theoretisch 

[/  /]  =  [ff  5]     [/  «1  =  [/« 5]  20) 

sein  muss,  dass  aber  bei  den  vorausgesetzten  Verhältnissen  wieder  eine  nahe  lieber- 
einstimmung  nicht  erwartet  werden  kann.  Die  auf  das  Minimum  herabgebrachte 
Summe  der  Fehlerquadrate  wird  sein : 

[vf>]  =  [nnb]  -  [»"«"]  -  Ig^l  .  21) 

Ist  nun  einmal  [vv]  bekannt,  so  bestimmt  sich  nach  der  Formel  22)  (pag.  359]  der 
mittlere  Fehler  einer  Bedingungsgleichung,  und  da  durch  10)  (pag.  367)  und  20),  die 
für  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  A^,  £5,  C5,  D^  und  E^  nöthigen  Pactoren 
(pag.  346,  347)  mit  hinreichender  Genauigkeit  bekannt  sind,  (auf  eventuell  eingeführte 
Homogenitätsfactoren  zu  achten),  so  wird  die  Rechnung  der  Gewichte  nach  der 
Formel  10]  (pag.  356]  keine  weitere  Schwierigkeit  haben,  und  hiermit  erscheint  das 
vorgelegte  Problem  mit  einer  nach  Thunlichkeit  maximalen  Präcision  gelöst.  Diese 
letzteren  Bestimmungen  werden  aber  in  der  Regel  in  den  vorgelegten  Fällen  nicht 
vorgenommen  werden,  da  es  sich  meist  darum  handelt,  neben  dem  wahrscheinlich- 
sten Elementensysteme  jene  Grenze  zu  suchen,  bis  zu  welcher  hinaus  dieselben  ab- 
geändert werden  dürfen  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  Grenzen,  die 
nach  den  vorgelegten  Beobachtungen  und  der  subjectiven  Anschauung  sehr  dehn- 
bar sind. 

Die  Gleichungen  14)  (pag.  367)  stellen  die  Unbekannten  als  Funktionenderun- 
abhängig  Variablen  to  dar ;  betrachtet  man  aber  überdiess  ti  in  so  weit  unabhängig  va- 
riabel, als  dasselbe  abgeändert  werden  darf,  ohne  to  zu  variiren,  so  sind  die  maas^ben- 
den  Coef&oienten  für  t«  in  den  Gleichungen  2)  (pag.  364)  enthalten;  man  wird  deshalb 
sagen  können,  dass  in  den  folgenden  Gleichungen  u  und  tc  unabhänig  variabel  sind : 

z  =  (az)  +  iß  z)u+  (yz)  tc 

y  =  (a'y)  -f  {ßy)u+  ly'y)fc 

X  =  [a! x)  +  [ßx]  tt  4-  (/*)  w  , 
wobei  aber  zu  beachten  ist,   dass  wenn  man  to  allein  als  unabhängig  variabel  be- 
trachtet, u  bestimmt  werden  muss  nach  12)   (pag.  367)  nämlich: 


22) 


ä6d 


Unter  diesen  einschränkenden  Voraussetzungen  erscheint  also  in  der  Folge  u  als  un- 
abhängig variabel.  Indem  man  den  nach  19)  (pag.  3 68)  bestimmten  Werth  in  die 
Bedingungsgleichungen  18)  einsetzt,  gelangt  man  zur  Kenntniss  der  minimalen 
FeU^j  setzt  man  also : 

«/'  —  iYi)  to  =  Vi 

^"  —  M  ^  =  t>2 


^3) 


80  mass  die  auf  diese  Weise  gefundene  Summe  der  Fehlerquadrate  [v  v]  mit'  dem 
durch  21)  (pag.  368)  bestimmten  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  der 
Rechnung  stimmen,  womit  eine  gute  Controle    erreicht  ist.     Man  kann  nun  daran 

« 

gehen,  eine  umfassende  Controle  noch  dadurch  herzustellen,  dass  man  den  durch 
19)  bestimmten  Werth  von  to  in  12)  (pag.  367)  einführt  und  dadurch  [u)  erhält. 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  2)  (pag.  364)  gibt  die  übrigen  Unbekannten;  die 
80  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  setzt  man  in  die  ursprünglichen  Be- 
dingungsgleichungen ein^  und  muss  die  eben  angeführten  minimalen  Fehler  t?},  «2; 
fs  . . .  bestätigt  finden. 

Den  Gleichungen  22)  (pag.  368 j  analog,  kann  man  die  übrig  bleibenden 
Fehler  als  Funktionen  von  to  und  u  darstellen,  beide  unter  den  gemachten  Ein- 
schränkungen als  unabhängig  variabel  betrachtend ;  man  erhält  dann  die  Fehler,  die 
in  den  Orten  übrig  bleiben,  bestimmt  durch: 

/,=„,"_{(//,)« +(y,» 
/»  =  «1"  -  {  (l»2)  «  +  (y2')  W} 

/3  =  «3"-{(A)«  +  (ys')«'}     . 


24) 


In  diesen  Ausdrücken  wird,  wenn  man  iiir  tc  den  wahrscheinlichsten  Werth  substi- 
tuirt  und  u  nach  12)  (pag.  367)  bestimmt,  u  =  o  zu  setzen  und  y  in  e  zu  verwandehi 
sein;  variirt  man  aber  10  in  (to  +  ^to),  und  u  in  (u  -{-  ^iu),  so  erhält  man  sofort,  wenn 
man  diese  Werthe  in  24)  einführt: 

/j  =  c,  —  { (Ä)  Ju  +  (y,')  Jto) 
Vi  =  »s  -  { (A)  ^«  +  in')  ^«') 


25) 


welche  Gleichungen  also  die  Aenderungen  der  übrig  bleibenden  Beobachtungsfehler 
darstellen,  wenn  man  u  und  w  unter  den  gemachten  Einschränkimgen  willkürlich 
variirt.     Quadrirt  und  addirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen,    so  erhält  man: 

. [//]  =  [vv]  +  [fiß]  Ju^  +  [y' /]  Ju>^  ,  26) 

da  nothwendig  nach  Gleichung  7)   (pag.  316) 

[ßv]=o 

[/  v]^o 
ist,  und  nach  17)  (pag.  367)  wenn  man  daselbst  beiderseits  mit  dem  entsprechenden 
ß  multiplicirt  und  die  Relation  11)   (pag.  367)  beachtet,' 
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[ß  y']  =  o 
wird. 

Der  Ausdruck  26)  zeigt  unmittelbar  in  welcher  Weise  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate zunimmt,  wenn  man  für  u  und  w  Annahmen  macht,  die  von  den  wahrsdiein- 
lichsten  Werthen  um  die  Beträge  ^Ju  und  ^^w  abweichen.  Da  nun  nach  Gleichung 22) 
(pag.  359)  in  einem  gegebenen  Falle  der  mittlere  Fehler  e  einer  Bedingimgsgleichung 
von  der  Summe  der  Fehlerquadrate  abhängig  erscheint,  so  wird  stets  derselbe  Werth 
von  £  erhalten,  wenn  man  nur  die  Quadratsummen  gleich  macht.  Man  leitet  hieraus 
den  Schluss  ab,  dass  alle  jene  Systeme  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  An- 
spruch nehmen ,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  /  identisch  wird ; 
für  Ju  =  Jw  ==  o  erhält  man  die  minimale  Summe.  Man  kann  der  Gleichung  26) 
noch  eine  andere  Gestalt  geben, die  für  die  Folge  sich  bequem  erweist.  Setzt  man 
nämlich : 

«  sin  2V=  Ju  \ 

)  21] 

n  cos  N=  Jw  J 

so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

\ff]  =  [«  r]  +  «M  \ßß]  +  [y  >'] } ,  28) 

d.  h.  alle  jene  Systeme,  für  die  n  identisch  ist,  haben  die  gleiche  Wahrscheinlich- 
keit, der  Winkel  N  bleibt  völlig  willkürlich. 

Die  vorstehend  entwickelten  Vorschriften  werde  ich  später  bei  dem  für  den 
Planeten  Hilda  gewählten  Beispiele  ausführlich  erläutern  und  verweise  demnach  in 
dieser  Richtung  auf  das  betreffende  Kapitel.  Das  weiter  unten  durchgeführte  Bei- 
spiel für  den  Kometen  I  1866,  behandelt  den  einfacheren  Fall,  wo  nämlich  nur  die 
Bestimmung  einer  Unbekannten  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist. 


Ableitung  der  Elemente  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 

Beobachtungen. 


A.   Bildung  der  Nonnalorte. 

Mit  Rücksicht  auf  die  I  pag.  94  gemachten  Bemerkungen  ist  es  sofort  klar, 
dass,  wenn  die  Zahl  der  vollständigen  Beobachtungen  3  überschreitet,  denselben 
nur  durch  ein  Elementensystem  nach  Maassgabe  der  Beobachtungsfehler  genügt 
werden  kann;  es  stellt  sich  also  die  Aufgabe,  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 
Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Elemente  zu  ermitteln,  und  es  werden  daher 
jene  Principien,  die  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgestellt  wurden,  hier 
zur  Verwerthung  kommen.  Es  wird  aber  nicht  immer  nöthig  sein,  die  daselbst  auf- 
gestellten Grundsätze  in  aller  Strenge  durchzuführen,  wenn  nicht  die  äusserste  Ge- 
nauigkeit verlangt  wird ,  und  man  wird  sich  je  nach  den  Umständen  Abkürzungen 
erlauben  können.  Es  werden  daher  in  der  Folge  sowohl  die  strengen,  als  auch  die 
genähert  richtigen  Methoden  zur  Erreichung  des  Zweckes  mitgetheilt  werden;  vor 
Allem  soll  aber  vorerst  die  Vereinfachung  der  Rechnung,  die  durch  die  Bildung  der 
Xormalorte  erlangt  wird,  näher  beleuchtet  werden. 

Es  wird  in  den  folgenden  Untersuchungen  stets  vorausgesetzt,  dass  genähert 
richtige  Elemente  in  irgend  einer  Weise  bekannt  sind;  aus  diesen  kann  man  sich 
den  geocentrischen  Lauf  des  Himmelskörpers  (Ephemeride)  berechnen;  vergleicht 
man  die  aus  dieser  Rechnung  folgenden  Orte  mit  den  Beobachtungen,  so  ist 
klar,  dass  innerhalb  gewisser  Zeitgifenzen  die  Unterschiede  zwischen  den  beobach- 
teten und  berechneten  Orten  in  jeder  der  zwei  polaren  Coordinaten  auf  die  Form : 

gebracht  werden  können.  Die  Coefficienten  a,  b,  c  .  . .  werden  im  Allgemeinen  um 
so  kleiner  sein,  je  näher  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  der  Wahrheit  kommen; 
ausserdem  werden  im  Allgemeinen  die  Coef&cienten  mit  den  Potenzen  von  t  rasch 
kleiner  werden.  Seien  nun  n  Beobachtungen,  die  innerhalb  des  vorgesetzten  Zeit- 
raumes li^en,  angestellt  zur  Zeit  t^,  ^,  ••  •  ^n»  ^i^  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  Rechnung  im  Sinne  »Beobachtung -Rechnung«  angesetzt,  seien  der 
Reihe  nach  tit,  U2  *-  -  u^^;  ist  nun  T  irgend  ein  bestimmtes  Zeitmoment,  innerhalb 
der  gesetzten  Zeitgrenzen,  welches  man  als  Ausgangspunkt  der  Zeitzählung  wählt, 

47* 


372     

so  erhält  man  vorerst  für  die  Bestimmung  der  ('oefficienten  a,  b,  c  . .  .  die  folgenden 
Hedingungsgleiohungen : 


«„  =  a  +  i«„— r)  +c(/„— r)»  +  ... 


l) 


aus  welchen  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  (/Oefficienten 
Gj  b,  c  . ,  .  hestimmt  werden  können ;  sind  dieselben  bestimmt,  so  wird  der  Coeffi- 
cient  a  jene  Correction  angeben,  die  man  an  deti  für  die  Zeit  T  berechneten  Ephe- 
meridenort  anzubringen  hat,  um  den  aus  den  n  l^eobachtuugen  für  diese  Zeit  re- 
sultirenden  Ort,  den  Normalort,  zu  erhalten.  An  die  Gleichungen  i)  wird  man  aber 
noch  mehre  Bemerkungen  zu  knüpfen  haben.  £d  ist  zunächst  klar,  dass  man  in 
diesem  Systeme  allen  beobachteten  Unterschieden  u^ ,  iij  . . .  t^n  genügen  könnte, 
wenn  man  nur  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  eine  der  Anzahl  n  entspre- 
chende Zahl  Ton  zu  bestimmenden  Coefßcienten  einfuhrt;  doch  wird  dieses  schein- 
bar strenge  Verfahren  zu  wesentlichen  Ungenauigkeiten  führen ;  es  ist  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Ephemeride  verhältnissmässig  nahe  richtig  ist,  also  selbst  für  weit 
ausserhalb  der  gesetzten  Zeitgrenzen  liegende  Epochen  die  Beobachtimgen  noch  nahe 
darstellt,  klar,  dass  die  Coefßcienten  a,  &,  c,  . . .  mit  den  Potenzen  von  t  rasch  ab- 
nehmen müssen,  und  um  so  rascher,  je  genauer  die  der  Rechnung  der  Ephemeride 
zu  Grunde  gelegten  Elemente  sind;  man  wird  daher  in  der  Lösung  der  Glei- 
chungen i)  eine  erheblich  grössere  Genauigkeit  erhalten,  wenn  man  von  der  theore- 
tisch nothwendig  stattfindenden  Bedingung  der  Kleinheit  der  höheren  Coefficienten 
Gebrauch  macht  und  dieselben  der  Null  gleich  setzt,  und  sich  je  nach  Maassgabe 
der  Umstände  höchstens  auf  die  Bestimmung  der  drei  ersten  Coefficienten  beschränkt. 
Es  erscheint  mir  sogar  erwünscht,  stets  so  nahe  richtige  Ephemeriden  zu  benützen, 
dass  man  auch  den  c-Coefücienten  vernachlässigen  kann,  in  diesem  Falle  wird  sich 
aber  die  Rechnung  ganz  ausserordentlich  einfach  gestalten  lassen;  bestimmt  man 
nämlich  Tx  soj  dass  dasselbe  dem  Mittel  der  Beobachtungszeiten  entspricht,  nämlich : 

so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Bestimmung  des  eigentlich  nur  zur  Ermittelung 
der  Ephemeridencorrection  für  die  Zeit  T  nothwendigen  a-Coefffcienten  erlangt 
wird  durch: 

a  =  i  (tti  +  f/2  +  ••••+  «n)  »  3I 

weil  im  Mittel,  der  hier  gewählten  Bestimmung  von  T  gemäss,  der  Factor  von  & 
verschwindet. .  Ist  die  Ephemeride  nur  einigermaassen  zutreffend,  so  wird  man  ohne 
merklichen  Fehler  für  die  Zeit  T  die  dem  Mittel  der  Zeiten  nächste  Epoche  der 
Ephemeride  benutzen  dürfen. 

Zu  den  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  noch  hitizufllgeti,   dwu  wenn 
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die  einzelnen  lieobachtiingen  verschiedenes  Gewicht,  beziehungsweise  yi,  g-i  -  -  -  -  g^ 
hätten,  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  T  und  a  zu  berechnen  wären  nach; 

yi  -f"  ^  -h  .  -  -h  ^»  \  . 

Hat  aber  die  Ephemeride  nicht  die  gewünschte  Annäherung,  so  dass  man 
fürchten  muss,  nicht  mit  den  aus  2)  und  3)  (pag-  372)  resultirenden  Näherungen 
auszureichen,  so  wird  man,  was  ich  für  das  genaueste  halte,  sich  eine  bessere  Ephe- 
meride herzustellen  trachten,  welcher  Forderung  meist  leicht  genügt  werden  kann, 
oder  man  wird  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinander- 
gesetzten Methoden  die  Gleichungen  i)  (pag.  372)  zur  Bestimmung  der  a,  b  und  c 
Coefficienten  verwenden,  oder  was  am  schnellsten  zum  Ziele  führt,  wenn  auch  die 
Genauigkeit  dadurch  am  meisten  leidet,  man  wird  sich  die  Abweichungen  der  Be- 
obachtungen von  der  Rechnung  als  Ordinaten  in  ein  im  entsprechenden  Maassstabe 
ausgeführtes  Coordinatensystem  eintragen  und  als  Abscissen  die  Beobachtungszeiten 
nehmen  ;  eine  nach  dem  Augenmaasse  gezogene,  diesen  festgelegten  Punkten  mög- 
lichst entsprechende  Curve  von  einfachem  Zuge  wird  ebenfalls  sehr  nahe  den  Fehler 
der  Ephemeride  darstellen ;  die  Ordinate  dieser  Curve  .zu  einer  der  Mitte  der  Be- 
übachtungszeiten  nahe  gelegenen  Abscisse  wird  also  die  Correction  der  Ephemeride 
für  dieses  Moment  ergeben ;  ich  brauche  aber  wohl  kaum  hier  hervorzuheben,  dass 
ich  das  letztere  Verfahren  nur  als  einen  wenig  befriedigenden  Nothbehelf  betrachte 
und  den  zuerst  genannten  Methoden  den  Vorzug  gebe. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  kommt  es  hauptsächlich  an 
auf  die  Herstellung  der  Ephemeride  und  auf  die  Vergleichung  derselben  mit  den 
Beobachtungen,  und  es  wird  sich  empfehlen,  hier  auf  diese  Sache  näher  einzugehen. 

Die  Ephemeride  gibt  den  Ort  des  Uimmelsköqiers  für  bestimmte  Zeitpunkte 
an,  die  durch  gleiche  Zeitabstände  getrennt  sind ;  sind  diese  sehr  gross  gewählt,  so 
wird  die  Interpolation  wegen  der  höheren  Differenzwerthe  schwierig,  kann  sogar 
unter  Umständen  zu  ungenauen  Resultaten  führen;  sind  die  Abstände  der  Epochen 
aber  wieder  sehr  eng  gewählt,  so  wird  zwar  die  Interpolation  wesentlich  erleichtert, 
man  hat  aber  eine  nicht  ganz  unbeträchtliche  Mehrarbeit  geleistet,  indem  mehr 
Ephemeridenorte  gerechnet  wurden,  als  unumgänglich  nöthig  sind.  Hierbei  das 
richtige  Maass  zu  finden ,  ist  im  Allgemeinen  nicht  leicht;  die  Bemerkung  aber, 
dass  die  Interpolation  anfängt  lästig  zu  werden^  falls  die  zweiten  Differenzwerthe 
ein  gewisses  Maass  überschreiten,  gibt  in  mancher  Beziehung  die  nöthige  Lei- 
tung und  die  folgenden  Betrachtungen  werden  eine  zwar  nicht  ganz  sichere,  aber 
doch  mindestens  orientirende  Richtschnur  geben. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Betrachtungen  zunächst  auf  die  rechtwin- 
keligen heliocentrischen  Coordinaten  beschränken  können,  denn  hat  man  dieselben 
in  für  die  Interpolation  genügend  kleinen  Intervallen  berechnet  (diese  Rechnung 
macht  die  grösste  Arbeit  bei  der  Herstellung  einer  Ephemeride)    so  wird  man,  falls 
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die  polaren  geocentrischen  Coordinaten  allzu  unregelmässig  gingen,  durch  eventuell 
wiederholte  Interpolation  in  die  Mitte  für  die  letzteren  die  hinreichend  kleinen 
Intervalle  erhalten  können.  Für  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  geben  aber  die  be- 
kannten Bewegungsgleichungen  (I  pag.  40)  die  Form: 

da  man  aber  x  auf  die  Form  r  cos  \f)  bringen  kann,  und  die  zweiten  Differentiale 
ein  Maass  für  die  zweiten  Differenzwerthe  abgeben,  so  wird  man  daraus  die  lie- 
merkung  ableiten  können,  dass  die  Differenzen  zweiter  Ordnung  nahezu  umgekehrt 
proportional  den  zweiten  Potenzen  der  heliocentrischen  Entfernung  sein  werden; 
man  wird  also  für  das  Intervall  der  Ephemeridenepochen  [T]  die  Form  erhalten: 

/==cr«,  5) 

WO  c  eine  Constante  ist,  die  leicht  durch  die  Erfahrung  sich  bestimmen  lässt.  Für 
die  Erde  würde,  wenn  nicht  der  Mond  Störungen  von  sehr  kurzer  Periode  veran- 
lassen würde,  eine  Rechnung  von  3  zu  3  Tagen  genügend  sein,  um  die  Interpola- 
tion der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bis  auf  die  siebente  Stelle  sicher  ausführen 
zu  können;  daraus  leitet  man  den  Schluss  ab,  dass  c  etwa  gleich  3  gesetzt  werden 
darf,  da  für  die  Erde  ohne  merklichen  Fehler  für  die  vorliegenden  Zwecke,  r  der 
Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann. 

Man  wird  aus  3]  zunächst  die  Bemerkung  ableiten,  dass  man  für  Himmels- 
körper mit  massiger  Excentricität  [Planeten)  wohl  das  Intervall  für  alle  Theile  der 
Hahn  constant  annehmen  darf;  sind  aber  die  Excentricitäten  gross,  so  muss  das 
Intervall  variirt  werden,  und  man  wird  sich  zu  entscheiden  haben,  welche  Wahl 
man  trifft;  man  wird  demnach  in  diesem  Falle  nur  immer  für  gewisse  Bahntheile 
das  Intervall  constant  annehmen  dürfen. 

Beim  Uebergange  auf  den  geocentrischen  Ort  wäre  zu  beachten,  dass  vor- 
erst die  Differenzen  der  Coordinaten  des  Himmelskörpers  und  der  Erde  in  Betracht 
kommen;  man  wird  daher  zu  berücksichtigen  haben,  dass  bei  der  Vereinigung  der 
beiden  Coordinaten  sich  die  zweiten  Differenzwerthe  ebenfalls  summiren ;  man  wini 
al8()  in  diesem  Falle  das  Intervall  im  Allgemeinen  nicht  grösser  wählen  dürfen  als 
3  Tage  für  alle  Himmelskörper,  für  die  r  grösser  als  die  Einheit  wird;  man  hat 
also  die  Bedingungen: 

r<i        /=3'"^- 

Da  man  aber  stets  von  den  geocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  den  Ueber- 
gang  auf  die  polaren  macht,  so  werden  die  Aenderungen  der  polaren  Coordinaten 
im  Allgemeinen  proportional  dem  reciproken  Werthe  der  geocentrischen  Distanz  J 
sein;  beachtet  man,  dass  überdies  mindestens  für  die  eine  Coordinate  auch  eine 
Multiplication  mit  sec  d,  wo  d  die  auf  der  Fnndamentalebene  senkrechte  polare 
Coordinate  vorstellt,  zur  Reduction  aufs  Parallel  erforderlich  ist,  so  wird  man  für 
die  Bestimmung  von  /  für  die  geocentrischen  polaren  Coordinaten  zunächst  erhalten 
für  die  zwei  Fälle : 
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r  >  I     J  =  i  J  cos 

r  <^i     /  =  3  r^  J  cos  5 , 

wobei  J  in  Tagen  ausgedrückt  erscheint ;  man  darf  aber  bei  Benützung  der  Formeln  6) 
nicht  vergessen,  dass  dieselben  nur  eine  annähernd  richtige  Leitung  geben;  man 
erhält  also  die  folgende  Uebersicht  für  die  Bestimmungen  von  J  in  Tagen : 

heliocentrische  rechtw.  Coord.         /=  3r^  J'=3r2 

geocentrische  rechtw.         »  /=3  J ^=  ^r^ 

geocentrische  polare  »  J  =  i  J  cos  d  J=  ^r^  z/cos  d. 

-Der  Umstand,  dass  das  Intervall  auch  von  cos  d  abhängig  ist,  also  im  Falle, 
wo  sich  der  Himmelskörper  den  Polen  des  gewählten  Coordinatensystems  nähert, 
auf  sehr  kleine  Werthe  für  /  führt ,  zeigt ,  dass  die  Herstellung  einer  Ephemeride 
zur  Bildung  von  Normalorten,  wenn  sich  der  Himmelskörper  dem  Pole  nähert,  auf 
Schwierigkeiten  stosssen  kann;  man  kann  sich  in  solchen  Fällen  theilweise  damit 
behelfen,  dass  man  auf  die  Ephemeride  mit  polaren  Coordinaten  Verzicht  leistet, 
und  unmittelbar  für  die  Zeit  die  vorgelegten  Coordinaten  interpolirt  und  aus  diesen 
erst  die  polaren  berechnet ;  doch  ist  dieses  Auskunftsmittel  keineswegs  sehr  geeignet, 
da  gerade  in  diesen  Fällen  der  Fehler  der  Ephemeride,  zerlegt  nach  den  Compo- 
nenten  der  polaren  Coordinaten,  nothwendig  rasche  Aenderungen  zeigen  muss,  und 
im  Falle  der  Polpassage  in  beiden  Coordinaten  eine  völlige  Discontinuität  eintritt. 
Man  hat  daher  in  ähnlichen  Fällen,  das  Coordinatensystem  des  Aequators ,  welches 
gewöhnlich  als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Ephemeride  dient,  verlassen  und 
dafür  das  der  Ekliptik  eingesetzt;  man  muss  aber  dieses  Verfahren  ebenfalls  als 
ein  wenig  zweckmässiges  bezeichnen,  indem  durch  viel  leichtere  und  einfachere 
Rechnungen  radicalere  Abhilfe  geschafft  werden  kann ;  man  darf  nämlich  nicht  ver- 
gessen, dass  die  Transformation  aller  auf  den  Aequator  bezogenen  Beobachtungen 
in  lÄnge  und  Breite  keine  ganz  geringe  Arbeit  ist,  und  dass  wegen  der  verhält- 
nissmässig  geringen  Entfernung  der  Pole  des  Aequators  und  der  Ekliptik  (Ahstand 
23^5)  immerhin  die  Unregelmässigkeit  in  den  polaren  Coordinaten  nicht  ganz  behoben 
erscheint.  Das  radicale  Auskunftsmittel,  welches  ich  in  diesem  Falle  empfehle,  ist 
das  folgende:  ich  lege  das  neue  Coordinatensystem  so^  dass  der  Pol  desselben  in 
den  Frühjahrspunkt  zu  liegen  kommt,  die  Fundamentalebene  geht  also  durch 
die  Pole  des  Aequators  und  ich  wähle  den  Nordpol  des  Aequators  als  Ausgangs- 
punkt der  Zählung;  denkt  man  sich  in  denselben  die  positive  x'  Achse  des  neuep 
Systems  gelegt,  die  y  Achse  in  den  Punkt,  dessen  Rectascension  90"  ist,  die  po- 
sitive z  Achse  in  den  Friihjahrspunkt  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  neuen 
Systems  durch  Accente,  so  hat  man  die  Helationen : 

z'  =  « 

y  =y 

z'  =  x  . 
Es  entsteht   also  dieses  neue  Coordinatensystem  aus  dem  Aequatorealsystem   durch 
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Drehung  des  letzteren  Systems  um  90^  um  die  gemeinsame  y  Achse.  Man  kann 
demnach  ohne  weitere  Transformationen  die  bereits  berechneten  geocentrischen  Co- 
ordinaten  benützen  und  wird ,  wenn  man  dieselben  für  das  System  des  Aequator«, 
mit  ^,  fi  und  ^  bezeichnet  zur  Berechnung  der  neuen  polaren  Coordinaten  die  Rela- 
tionen haben: 

J  cos  a'  cos  d'  =  ^ 
J  sin  a'  cos  d'  =  1/ 
^/  sin  d'  =  ?  ; 

auch  die  Verwandlung  der  beobachteten  äquatorialen  Coordinaten  in  die  des 
neuen  Systems  gestaltet  sich  ganz  einfach ;  man  wird  haben,  wie  dies  aus  der  Trans- 
formation der  Coordinaten  unmittelbar  ersichtlich  ist: 

cos  a  cos  6'  =  sin  d 
sin  a'  cos  6*  =  sin  a  cos  d 
sin  d'  =  cos  a  cos  d 

wodurch,  da  cos  d'  stets  positiv  zu  nehmen  ist;  die  polaren  Coordinaten  unzwei- 
deutig bestimmt  erscheinen. 

Hat  man  also  eine  Ephemeride  in  geeigneter  Weise  hergestellt ,  so  tritt  zu- 
nächst die  Nothwendigkeit  ein,  die  Angaben  derselben  mit  den  Beobachtungen  zu 
yergleichen;  es  wird  sich  hierbei  als  nothwendig  herausstellen,  für  gewisse  Zeit- 
momente die  Positionen  der  Ephemeride  durch  Interpolation  zu  ermitteln :  man  wird 
aber,  wenn  man  mit  n  den  Abstand  des  Beobachtungsmomentes  seinet  absoluten 
Grösse  nach  von  der  nächsten  Ephemeridenepoche  ausgedrückt  in  Einheiten  des 
Intervalles  bezeichnet,  durch  die  bekannten  Interpolationsformeln  das  gewünschte 
Resultat  erlangen ;  man  hat  nämlich  für  die  Interpolation  nach  vorwärts  (vergl.  über 
die  Bezeichnung  pag.  3  ff.) : 

nach  rückwärts: 

/(«-««,)  =/(a)  -  «/«(a-it.)  +  !^/"  («)  -  ""^;;"J7"  /-  («-4«)  + 

(n+.)n(n-.)(n-,)  ^  ^^^    _^^ 

•  1.2.3.4  ^  ^     -^  » 

80  dass  man  n  stets  kleiner  als  \  wählen  kann.  Hat  man  aber  sehr  zahlreiche 
Beobachtungen,  was  wohl  nur  bei  sehr  hellen  Kometen  der  FaN  ist,  für  dasselbe 
Intervall  mit  der  Ephemeride  zu  vergleichen,  dann  verlohnt  es  sich  wohl  der  Mühe, 
die  obigen  Formeln  nach  Potenzen  von  n  zu  ordnen  und  die  so  gebildeten  Coeffi- 
cienten  statt  der  Differenzwerthe  der  Ephemeride  beizufügen.  Ordnet  man  die 
obigen  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  n  und  führt  überdies  die  arithmetischen  MBtIel 
(vergl.  pag.  4)  der  ungeraden  Differenzen  ein,  so  erhält  man  leicht  die  Form: 

f^a+nw)  =/[a)  -h  An  -|-  Bn^  -f-  Cn^  4-  -D»^  ...  für  die  Interpol,  nach  vorwärts 
/{a—nte)  ^f[a)  —  An  +  Bt^  —  Cn^  +  Df^  . . .    »     »        1  •  raokwiits. 
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wobei  gesetzt  ist: 

A=\\r   («)  -  -!-/"'{«)  +  ^/»  («)  -  -j^/™  (a)  +  . . .  j 

C  =  jrj/'"  («)-^/'  (a)  +-i|^/^"{«)  -  •••  I 
^  =  T!!/"'W-t/'' («)  +  •••  I 

-£  =  ^,1/"  («)  -  jZ-W  +  . . .  } 
^=fyt/^'»---| 

G  =  ^t/-(«)-..-  j 

wobei  die  Formeln  in  einer  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  über- 
schreitenden Vollständigkeit  angesetzt  sind.  Man  wird  beachten,  dass  man  diese 
Formeln  eigentlich  angemessener  nicht  zerfällt  in  ein  System  für  die  Interpolation 
nach  vorwärts  und  eines  für  die  Interpolation  nach  rückwärts,  sondern  sich,  indem 
man  h  stets  kleiner  als  \  annimmt,  dasselbe  im  ersten  Fall  mit  dem  positiven,  im 
letzteren  Falle  mit  dem  negativen  Vorzeichen  behaftet  vorstellt. 

Um  für  einen  speciellen  Fall  n  zu  bestimmen »  hat  man  unter  Berücksich- 
tigung des  Umstandes,  dass  die  Ephemeriden  die  Orte  für  das  wahre  Aequinoctium 
geben ,  zunächst  die  auf  den  Normalmeridian  reducirte  .  Heobachtungszeit  um  die 
Lichtzeit  zu  vermindern  [vgl.  I  pag.  71)  und  für  diese  so  verminderte  Zeit  den 
Ephemerideuort  zu  interpoliren.     Die  Lichtzeit  in  Zeitsekunden  findet  sich  nach : 

Aberrzt  =  2.6971  J  , 

wo  J  die  geocentrische  Distanz  in  Einheiten  der  Erdbahnhalbachse  vorstellt  und 
i^tatt  des  Coefficienten  der  Logarithmus  desselben  angesetzt  ist.  Der  für  diese  so 
corrigirte  Zeit  aus  der  Ephemeride  entlehnte  Ort  ist  identisch  mit  dem  scheinbaren 
zur  Zeit  der  Heobachtung  und  umgekehrt;  man  erhält  nach  Ausführung  der  hier 
angezeigten  Operationen  einen  unmittelbaren  Vergleich  des  beobachteten  und  be- 
rechneten Ortes,  doch  ist  noch  vorher,  wenn  dies  nicht  schon  geschehen  ist,  die 
Heobachtung  vom  Einflüsse  der  Parallaxe  zu  befreien  (vgl.  I  pag.  32),  da  die  Ephe- 
meriden geocentrische  Orte  geben.  Indem  man  so  zur  Kenntniss  des  Ephemeriden- 
fehlers  gelangt,  den  man  aus  dem  Unterschiede  Beobachtung-Rechnung  ableitet, 
hat  man  femer  zu  beachten,  dass  der  Fehler  in  Rectascension  eigentlich  noch  mit 
cos  i  zu  multipliciren  ist,  um  denselben  auf  den  grössten  Kreis  zu  reduciren;  man 
wird  aber,  sofern  der  Himmelskörper  sich  nicht  den  Polen  allzusehr  nähert  und 
einen  massigen  Bogen  in  der  Declination  innerhalb  der  Zeitgrenzen  der  zu  einem 
Normalorte  verbundenen  Beobachtungen  zurücklegt,  meist  von  dieser  Multiplication 
Abstand  nehmen  können.  Man  hat  aber,  wenn  man  diese  Correction  berücksichtigt, 
wohl  zu  beachten,  dass  man  bei  der  Bildung  des  Normalortes,  indem  man  die  im 
Mittel   resultirende    Correction   der   Ephemeride    an   den  Ephemerideuort    anbringt, 

OppoU«>r,  n:i)inb€Btimmungeii-  Tl.  4g 


378     

diese  Quautität  vorher  durch  die  MultipHcation   mit  secd   auf  das   Parallel  zurück- 
fuhren muss. 

Die  mehrfachem  Operationen,  die  man  mit  den  Daten  der  Beobachtung  vor- 
zunehmen hat,  ftiachen  es  err^ninscht,  dieselben  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ; 
man  wird  dies  am  Besten  dadurch  erreichen,  dass  man  jede  Beobachtung  auf  einen 
entsprechend  aus  etwas  stärkerem  Papiere  geschnittenen  Zettel  herausschreibt,  der 
etwa  o^ao  Ikeite  o"i5  Höhe  hat,  und  auf  denselben  alle  erforderlichen  Bemerkungen 
und  Angaben  einträgt.  Links  oben  in  die  Ecke  setzt  man  den  Namen  des  Himmels- 
körpers; gehört  die  Beobachtung  einem  kleinen  Planeten  an  und.  ist  eine  Schätzung 
seiner  Helligkeit  (Grösse)  vom  Beobachter  angegeben,  so  kann  dieselbe  dort  ihren 
Platz  finden.  In  der  Mitte  oben  setzt  man  gleichsam  als  Aufschrift  den  Namen  des 
Beobachtungsortes,  rechts  oben  in  die  Ecke  kommen  die  Notizen  über  die  Art  der 
Beobachtung  und  etwaige  Bemerkungen  des  Beobachters  über  die  Sicherheit  der- 
selben; ist  diese  Beobachtung  eine  Meridianbeobachtung ,  so  kann  man  jiies  durch 
den  Buchstaben  M  bezeichnen,  ist  dieselbe  aber  eine  difFerentielle ,  so  wird  man, 
falls  dies  die  Mittheihmgen  des  Beobachters  gestatten,  anführen  die  Art  des  Mikro- 
meters, die  beobachteten  Differenzen  zwischen  dem  Himmelskör])er  und  dem  Ver- 
gleichsterne, die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen,  die  zur  Ableitung  dieses  Resul- 
tates gedient  haben,  und  schliesslioh  die  angenommenen  mittleren  und  scheinbaren 
Positionen  des  Vergleichstemes  nebst  Angabe  der  Quellen,  die  der  Beobachter  zur 
Ableitung  der  angeführten  Positionen  benützt  hat.  An  sich  wären  diese  Notizen 
nicht  von  Erheblichkeit,  wenn  man  stets  sicher  sein  könnte,  dass  keine  Versehen 
bei  der  Keduction  der  1  Beobachtungen  vorgefallen  sind,  alle  diese  Notizen  werden 
sich  aber  bei  der  näheren  Discussion  der  Beobachtungen,  auf  die  allerdings  hier 
nicht  eingegangen  werden  kann,  sehr  nützlich  erweisen  und  allenfalls  bei  der  A'er- 
gleichung  sich  zeigende  auffallende  Unterschiede  oft  genug  erklären.  Jetzt  füllt  man 
die  erste  Zeile  des  Zettels  aus ;  dieselbe  enthält  zuerst  die  Jahreszahl^  den  Monat  und 
das  Datum,  unter  den  Namen  des  Beobachtungsortes  stellt  man  die  mittlere  Zeit  des 
Beobachtungsortes  hierbei  kann  man  erwähnen,  dass  häufig  die  englischen  Beob- 
achter statt  der  mittleren  Ortszeit  die  mittlere  Grcenwicher  Zeit  ansetzen,  ein  nicht 
ganz  zu  lobender  Vorgang)  ;  dann  folgt  weiter  nach  rechts  die  beobachtete  Rectas- 
censiou  und  DecHnation,  neben  jede  dieser  Coordinateu  setzt  man  auf  3  und  4  Stellen 
die  allenfalls  von  den  Beobachtern  mitgetheilti^n  ])arallaktischen  Factoren;  doch  sind 
dieselben  von  den  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  mitgetheilt;  bald  ent- 
halten sie  bereits  die  mittlere  Sonnenparallaxe,  bald  nicht,  sind  bald  in  Bogenmaass 
für  Kcctaseension  angesetzt,  bald  in  Zeitmaass,  bald  stehen  die  Logarithmen,  bald 
die  Zahlen  u.  s.  w.  Man  wird  daher  gut  thun,  sich  niemals  auf  diese  Angaben  all- 
zusehr zu  verlassen  und  durch  directe  Nachrechnung  die  ])arallaktischen  Faktoren 
(I  pag.  32^  prüfen,  die  selbst  gewonnenen  Resultate,  nachdem  man  sich  von  deren 
Richtigkeit  überzeugt,  an  Stelle  der  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  Zahlen  an- 
setzen, und  die  letzteren  nur  mehr  als  beiläufige  C.'ontrolen  gelten  lassen;  man 
wird  sich  bald  überzeugen ,    dass  in  der  That  selbst  bei  sehr  sorgfältig  reducirenden 
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Beobachtern  in  diesen  Zßjilen  häufig  genug  Irrthümer  vorhanden  sind.  Einige  Be- 
obachter geben  gleich  die  geocentrischen  Orte  selbst,  und  man  ist  dadurch  der 
Rechnung  der  Correction  für  Parallaxe  überhoben;  doch  ziehe  ich  es  vor,  diese 
Conrectionen  dem  Rechner  zu  überlassen  und  aus  den  Pländen  des  Beobachters  die 
reinen  Heobachtungsdaten  zu  erhalten. 

Unter  die   mittlere  Ortszeit  in   die  zweite  Zeile  setzt  man    die  mittlere  Zeit 
des  angenommenen  Normalmeridians,  welche  man  erhält,  wenn  man  an  die  Ortzeit  die 
Längendifferenz  anbringt,  bei  östlich  von  dem  Hauptmeridiane  gelegenen  Orten   sub- 
tractiv,   bei  westlichen  additiv;  unter  diese  Zahl  setzt  man  die  wohl  meist  mit  aus- 
reichender  Genauigkeit   durch   lineare  Interpolation  aus  der  Ephemeride   entlehnte 
Aberrationszeit,  die  stets  an  die  obige  Zahl  subtractiv   anzubringen   ist;    zur  Ablei- 
tung von  n,  jenem  numerischen  Werthe,  der  zur  Interpolation  nöthig  ist,  wird  man  die 
in  Stunden,  Minuten  und  Secunden  angegebene  corrigirte  Beobachtungszeit  in   De- 
cimaltheile  des  Tages  mit  den  bekannten  Hilfsmitteln  verwandeln.     Unter  die  schein- 
baren Rectascensionen  und  Declinationen  setzt  man  in  die  zweite  Zeile  die  für  Pa- 
rallaxe  erforderlichen  Conrectionen  und  in  die  dritte  Zeile  setzt  man  die  aus  diesen 
('Orrectionen  resultirenden  geocentrischen  Coordinaten;    links   unten    setzt   man    die 
Ephemeridencoordinaten  der  der  Beobachtung  zunächst  gelegenen  Epoche  an  und  lässt 
unter  denselben  so  viel  Raum,  um  die  durch  die  Interpolation  gefundenen  Reductionen 
auf  die  Epoche  der  Beobachtung  anbringen   und   darunter   den  resultirenden  Ephe- 
meridenort  ansetzen  zu  können ;  den  übrigen  Raum  des  Zettels  benützt  man  für  die 
nöthigen  Interpolationsrechnungen,  die  sich  meist  durch  die  Benützung  zweckmässig 
angelegter  Ililfstafeln  wesentlich  erleichtem  lassen;    rechts   unten  in  die  Ecke  setzt 
man  die  zwischen  der  Beobachtung  und   der  Rechnung   resultirenden   Unterschiede 
im   Sinne   Beobachtung -Rechnung  und   setzt    also  da  (eventuell  cosd  da)    und  dd 
an,    nnd  fugt   sofort   eine   Bemerkung  bei,    wenn    die  Beobachtung  kein  Vertrauen 
verdient. 

In  dieser  Weise  gelangt  man  zur  Kenntniss  der  Fehler  der  Ephemeriden  für 
jede  einzelne  Beobachtung  und  indem  man  die  Beobachtungen  in  entsprechender 
VVeige,  wie  es  die  Umstände  gerade  gestatten  und  fordern,  gruppirt,  gelangt  man 
mit  Hilfe  der  eben  besprochenen  Methode  zur  Kenntniss  der  Normalorte,  die 
sich  der  Bedeutung  der  Zahlen  der  Ephemeride  gemäss ,  auf  das  wahre  Aequi- 
noctium  der  Zeit  des  Normalortes  beziehen;  man  wird  aber  die  Normalorte  zweck- 
mässi|^  auf  gewisse  mittlere  Aequinoctien  beziehen ;  die  hierfür  erforderlichen  Cor- 
rectioncn  für  Nutation  und  Präcession  sind  ausführlich  im  ersten  Bande  (I  pag.  88 
n.  ff.)  erläutert  worden.  13er  Nutzen  der  Einführung  der  Normalorte  ist  offenbar  darin 
begründet,  dass  man,  ohne  die  Genauigkeit  des  Resultates  in  irgend  einer  Weise 
erheblich  zu  schädigen,  die  Zahl  der  Bcdingungsgleichungen  wesentlich  einschränkt, 
ein  Vortheil  der  bei  der  Anwendung  die  Rechnung  ganz  wesentlich  abkürzt.  Ge- 
lingt es  in  einem  gegebenen  Falle,  die  Beobachtungen  in  3  Normalorte  zusammen- 
zufassen, so  kann  man  diesen  Orten  jene  Methoden  für  die  erste  Bahnbestimmung 
zu  Grunde  legen,  die  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  auseinandergesetzt  sind. 

48* 
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Es  soll  n\m  die  lUldung  eines  Normalortes  und  di^e  Zurückfuhrung  desselben 
auf  ein  bestimmtes  mittleres  Aequinoctium  durchgeführt  werden  y  wobei  aber  die  sonst 
auf  die  verschiedenen  Zettel  zu  vertheilenden  Zahlen  hier  übersichtlich  neben  ein- 
ander gesetzt  werden  müssen;  ich  entlehne  das  Heispiel  dem  Planeten  ^  Erato. 
'  Es  finden  sich'  für  diesen  Planeten  aus  dem  Jahie  1871  neben  anderen  die  folgen- 
den Beobachtungen,  wobei  ein  dem  Namen  des  Keobachtungsortes  zugefugtes  M 
anzeigt,  dass  die  Beobachtung  im  Meridian  angestellt  ist. 

No.         Datum        Beobachtungsort      Ortszeit      l^eob.  Uectasc.     Beob.  DecL 

1  1871  Sept.  12     Leiden  (M)  ii^iz'^zj*       23*»48"'38'2i       —  4*^  3'39"5 

2  »12  Paris  (M)  12  22  26  23  48  38.34  —  4    335.7 

3  »14  Leiden  [M)  12  13  g  23  47   12.15  —  4  i4  30-8 

4  «15  Berlin  11  37  i  23  46  30.69  —  4  1937-2 

5  »      16  Berlin  u     i  39  234548.39  —42455.6 

6  ^22  Greenwich  [M]  11  35  49  23  41   21.33  —  4  57  14.7  . 

Eine  aus   sehr  nahe   richtigen  Elementen   abgeleitete  Ephemeride  ergab  die 
folgenden  wahren  Orte: 

i2^mittl.B.Zt.    Reetasc.       1.  Diff.  2.Diff.        Decl.         1.  Diff.  2.Diff.  logz/   Abrrzt. 

1871  Sept.  II  23^49'"22*04  — 0*43  — 3°57'58"i  — i"i  0.2324  i4"io* 

— 42»62  — 5'24''5 

4839.42  — 0.37  — 4    322.6  — 0.8  0.2318  14     9 

—42.99  —5  25.3 

47  56.43  — 0-33  —4    847.9  —0.4  0.2313  14     8 

—43-32  ^525.7 

47  13.1 1  — 0.28  — 4  14  13.6  -j-o.  i  0.2308  14     7 

—43.60  —5  25.6 

46  29.51  — 0.22  — 4  1939.2  +0.4  0.2304  14     6 

-r43.82  —5  25.2 

45  45.69  — 0.17  — 4  25    4.4  -I-0.8  0.2301  14     6 

—43-99  —5  24.4 
45     1.70                  — 0.10  — 43028.8  +1.3  0.229814     5 

—44.09  —523-1 
44  17.61                   — 0.03   —43551.9  +1.6  0.2296  14     5  * 

—44.12  —521.5 
43  33-49                  +0.02  —4  41  13.4  +2.0  0.2294  14    4 

—44.10  —5  »9-5 
42  49-39                  -fo.o8  — 4  4632.9  +2.5  0.2294  14    4 

—44.02  — 5  17.0 

42    5-37  +0.13  —4  5»  49-9  +2.8  0.2294  14    4 

•    —43.89  —5  14.2 

41  21.48  +o«i8  — 4  57    4.1  +3.2  0.2295  14    4- 

I)ie  folgende  Zusammenstellung  gibt  in  der  ersten  (>olumne  die  Nummer  der 
Beobachtung,  in  der  zweiten  sind  die  auf  den  Normalmeridian  bezogenen  Zeiten  der 
Beobachtung,  in  der  dritten  die  zugehörige  Aberrationszeit ,  in  der  vierten  der  Ab- 
stand von  der  nächsten  Epoche  in  der  Ephemeride  angegelien,  die  fünfte  und 
sechste  mit  Ja  und  Jd  überschriebene  ('olumnc  gibt  die  mit  Hilfe  der  ersten  luid 
zweiten  Differenzen  abgeleiteten  Bewegungen  des  Planeten  in  der  Zeit  des  Abstanden 
von  der  nächsten  Epoche  der  Ephemeride  au,  welche  Zahlen  au  die  entsprechenden 
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Werthe  der  Ephemeride  angebracht,  den  scheinbaren  Ort  für  die  JJeobachtungszeit 
angeben;  die  siebente  und  achte  Columne  geben  die  Parallaxen,  welche  mit  ihren 
Zeichen  an  die  beobachteten  Werthe  anzubringen  sind,  um  geocentrische  Orte  eu 
erhalten,  endlich  geben  die  zwei  letzten  Columnen  die  so  gefundenen  Unterschiede 
im  Sinne  Beobachtung  —  Rechnung : 

Parall.  in  B  — R 

Berl.  Zeit  Abrrzt.         Ji  Ja          Jd  a            d            a             d 

1  12^58"  6*  14"9»  +    43"  9*  — i'*3i  —  9"9  0*00  +4"3  +o"io  — 2"^ 

2  13    6  40  14  9  +52  31  — 1.56  — 11.9  0.00  +4.1  +0.48  +2.9 

3  12  48  48  14  7  +    34  41  — 1.05  —  7.8  0.00  4-4-3  +0*09  — 5.1 

4  II  37     I  14  6  —    37     5  +1.13  +  8.4  —0.03  +4.3  +0.02  —2.1 

5  II     I   39  14  6  — 1^12  27  +2.21  +16.3  —0.06  +4.3  -fo.43  —3.2 

6  12  29  24  14  4  +    15  20  — 0.47  —  3.3  0.00  -f-4.3  +0.32  — 1.0 

Das  Mittel  der  Correctionen  ist  in  Rectascension  +0*24  in  Decl.  — 2^2,  das 
Mittel  der  Zeiten  entspricht  nahe  Sept.  15.5;  bei  der  geringen  Zahl  der  Beobach- 
tungen  einerseits  und  anderseits  bei  dem  nahen  Anschlüsse  der  Ephemeride  an  die 
Heobachtiingen,  der  sich  durch  weiter  abstehende  Beobachtungen  bestätigt,  wird  man 
wohl  mit  Recht  von  der  Bestimmung  der  mit  der  Zeit  und  dem  Quadrate  der  Zeit 
verbundenen  Coefficienten  der  Ephemeridencorrection  abstehen ,  und  die  obigen 
Mittelwerthe  einfach  an  die  Aligaben  der  Ephemeride  für  die  betreffende  Epoche 
anbringen;  setzt  man  die  so  erhaltene  Rectascension  im  Bogenmaasse  an,  so  erhält 
man  den  folgenden  Normalort: 

187 1  Sept.  15.5     356°37'26"2     — 4°i9'4i"4  , 

der  sich  auf  das  zugehörige  wahre  Aequinoctium  bezieht;  die  Reduction  auf  das  mitt- 
lere Aequinoctium  des  Jahresanfanges  mit  Hilfe  der/,  ff  und  G  Grössen  (vergl.  I 
paf^.  89)  nach  den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  ergibt,  wenn  man  beachtet, 
da»s  die  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Reduction  vom  mittleren  Aequinoctium  des 
Jahresanfanges  auf  das  wahre  des  Datum  liefern,  für  die  verlangte  Reduction: 

in  Rectasc.  — i7"i         in  Decl.  — 7"3  ; 

will  maa  aber  z.  B.  den  Normalort  auf  das  mittlere  Aequinoctium  1870,0  beziehen, 
80  findet  sich  der  Knfluss  der  Präcession  (vergl.  I  pag.  84) : 

in  Rectasc.  — 46"!         in  Decl.  — 20^0 

lind  man  erhält  demnach  für  den  anf  das  mittl.  Aequ.  1870,0  bezogenen  Normalort 

a  d 

1871  Sept.  15.5     356°36'23''o        — 4°2o'8"7  . 

Die  neueren  Jahr^nge  des  Berliner  Jahrbuches  gestatten  aber  bekanntlich  die  Re- 
dnction  eines  beliebigen  wahren  Aequinoctium  auf  das  mittlere  des  nächstgelegenen 
Jahrzehntes  direct  auszuführen. 
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Da  ich  in  der  Folge  zur  Erläuterung  der  angeführten  Methoden  als  Beispiel 
die  ausführliche  Bearbeitung  des  Planeten  Erato  wähle^  so  führe  ich  gleich  hier  die 
Orte  an,  die  sich  aus  der  ähnlichen  Behandlung  der  Beobachtungen  der  übrigen 
Opposititionen  ergeben,  und  setze  daneben  die  auf  dasselbe  Aequinoctium  bezogenen 
äquatorealen  Sonnencoordinaten  nach  Le  Verrier*);  die  dem  Datum  in  der  Klam- 
mer nachfolgende  Zahl  zeigt  die  Anzahl  der  zum  Normalorte  verbundenen  Beobach- 
tungen an: 

«  «j  X  y  z  /'"' 

Aequm 

1860  Sept.  19.5(5)       8°4r29"8  -|-  0^30'  6"2  — 1.0024059  -f-0.0452085  +0.0196157 

1861  Dec.  28.5(4)    124  41  40.1   +185753.2  4-0-1242279  — 0.8948019  — 0.3882817    ]  iSfo.o 
1863  April  10.5(1)   184  3625.5  4-  o  55  11.0  +0.9389739  +0.3224833  +0.1399321 
1871  Sept.  15.5(6)   356  3623.0  —  4  20   8.7  — 0.9966609  +0.1184494  +0.0513987 

1873  Jan.  16.5(5)  110  1058.2  +21  1943.8  +0.4457436  — 0.8046120  — 0.3491156 

1874  März  22.5(4)  1832845.8  +  i  1738.5  +0.9965770  +0.0338177  +0.0146734    ) 

1875  Mai  21.5(4)  235  1633.9  —1643    4.2  +0.4985747  +0.8085520  +0.3508195 

1876  Juli  18.5(2)  305    924.3  —19  1435-0  — 0.4552539  +0.8334188  +0.36161 14    \  i88t' 

1877  Nov.  24.5(6)     464634.3  +14    347.2  — 0.4500626  — 0.8054688  — 0.3494796 


}  187U.L 


B.   Ansohluss  der  Elemente  an  die  Beobachtongen  mit  strenger  Beräoksiohtigang 

der  Frinoipien  der  Methode,  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.   Allgemeines. 

Verbindet  man  die  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit 
dem  hier  vorgelegten  Probleme,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  dem  gegebenen 
Falle  die  daselbst  verlangte  lineare  Form  zwischen  den  Fehlem  und  d^n  Unbe- 
kannten nur  dadurch  herstellen  kann,  dass  man  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
genäherte  richtige  Flemeute,  die  man  sich  stets  wird  verschaffen  können,  annimmt, 
und  die  Verbesserungen  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  als  Unbekannte  in  (Ia> 
Problem  einführt,  so  dass  man  diese  Incremente  als  Grössen  erster  Ordnung  also 
adäquat  den  differentiellen  Aenderungen]  auffassen  kann;  es  wird  jede  Aendeninir 
in  einer  beobachteten  Coordinate  bB  dargestellt  werden  können  durch: 

wobei  J?|,  £3, ,  E^  die  Elemente  darstellen  und  ^i,  02,   ....  0«  die  entsjirechen- 

den  Differentialquotienten;    es   können   unter  Umständen  noch  mehre  Glieder  ein* 


•)  Die  Correction  der  Le  Verrier'schen  Nutation  um  das  Glied  -J-o^iiÄ  sin  y(f>—^-  ^ 
hierbei  berücksichtigt,  vergleiche  hierbei  die  diesbezügliche  Bemerkung  in  den  erläuternden  Anhingen 
der  Berliner  Jahrbücher. 
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treten,  wenn  man  z.  B.  auf  Grössen  von  der  Ordnung  der  Störungen  Rücksicht 
nimmt  und  etwa  Verbesserungen  der  angewandten  störenden  Massen  auffinden  will 
u.  8.  w.,  es  wird  sich  aber  in  der  Form  der  obigen  Gleichungen  durch  diese  Er- 
Aveiteningen  nichts  ändern;  hierbei  könnte  noch  erwähnt  werden,  dass  eigentlich 
7  Elemente  in  Metracht  zu  ziehen  sind,  wenn  man  die  Maasse  des  betreffenden  Kör- 
pers und  deren  Verbesserung  aufsuchen  wollte ;  doch  würde  aus  diesen  Gleichungen 
aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  eine  Bestimmung  dieses  siebenten  Elementes  mit 
Sicherheit  niemals  möglich  sein,  und  ausserdem  wird  die  Masse  derjenigen  Himmels- 
körper, die  hier  in  Betracht  kommen,  so  wenig  von  der  Null  verschieden  sein,  dass 
man  ohne  Bedenken  den  Nullwerth  für  deren  Masse  substituiren  kann;  ich  werde 
daher  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen. 

Man  erhält  für  jede  vollständige  Beobachtung  oder  für  jeden  Normalort,  da 
derselbe  z  Coordinaten  gibt,  2  Bedingungsgleichungen  von  der  oben  aufgestellten 
Form;  überschreitet  nun  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  die  Zahl  der  Ele- 
mente (in  unserem  Falle  6),  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  erforderlichen  Incremente  der  Elemente  suchen,  um  die  wahrscheinlichsten  Ele- 
mente zu  erhalten.  Um  aber  diese  Rechnungen  ausführen  zu  können,  muss  die  Be- 
rechnung der  Differentialquotienten  ermöglicht  werden  und  es  sollen  in  den  folgenden 
Paragraphen  die  hierfür  nöthigen  Entwickelungen  vorgenommen  werden. 


§  2.    Darntellung^der  Variationen  der  Beobachtungen  durch  die  Variationen  des 
Knotens,  der  Neigung,  der  Länge  in  der  Bahn  und  des  BadinsTectors. 

Die  Ausdrücke  für  die  rechtwinkeligen  helioceiitrischen  Coordinaten,  denen 
ilasselbe  Coordinatensystem  zu  Grunde  liegt,  auf  welches  sich  die  Elemente  beziehen, 
Mud  (vergl.  I  pag.   16): 

X  ^=  r  [cos  u  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  i\  j 

y  =  r  (cos u  sin  Q  +  sin u  cos Q  cos i]  {  ^i 

z  =  r  sinw  sint  ; 


( 


denkt  man  sich  für  das  Argument  der  Breite  u  geschrieben: 

U=:   [V  +  71}   Q 

wobei  V  die  wahre  Anomalie  und  ic  die  Länge  des  Perihels  vorstellt,  so  wird  t?  +  /r 
die  lünge  in  der  Bahn  sein;  diese  Zerlegung  erweist  sich  in  der  Folge  besonders 
bei  liahnen  mit  kleinen  Neigungen  als  sehr  zweckmässig.  Man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  Ausdrücke  1)  nach  [v  +  7t].  r,  Q  und  «  leicht: 

x^        ■  ^  —  r  (sinw  cosQ  +  cos«  sinQ  cos») 

N-  v;  .  =  —  r  (smw  sin  Q  —  cosw  cosQ  cosij 

hz 

jT, — T — :  =  ^  COStt  HITIH 
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bx 
br 

^± 

~br 
bx 

'bQ 

bt 
bä 

bx 

T7 

bz 

dl 


-  =  cos  u  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  i 


?=  cosc«  sin  Q  +  sinu  cosQ  cost 


=:  sin«  sini 


==  2  r  sin  J  f*  sin  (u  —  Q] 

.-^  =  2  r  sin  J  i2  cos  [u —  Q) 


r  =  —  r  cos  tt  sm  t 


;:=:  r  sinu  sinQsini 


V-  =  —  r  sin  t<  cos  Q  sin  t 


=  r  Sinti  cosf  . 


Um  die  voranstehenden  Formeln  sofort  einfacher  zu  gestalten,  soll  als  Aus- 
gangspunkt der  Zählung  in  der  Fundamentalebene  der  Punkt  Q  gewählt  werden; 
dann  ist  in  den  obigen  Ausdrücken  Q  =  o  zu  setzen  und  man  erhält : 

d;i: 


=  —  r  smu 


"biv-i-n) 
by 

nr- — f—-  =  r  cos  u  cos  t 

0  (v-\-n) 


d(t?-f7i) 


=  r  cos  u  sm  i 


ÖX  •            j.      «    * 

.    .So  =  **  sina  tglf 

-.— ;^,^  =  r  cosw  tg4t 
bz 


bx 
-g—  =  cosa 

by 
-y^   =  sin«  cos« 

-<—  ^  Sin«  sini 


=  O 


dl 


sin  ibQ 


=  —  r  costt 


dv 

-^~  =  —  r  Sinti  sint 

Ol 


jT-  =  f  Sinti  cosi 

öl 


Um   nun   die  Aenderungen  der  rechtwinkeligen  heliocentrischen  Coordinaten 
auf  die  geocentrischen   polaren   zu  übertragen,    erinnere  man   sich   der  ^I  pag.    >i 
gegebenen  Ausdrücke;  man  erhält  dann  mit  Rücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Zählung,  wenn  man  mit  a  und  d  die  polaren  Coordinaten.  denen  das  oben  gewählte 
System  zu  Grunde  liegt,  und  mit  J  die  geocentrische  Entfernung  bezeichnet: 


ba  coso  = -j bz  H :v  ^y 

cos  'a  —  Q^ 


cos(« — Q) 


X  •                 wo  •»  —  o«        •     »V               sin,«  —  hi)       •     »x       t     cos 0   ^ 
bo=^ — j smdda: ^ smody -<| -j- bx  , 

Substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  die  Variationen  aus  2) ,  so  erhält  man 
leicht  für  die  Variationen  der  in  der  Fundamentalebene  gezählten  polaren  C\K)r- 
dinaten : 
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&ba 


cos  ooa  r    f    '      I  %•  .  /_  «-k^ 

yr^q^^  =  -^  {  Sin  (a — Q)  Sin  tt  4-  COS  (a — Q)  cos  u  cos  i  } 

— j =  --^x —  8U1  (a — Q)  cos  u  -\-  cos  (a — Q)  sm  u  cos  t) 

^^i^  =  ^  tang  i  »  cos  (o-Q+tt) 

cos  db  a  r      .  #  ^\     •      • 

— p —  =  —  -^  sin  u  cos  (a — Q)  sin  i  ; 

für  die  vertical  auf  die  Fundamentalebene  gezählte  Coordinate  findet  sich : 

h  d  r 

\         .  =  -^{co8(a — Qjsintfsind — 8in(a — Q)  cosi/cosisind  +  cosaöinicosij} 

— j =  -^{ — co8(a — Qjcosusind — sin(a — Qjsinwcosisind  +  sinasintcosd} 

-: — g— =s  —  -^{sin(a — Q  +  ü)smdtang\i+cosucoBd} 
— y: —  ='^{sin(a  —  q)  sindsint+cosdcosijsintf  . 


3) 


4) 


Die  Einführung  einiger  Hflfswinkel  wird  die  Berechnung  der  Variationen 
nach  der  Länge  in  der  Bahn  und  dem  Radius vector  wesentlich  erleichtem;  setzt 
man  nämlich: 

-4 sin -4'=  cos (a — Qjcosi,  m8inJI!f=8ini  ,  J98inJ?'=msin(3f+d)    1 

-4  cos -4'=:  sin  (a — Q)         ,  mcosJ!f= — sinfor — Q)co8t,  J9cosÄ'=co8(a — Q)sind  j      ' 

so  wird: 


cos  ooa  r      j      »       ,  j,     .       ^  Olf  f     n     '       /n»     t        \  \ 

lifda  i     j         I  Af   \      \  d(f  I    T>  (-TU   ,      X     i 


welche  Formen  sich  in  den  späteren  Rechnungen  sehr  bequem  erweisen  werden. 
Die  Variationen  nach  den  Elementen  Q  und  i  haben  in  den  Ausdrücken  3)  und  4] 
bereits  hinlänglich  bequeme  Formen  für  die  Rechnung. 

Um   den  Vortheil  der  eben   angegebenen  Formeln  zu  erweisen,    denken  wir 
uns  die  Variation  von  {v-\-7t)  und  r  nach  irgend  einem  Elemente  dargestellt  durch: 

d^(»±^   rr  ^r   «  , 


setzt  mau  nun: 


jTEi  = =  iv  sin  iv 

r    ö  JS  r 


R 

r 

V  =  Ncoslf  , 


und  beachtet,  dass  ist: 

cos (f d a  /cor  &b a\  ib  {p-f-«)\  _,     /cos cf d  oW  dr\ 

~b£~  ~  ld(i+^/r  5"^  "*"  i      ör"    J\TeJ 

b&      _  /     bd    \lbiv-\'n)\         1  b&\l  br\ 
TW  —  \b  {v-\-n)]\l£:    I  "^  \J7J\b£J    ' 

SO  wird  die  gemeinsame  Form  aller  Differentialquotienten  zwischen  den  vier  Ele- 
menten, welche  (ü  +  tt)  und  r  bestimmen,  und  den  beobachteten  Orten  die  fol- 
gende sein : 

Oppoli«r,  Bfthiib«siimmDiig»ii.  U.  49 
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-j-g-  =  -jA  Nam  {N  +A  +  u) 
-^=-^AN6in(N'  +  B^  +  u)  , 
welche  Form  für  die  logarithmische  Rechnung  eine  sehr  bequeme  ist. 


§  3.  Entwlckelung  der  DifferentialquotleBteii  tob  v  und  r  nach  den  Elementen 

in  Bahnen  mit  massiger  Excentrlcltät. 

Die  vorstehend  ermittelten  Differentialausdrücke  der  Coordinaten  eines  Him- 
melskörpers sind  vorerst  nach  den  Elementen  Q  und  «  entwickelt  und  ausserdem 
durch  die  Variationen  der  Coordinaten  [v  +  tt]  und  r  ausgedrückt,  welche  letzteren 
Variationen  in  solche  der  Elemente  umgesetzt  werden  müssen.  Diese  Alf fgabe  muss, 
um  practisch  brauchbare  Resultate  zu  erlangen,  in  zweifacher  Weise  gelöst  werden, 
je  nachdem  der  kreisförmige  oder  der  parabolische  Character  der  Bahn  überwiegt. 
Indem  ich  die  Lösung  der  letzteren  Aufgabe  auf  den  folgenden  Paragraphen  ver- 
schiebe, soll  hier  die  Entwickelung  vorgenommen  werden,  die  in  elliptischen  Bahnen 
von  massiger  Excentricität  Anwendung  findet,  wobei  ich  bemerke,  dass  hierunter 
keineswegs  die  Beschränkung  auf  kleine  Excentricitäten  zu  verstehen  ist ;  so  werden 
beispielsweise  die  folgenden  Formeln  bei  allen  periodischen  Kometen  mit  massiger 
Umlaufszeit  mit  Vortheil  benützt  werden  köimen. 

Die  wahre  Anomalie  v  wird  in  elliptischen  Bahnen  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen (vergl.  I  pag.  45  und  46) 

Mq  +  f^  t  =  E  —  e^in  E  .  i) 

tang  \v  =  tang  (45*^  +  ^  (p)  tang  \E,  2] 

wobei  die  Zeit  /  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  von  derjenigen  Epoche  an 
zu  zählen  ist,  für  welche  die  mittlere  Anomalie  Mq  gilt.  Die  Variation  der  ersteren 
Gleichung  gibt  unter  Anwendung  einiger  offenkundiger  Reductionen: 

h  JMi  -{-  tli  ^  =  —  b  E  —  sin  J?  cos  ^  h  g>; 

Da  aber  die  Relation  besteht: 

cos  r/)  sin  £  =  —  sin  v  , 

so  wird: 

h  E  =  —  (b  Mq  -^  th  u)  -^  sin  V  b  g>  .  3I 


Denkt  man  sich  die  Gleichung  2)  logarithmisch  geschrieben  und   bildet  dann  die 
Variation  derselben,  so  findet  sich  leicht : 

bv    btp      ^^    b J? 

sin  r        coK  tp    "^  sin  A    ' 
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verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  3),  so  resultirt  sofort,    wenn  man   auf  die  Ke- 
lation 

Rücksicht  nimmt,  der  Ausdruck: 

^{o+Ti:]  =hic  -{ — j  cos^)  (d  Jü/o  +  ^  d/u)  +         -  {2-i-€Cosv)bfp  .  4) 

Um  die  Variation  des  Radiusvector  zu  finden,  differentiire  man  die  Gleichung: 

r  =  a  (i  —  e  cos  E)  ; 
man  erhält  dadurch: 

hr  =  —  ha-{-  aBmq>sixiEbE —  acosEco8q>b<p  ;  5) 

nun  ist  aber: 

ersetzt  man  überdiess  d  jE7  in  5)  durch  den  Ausdruck  in  3}   (pag.  386),  so  findet  sich 
zunächst : 

br=:aig^sinvhM^+  uatg^sint? —  —  — lö/u+o  (sinqpsin^sin©  —  co8£cosr/))df/)  . 

Der  Coefficient  von  b  q>  lässt  sich  wesentlich  vereinfachen;  berücksichtigt  man 
nämlich  die  Relationen: 

n  COS  v4-e  .      n        Sin  V  cos  cp 

cos  E  =  — ; — ^^~-  ,   sm  £  =  — ; 2: 

i-f-6C08t;   '  i+tfcosv  ' 

PO  wird: 

^ —  =  — (  sin  ip  cos  g>  sin  v^  —  cos  rp  cos  v  —  sin  w  cos  w  )  = 

dy         i+0cost;  ^         r  ^  r  11} 

a  c<)8  op  CO«  V    t      . 

—       -.   ^  ( I  +  ß  cos  Ol   ; 

I  -hecosr      ^       '  '    ' 

demgemäss  wird  man  haben: 

br=  atang9>sinod ifo-f-  [t-a  tang(/)sint7  —  * """^l  ^1^  — acosycosrd  (p  ,         6) 

wobei  ich   sofort  fi  mit  sin  i"  multiplicirt  angesetzt  habe,    weil  ^  gewöhnlich   in 

Bogensekimden  gegeben  wird. 

Die  Formeln  4)  und  6j  stellen  also  die  Variationen  der  Coordinaten  (v  -\-  7t) 

und   r   durch    die  Variationen    der  Elemente   n  (die  Länge  des  Perihels),  M^    (die 

mittlere  Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche),  11  (die  mittlere  tägliche  siderische  Be- 
freiung) und  (p  (der  Excentricitätswinkel  sin  9  =  «)  dar,  womit  das  gestellte  Problem 
l^elöst  erscheint.  Doch  werden  noch  weitere  Transformationen  in  dem  FaUe  nöthig, 
wo  sich  die  Bahn  sehr  wenig  vom  Kreise  unterscheidet,  und  in  der  That  werden 
sich  die  folgenden  Transformationen  bei  der  Anwendung  auf  alle  Planetenbahnen 
empfehlen,  während  die  Anwendung  auf  die  Bahnen  periodischer  Kometen  kurzer 
Umlaufszeit  die  Beibehaltung  der  obigen  Formeln  wünschenswerth  erscheinen  lässt. 
Ist  nämlich   die  Bahn  sehr  nahe   kreisförmig,  so   wird  in  4)  der  Coefficient 

von   d  7t  und  d  Mq  nahe    gleich    und    man  wird    grosse   Aenderungen    des    einen 

49* 
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Elemeutes  bei  entüprechender  umgekehrter  Aendenuig  des  anderen  vomehmeu 
können,  ohne  dass  der  Ort  in  der  Bahn  sich  wesentlich  ändert ;  aus  diesem  Um- 
stände aber  entsteht  ein  Nachtheil  für  die  Bequemlichkeit  und  Sicherheit  der  Rech- 
nung, da  die  obigen  Differentialformeln  nur  kleine  Aenderungen  der  Elemente  vor- 
setzen. In  Etwas  wird  man  diesen  Nachtheil  beheben ,  so  dass  nur  grosse  Aende- 
rungen das  eine  Element  treffen  können,  wenn  man  statt  der  mittleren  Anomalie  die 
mittlere  Länge  [L^]  zur  Zeit  der  Epoche  einfuhrt ;  es  ist : 

z»ö  =  34  +  ^  9 

also 

und  man  erhält  demnach  für  4)  und  6j   (pag.  387]  die  folgenden  Formen; 

d  (t?4-^)  =  ^cosfflhLQ  +  tbfil  +s  I 2  ^^^V  /^^  +  -?^5JLJ  2-\-ecosv  \b(p 

br  =  atgfpsinchLQ  +  I  t .atgtpsinv ?^|d/i  — atgejpsin  vb/t  — 

—  a  cos  (p  cos  vb  (p  ; 

diese  Form  hat  indess  immer  noch  den  Nachtheil,  dass  für  nahezu  kreisförmige 
Bahnen  der  Coefficient  von  b  71  sich  der  Null  nähert,  da  derselbe  von  der  Ord- 
nung der  Excentricität  wird ,  so  dass  grosse  Variationen ,  die  die  Grenzen  der 
differentiellen  Aenderungen  weit  überschreiten,  in  /r  vorgenommen  werden  können, 
ohne  den  Ort  der  Bahn  wesentlich  zu  verschieben. 

Beachtet  man,  dass  für  nahe  kreisförmige  Bahnen  mit  Weglassung  der  Glieder 
von  der  Ordnung  der  Excentricität  in  die  Variation  des  Elementes  geschrieben  werden 
kann: 

b  [c-\-n)  .  b  {v-\-n) 

~V —  =  —  2  COS  V  sm  (p  ,    —jr-^ —  =  2  sm  o  , 
80  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Einführung  der  Elemente: 


/' 


^^  sin  cp 

(D  =     .   \  sm  7t 

...         sinflp 
W  =    .~  cos  /c 
sm  I ' 


8) 


für  den  Kreis  jede  Unsicherheit  schwinden  lässt,  und  dass   durch  dieselbe  ein  we- 
sentlich linearer  Chaiiicter  der  Funktionen  erreicht  wird. 

Um  nun  diese  Elemente,  die  ich  wegen  der  Gleichförmigkeit  mit  den  übrigen 
in  Bogcnmaass  angesetzt  habe,  in  die  Gleichungen  7)  einfuhren  zu  können,  bedenke 
man,  dass  die  Differentiation  von  8)  ergibt: 

b  0  =  sin  (p  cos  /r  ö  TT  +  sin  7t  cos  <pb  q> 
b  W  =^  —  sin  f/>  sin  TT  d  TT  +  cos  7t  cos  (p  b  q)  , 
wobei   die  Aenderungen  d  7t  imd  d  q)  ebenfalls  in   Bogenmaass  angenommen  sind; 
daraus  bestimmt  sich  leicht: 


sin  (p  b  7t  ^=  Qos  7t  b  O  —  Bin  7t  b  V 
cos  q)  b  <p  =^  sin  tt  d  Ö>  +  cos  ft  b  V  . 


)  ^ 
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Die  Substitution  der  Ausdrücke  9)  in  7)   (pag.  388J  ergibt: 

d  (P  +  TT)  =^C08(p  (d  Zo  +  ^^^)   + 

I      i  /  <»'  \    cos  7f      ,     Bin  V     ,        ,  X      •  )    K   ^ 

+  { ( I 5-  COS  w]  -^  -  +      -  -,  (2  +  c  COS  {;)  sin  TT  >  d  <2> 

P  r*  ^ '   sin  9»        cos  y 2  V      »  /  ) 


10) 


+   {  (l ;,-  COS  (p)  — i  [2  +  e  COS  V]  COS  /c   l   bV 

(sint?  ,  .  \  X  A 
COS  TT  +  COS  V  Sin  TT  I  ö  «# 
COS  97                    '  / 

4-  a  I  — —  sin  TT  —  COS  v  cos  /r  |  ö  'F  . 

\COS9>  / 


Diese  Formen  können ,  so  weit  dieselben  die  Coefficienten  von  d  <D  und  d  ^ 
in  dem  Ausdrucke  für  d  (ü  +  ^j  betreffen,  so  transformirt  werden,  dass  der  Berech- 
nung derselben  keine  weitere  Unsicherheit  anhaftet;  die  analogen  Coefficienten  in 
d  r  sind  diesem  Nachtheile  ohnehin  nicht  unterworfen. 

Man  kann  schreiben: 


1 1 5-  cos  (f  \  cosec  cp  = 


cosec^ 
cos  9'^ 


1—62- 


(1  -|-«COSü)*i 
cos  9        ' 


nun  ist  aber: 


cos  9 


I  ~  2 sin  j  y^  4-  ^ sin^ y^  _,    *  sin^yS  ^ 

cosy  cogy     ' 


man  hat  also: 


/  <*•  \  cosecflpl  9  1  \9       *  /p\2wn4  flp2i 

(i~-,co8^)co8ec9==^^|i-Ä2-ii+^cosr)2_2(f)— -^^-j 


= ^}cost>(2  4-6C08r) +«(i  +  1^1  ,    '  ,.    Ai    ; 


demnach  ist: 


biv±n) 

b  (v-\-n) 
bW 


2  -|-  «cos  V    ,    iTsin  i" 


= j  COS  (v  +  ^r) 

i-     /      I        A  2-|-ecoBa     , 
sm  iv  +  7t)  --^ — -^  + 
^  '      cos  9^ 


cos  (p' 


cos 

0sin  1" 
cos 


y2    \'^2CC 


-|-ÖC08 
2C0S  9  COS 

1  l"i      ,      (l_Hh«C08ü)2 
y2  ^       ""iCOS^ 


2COSy  COS 


ivVi 

i9V  1 


11) 


Will  man,  was  nicht  gerade  nöthig  ist,  die  Ausdrücke  für  br  ähnlich  transformiren, 
so  findet  sich  leicht: 


br 
br 


sm  [v  +  7f]  +  -        —  ® '  ^  sin  r  } 
V     '      '    '  cosy  } 

COS  (e?  +  TT)  —  ® '  ^ 


.2) 


cosy 


sm  f? 


•Stellt  man  daher  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,    so  erhält  man  für  die  An- 
w«>i>dung  auf  Planetenbahnen: 


Mreu. 
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(         ^  '    cMtf*       '     COS 9)*  \     '   a CO89) COSJ9)*/ 1 

a  r  =  a  tgq»  sin'oiX^  +  («.otgqoBin»  —  y^^^-p,)  d^—  \  13) 

-a|gin(t>+7t)4-— "'"^^^BinoiiXP 

f  ^       '         '  C08  9  ) 

-a\cm{v  +  n)  -  ^«»""^8*^  8int>  |  i>y  . 

Für  die  Bahnen   der  periodischen  Kometen  wird  man  aher  die  Formehi  4) 
und  6)   (pag.  387)  unverändert  anwenden,  also  haben: 


Bino 


ö  [v  +  7t)  =  OTT  +  -5  CO^fphM^  H j  COSqp^  d/U  -j (2+CC08t>)  ö  y 

dr  =  atg9)sinodJll2)  +  U-atgqpsin«— —  — ^^Jöfi—  aco8  9)COSodqp  . 


14) 


Um   endlich  die  Difierentialquotienten   dem. oben  (§  2  pag.  385)  angegebenen 
Kunstgriffe  entsprechend  zu  verwerthen,  hat  man  für  jeden  Ort  zu  rechnen: 

Bei  Planetenbahnen: 


A  sin  A'  —  cos  [a  — Q)  cos  i 

« 

A  cos  Ä  :=  sin  (a — Q) 

m  sin  Jlf  =  sin  « 

m  cos  M  —  —  sin  [a  —  Q)  cos  % 

• 

B  sin  B       m  sin  (Jlf  +  S] 

* 

B  cos  H  —  cos  (a  —  Q)  sin  d 

ti  —  9  +C11 

dann  weiter: 

I) 


jP8inl^'=  — -tgysi 


sin  V 


a< 


i^COS  jP'  ==  ^  COS  (p 

GAnG'  =  t    F%mF'  + 


3^810  1 


tr 


Gcos&  =  t  '  FcosF' 

C08  (p                '        C08  ^^             '          CO8  (p* 
08ini^ty  jy  ^8ini'^  ,    (i-f  siny  co8o)» ^ 

CO8  y  '        cos  9'  ^'  »C08  9C08  4y'  *^ 

H  Bin  IT  =  -  {  sin  (r  +  tt)  +  '  sin  f  } 
H  cos  IT  =  —  [d  COS  (f>  +  tt)  +  »y* } 
Ä'  sin  JiT  =  —  {  cos  (r  +  rr)  —  m  sin  9  } 
ifcos  K'  =  [dBin  (v+it)  +  qf) 


11: 
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wobei   i   in    mittleren  Sonnentagen    von   der   Zeit   der  Epoche   an  zu  zählen  ist. 
Dann  ist: 

cos  (f  da 


^  =  ^BFsin{F  +  B'  +  u) 


COS  (f da  f      j  /^     -       iryr     t       jt     t        \ 

-^^  =  -^AO  6m  (G  +A+U) 


d<r 


b^ 


=  -^fiÖ8m  (G'  +  3"  +  u} 


^^^AH^indF  +  A'  +  u) 

-^=;^5Ä8in(fl'  +  £'+«) 

^^  =  LAKBin(K'  +  A'  +  u) 
-h-W-  =  ^  ^*'«^  (^'  +  -B'  +  «) 

COScfdff  »*     X  1       •  /  r-^      I  \ 

^j^^  =  — -^{8m(a— Q+«)  Bindtg^i+cosucoad) 


UT) 


— v-r—  =  —  -^  sin  tt  cos  (a — Q)  sm  t 

d«f  r 

— jp —  =  -^  {  sin  (a — q)  sin  d  sin  t  +  cos  d  cos  t  }  sin  tt  . 

Bei  Bahnen  periodischer  Kometen  kurzer  Cmiaufszeit: 

Die  Formeln  I)  werden  ungeändert  benützt  und  ebenso  die  Bestimmung  Ton 
F,  F'  und  G,   G' ;  dagegen  hat  man  zu  setzen : 

P  sin  P'  =  —  cos  q>  cos  v 

[2  -{-  e  cos  t>) 


11) 


Pjy  8111 1) 

cos  R  •==■ 


cos  (p 


dann  wird: 


cos  cf  d  g 


=  "^  ^  ii' sin  (F*  +  ^'  +  m) 


=  -^  ^  G  sin  (G'  +  ^'  +  a) 
^'     = -^  ÄG  sin  (ö' +  £'  +  «) 


coscfd  ff 

57*  -^^ 


55J^  =  ^  ^Pain  (P-  +  ^'  +  u) 

-  ä-;r "  = :? ^ ""  <^  +") 

'*'      =^Äain(B'+«) 


~5T    "~  J 
I)i«»    Fonneln  fiir  öQ  und  Ä»  bleiben  ungeändert. 


III) 
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Werden  die  Neigungen  gegen  die  Fundamentalebene  verschwindend  klein,  8o 
wird  man  mit  den  obigen  Formeln  für  dQ  nicht  ausreichen,  man  wird  ähnlich  wie 
.  in  der  Störungsrechnung  (pag.  223)  die  Elemente  ^ 

sin  f  sin  Q    und    sin  «  cos  Q 

einführen;  doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein,  weil  man  von 
denselben  wohl  niemals  Gebrauch  machen  wird. 

Die  vorstehend  entwickelten  Formeln  bedürfen  noch  zweier  Zusätze;  man  er- 
hält, wenn  man  von  den  Formeln  für  Planetenbahnen  Gebrauch  macht,  nicht  die 
Elemente  7t  und  6,  sondern  die  dieselben  ersetzenden  Grössen  0  und  V;  man  muss 
daher  den  Einfluss  kennen,  den  die  Aenderungen  der  letzteren  Grössen  auf  die 
ersteren  ausüben;  hierbei  wird  es  aber  nicht  zweckmässig  sein,  sich  auf  die  diffe- 
rentiellen  Verhältnisse  zu  beschränken ,  da  eben  die  Aenderungen  von  O  und  V  in 
7t  durch  die  im  Allgemeinen  geringe  Excentricität  dividirt  erscheinen.  Die  strengen 
Formeln  ergeben  sich  leicht  auf  folgendem  Wege.     Es  ist: 

6  sin  TT  =  60  sin  TTo  +  ^  ^ 
e  cos  TT  =  c^  cos  ^Q  +  ^  ^  ) 

woraus  unmittelbar  folgt: 

6  sin  (^  —  TTo)  =h  0  cos  7tQ  —  b  V  sia  TtQ 

e  cos  (7t — 7t^)  =»  eQ-i-b  0  ÜJiTtQ  +  h  V  cos  tTq  ; 

setzt  man  daher : 

b  0  =  n  sin  N  \         iv 

d  «F  =  n  cos  iV  ,  / 

so  ist: 

tangfTT  —  7ro)  =  tangö7r  =  — ; — ^^ — -xj-^ — ■  , 

1 

welche  Formel  der  strenge  Ausdruck  der  gesuchten  Aenderung  ist.  Die  Grösse  h 
erscheint  hierbei  im  Hogenmaasse ;  macht  man  daher  von  der  bekannten  Reihen- 
entwickelung [vergl.  I.  pag.  28]  Gebrauch  und  setzt: 


}  ■" 


Bin9>o 
so  ist: 


=  P,  V 


b7t  =  psin(N — TTo)  +  i/)^sini''8in2  (iV — jt©)  +  ^/^^(sin  i")2sin3  (iV — 7ro)+.,.   VI 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  13)  beziehungsweise  mit  sin  ^  [it — jtq)  und 
cos  ^  (7t — 7t q)  und  addirt,  so  erhält  man  leicht: 

e-e,  =  «»{('»+''•'   d  ö)-f-  «"•;;»-"<•' J  y^  , 

^  cog  i  [n  —  no)  cos  i  [n  —  tsq)  ' 

oder  mit  Einfuhrung  des  Werthes  N: 

e-e.  =-  n^^^Mzzil^^A  =  ^  e  VII) 
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Um  aber  d  e  auf  (p  zu  übertragen,  kann  man  consequenter  Weise  sich  auf  die  ersten 
Potenzen  von  de  beschränken  und  man  hat  dann: 

b  q> ^  .  VIII) 

'  COS  ^0 

Ein  weiterer  Zusatz  resultirt  daraus,  dass  die  gefundenen  Aenderungen  sieh 
auf  äquatoreale  Elemente  beziehen  und  eine  Uebertragung  auf  die  Aenderungen  der 
ekliptikalen  Elemente  erwünscht  ist.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  angemessen  sein, 
zunächst  die  diesbezüglichen  DifFerentialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
entwickeln. 

Geht  man  von  den  beiden  Gleichungen  aus : 

sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A 

cos  a  sin  C  =  cos  A  sin  B  +  sin  A  cos  B  cos  c  , 
und  differentiirt  nach  allen  Grössen,  so  erhält  man,  da 

cos  A  cos  B  —  sin  ^  sin  B  cos  c  =  —  cos  C 
ist, 

—  sin(7sinac/a  +  cosöcosCr/C=  —cosCdB —  (sinfisin-4 — cos^cos  Bcosc]dA 

—  sin^coB^since/c  , 
sinCcosada  +  sinacosCrfC=  siuccosAdA  +  sin Acosc de  . 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  a ,    die  zweite  mit  cos  a  und 
addirt.  so  wird,  wenn  mau  beachtet,  dass 

sin  A  (cos  B  sin  c  sin  a  +  cos  c  cos  a)  =  sin  A  cos  b 
ist,  jetzt: 

sin  CV/a  :=:  sin  a  cos  CdB  +  cos  6  sin -4  Je 

-\-  dA[ sin B sin  A sin a  —  cos  A cos  ßcos c sina  +  cos  A sin c cos a }  . 

Der  letzte  C/oefficient  ist  aber  sin  b;  denn  setzt  man  im  ersten  Gliede: 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 
und  im  zweiten  Gliede: 

sin  a  cos  B  =  cos  b  sin  c  —  cos  c  sin  b  cos  A  , 
so  wird  derselbe  geschrieben  werden  können : 

sin  b  —  sin  i  cos  A^  +  cos  A  sin  c  (cos  a  —  cos  b  cos  c)  +  cos  A-  cos  c*^  sin  b  ; 
beachtet  man  noch  die  Relation: 

cos  a  —  cos  b  cos  c  =  sin  b  sin  c  cos  A  , 
so  erhellt  unmittelbar  die  eben  aufgestellte  Hehauptung. 
Man  hat  also: 

sin  C  d  a  =  sin  a  cos  C  d  B  -{-  sin  b  d  A  -\-  sin  -4  cos  b  de  ^ 
eine  Formel,  die  man  selten  angeführt  findet. 
Andererseits  resultirt  aus  der  Formel: 

cos  -4  =  sin  £  sin  C  cos  a  —  cos  B  cos  C 
durch  Differentiation: 

—  9\xi  Ad  A=^  (cos  B  sin  C  cos  a  -f-  sin  Ä  cos  C)  d  B 

+  (sin  fi  cos  C  cos  a  -+-  cos  B  sin  C)  d  C 
—  sin  £  sin  C  sin  a  d  a  . 

Oppolxer,  BahnbeBtimmnnfreii.  II.  50 
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Es  ist  aber 

cos  B  sin  C  cos  a-^  hin  B  cos  (7  =:  sin  ^  cos  c 
sin  B  cos  C  cos  a  +  <^os  £  sin  C  =  sin  ^  cos  h 

sin  £  sin  a  =  sin  A  sin  6  , 
somit 

d  A^=  —  cos  c  dB  —  cos  JrfC+sinJsinCrfa  . 

Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  der  Ekliptik,  dem 
Aequator  und  der  Bahnlage,  wobei  der  Bogen  zwischen  dem  Aequator  und  der 
Ekliptik,  welcher  durch  die  Uebertragung  der  ekliptikalen  Elemente  auf  den  Aequa- 
tor (vergl.  I.  pag.  9  ff.)  bekannt  ist,  mit  a  bezeichnet  werden  möge,  setzt  im  Falle 
der  Anwendung  der  ersten  Formeln: 

a  =  Q        A=  iSo—ü 
b=  a       B  =  € 

im  zweiten  Falle; 

a=:iJ        A=  e 

Ä  =  Q        Ä=i8o  — t" 

und  beachtet,  dass  die  Variation  von  £  der  Null  gleich  zu  setzen  ist,  so  erhält  man 
die  folgenden  Fonneln,  denen  ich  sogleich  auch  die  aus  den  zweiten  Differential- 
formein  folgende  Variation  von  i  beigefügt  habe,  die  sich  ergibt ,  wenn  man : 

ö  =  Q'        A  =  i 
b  =  a         B  =  e 

c  =  Q         C  ==  1 80  —  t 

setzt : 

sin  t  (2  Q  =  cos  a  sin  {  d  Q'  —  sin  a  di 
sin  f  rf  a  =  sin  €  cos  Q  rf  q'  —  sin  a  cos  t  d  i 
d  i  =  sin  a  sin  t'  rf  q'  +  cos  o  d  ü  . 

Diese  Formeln  lassen  sich  noch  zweckmässig  transformiren. 
Setzt  man  nämlich: 

sin  f  d  ü'  =  p  sin  P 
d  f  =  p  cos  P  , 

80  erscheint  im  ersten  Ausdrucke  jene  Grössen,  die  durch  die  obigen  Formeln  als 
Unbekannte  erhalten  wird  und  es  ist: 

d  Q  =-^.  sin  iP  —  a) 

sm  t         ^  ' 

di^=  p  cos  (P —  a)  ; 

beachtet  man,  dass  nach  einer  Fundamentalrelation  der  sphärischen  Trigonometrie, 
wenn  man  das  Dreieck  zi^ischen  der  Bahn,  der  Ekliptik  und  dem  Ae<|uator  he- 
trachtet,  die  Gleichung  gilt: 


39Ö 


sine  cosQ  =  —  cost'  sint  +  sin«'  cost  cos.a  , 
80  erhält  der  Ausdruck  fiir  da  die  Form : 

da  =  cotgi'p  sin  (P — a)  —  cosi^dQ'  . 
Zu  Folgte  der  Relationen  lo  =  tc — Q  =  w'  —  a  =  n — Q' — a  wird  jetzt: 

dTt  =  dn — rfa'  —  da  +  rfQ  . 
Man  hat  also: 

dn  =  dnf  —  2  sin^t'rfQ'  +/>  sin  [P—a)  |-^ ^^^j 

oder 

dfc  =  dTt'  +/>  tg^t  sin  (P — a)  —  tg^t^  (sin^rfo')  . 

Hierzu  kommt  noch,  da: 

L  =7V  +  M 
r  =  7t'  +M 

ist,  die  weitere  Relation: 

L  =  V  +  7t—n 
woraus 

dL  =  dL'  +p  tg\i  sin  [P—a)  —  tg{t  (sint'rfö') 
folgt. 

Die  gesammten  Formeln  für  diese  Uebertragung  sind  demnach  die  folgenden, 
wenn  man  wieder  die  Differentiation  durch  Variation  ersetzt: 


/>  sinP: 
p  cosP: 

Jtv 

b  7t 


sint'dQ' 

p  cos  (P —  a] 
;  >iL,  sin  (P—a) 

8in  t  ^  ' 

j?  tg^t  8in(P— a)  — tglt'  (sinTÄQ') 

■bTt'-^^ft 

hL'  +  Jit. 


>      IX) 


Will  man  aber,  was  vielleicht  weniger  bequem  ist,  Alles  durch  sinT  dQ'  und 
dt    ausgedrückt  erhalten,  so  hätte  man  zu  schreiben: 

hi  =  cosahi  -f-  sim^  (sint'öQ') 

X  ^  8in  <f  \  t    ,     cos  ff   I  »     t\^'\ 

Bint  •     smi    ^  ' 

Jn  =  —  sina  tg^tdr  +  (cosa  tg^t  —  ^\^]  (»ii^t'^Q') 

OTT  =  d/r'  +  Jjt 

bL  =  bL'  4-  ^^  • 


X) 


50« 
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§  4.   Entwlckeluug  der  Dlfferentialquotieiiteii  yon  v  und  r  nach  den  Elementen 

In  nahezu  parabolischen  Bahnen. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  fiir  die  Ellipse  entwickelten  Differential- 
quotienten von  0  und  r  nach  den  Elementen  sind  für  parabolische  und  hyperbolische 
Bahnen  nicht  anwendbar  und  werden  selbst  in  Ellipsen,  die  sich  wenig  von  der 
Parabel  unterscheiden,  bei  der  Rechnung  höchst  beschwerlich  und  unsicher.  Der 
zuerst  hervorgehobene  Nachtheil  der  Beschränkung  lässt  sich  aber  durch  eine  geeig- 
nete Wahl  der  willkürlichen  Constanten  (Elemente)  umgehen,  und  es  werden  leicht 
Formeln  erlangt  werden,  die  reell  bleiben  für  jede  Kegelschnittsgattung ;  ich  werde 
diese  Formeln  aus  den  obigen  fiir  die  Ellipse  hergestellten  Relationen  ableiten,  was 
gestattet  ist,  da  die  für  die  Ellipse  gefundenen  Fonnen  sich  von  jenen  für  die  Hyper- 
bel nur  dadurch  unterscheiden,  dass  gewisse  Grössen  in  der  letzteren  imaginär  wer- 
den; da  aber  die  Imaginären  denselben  Rechnungsoperationen,  wie  die  Reellen, 
unterworfen  werden  dürfen,  im  Endresultate  aber  das  Imaginäre  eliminirt  erscheint, 
so  führt  der  eingeschlagene  Vorgang  auf  richtige  Resultate.  Es  war  oben  (pag.  387) 
gefunden  worden: 


öt?  =  ^  cosqp  (ö üfo  +  tbfi)  -f-  (2  -[-  sin 9p  cost?)  — —  öy  1 

hr  =  atgcp  sinvb Mq  -}-  it-a  tg(p  sint? j  bfx  —  a  cosy  coscdgp         1 


I) 


Führt  man  statt  der  Elemente  Mq,  fi  und  q)  die  Elemente  T  (die  Zeit  des 
Periheldurchganges) ,  q  (der  Perihelabstand)  und  e  (die  Excentricität)  ein ,  so  hat 
man  zunächst: 

d3/o  =  —  /uöT       ,  öa  =  — j — h  —  J[  --  ^ e ,  ö £?  =  cos tpbfp  , 


a 


f 


Transformirt  man  mit  Hilfe  dieser  Relationen  die  Ausdrücke  i),  so  erhält  man  nach 
einigen  leicht  ersichtlichen  Umsetzungen  die  Relationen : 

[t-T;k   ,^^i  w7|       de 


+  { [i  +  ^-T—\  ^^"^  —  I  — ;^      (^  +^^   ^y 

kemnv      x  «,    ,      (r  »  {t—T)k       «sinr     )   v 


I  — 1'2 


\  ,7 —  7')  kc  sinr 

+  Ir — q  cose?  —  5 


Vqii-i-e,      S    1-«^ 

Das  Formolsystem  2)  erscheint  nunmehr  von  der  (iattung  des  Kogelscluiiltcs 
unabhängig  und  würde  in  der  That  in  jeder  Beziehung  sehr  vortheilhaft  sein,  weiiii 
nicht  gerade  in  jenen  Fällen,  in  denen  man  diese  Formeln  ui  Anwendung  zieht,  die 
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Hahnen  einen  nahezu  parabolischen  Charakter  hätten ;  da  sich  in  diesem  Falle  e  nur 
wenig  von  der  Einheit  unterscheiden  kann,  so  erhalten  die  Differentialqnotienten  von 

Ar  d.r 

-T  und -j-  wegen    des  Nenners  (i — e)    eine  für  die   numerische  Anwendung   sehr 

unsichere  Form,  für  die  Parabel  selbst  bleiben  diese  Differentialquotienten  durch 
die  obigen  Ausdrücke  völlig  unbestimmt,  weil  dieselben  nothwendig  die  unbestimmte 
Form  o  •  oo  erhalten  müssen.  Man  wird  also  im  Falle  der  Parabel  nothwendig  die 
Relationen  haben: 

r —  q  cos  t?  =  4  —  , 

[i  +  ^^-y—\  sin©  =  I  — ^  (i  +  e)^  Vq 

wobei  natürlich  e  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  muss;  thut  man  dies,  so  wird 
sich  zunächst  durch  die  erstere  Relation  der  Coefficient  von  -v—  für  die  Parabel  we- 
sentUch  vereinfachen  lassen ;  man  erhält  nach  einigen  leichten  Substitutionen  sofort : 

dr  , 

y^  =  C08t>  3) 

wodurch  der  etwas  complicirtere  Coefficient  von  -tp-  eine  sehr   einfache  Gestalt   im 

Specialfalle  der  Parabel  annimmt.     Der  Coefficient  von  y-  ist  in  den  Formeln  2) 

in  einer  für  die  logarithmische  Rechnung  bequemen  und  sicheren  Form  enthalten, 
man  kann  aber  für  die  Parabel  mit  Rücksicht  auf  die  obige  2.  Relation  (6=1  ge- 
setzt) denselben  auch  die  Form  geben: 

bv  /      ,     co8o\    sinr  x 

welcher  Ausdruck  für  die  Parabel  bei  der  Anwendung  von  Additionslogarithmen  viel- 
leicht noch  bequemer  erscheint,  als  der  obige  in  2)  enthaltene  Ausdruck. 

Die  für  die  Parabel  hier  näher  ausgeführten  Andeutungen  geben  deutlich  den 
Weg  an,  den  man  bei  der  weiteren  Verwerthung  der  Formeln  2)  für  die  Rechnung 
einschlagen  muss.  Die  erste  Aufgabe  wird  demnach  sein,  die  Differentialquotienten 
von  be  von  ihrer  unbestimmten   Form    zu  befreien   und    die  zweite,    unter  Beibe- 

« 

haltung  der  für  -v—  für  die  Parabel  gefundenen   Form   die  Correction  für  die   von 

der  Parabel  abweichenden  Bahnen  zu  suchen;  eine  ähnliche  Transformation  der 
Formel  4)  würde  bei  der  ohnehin  so  bequemen  strengen  Form  keine  Vortheile 
bieten. 

Die  erstere  Aufgabe  ist  in  völliger  Strenge,  so  weit  mir  bekannt,  noch  nicht 
^(4öst  worden,  den  Fall  der  Parabel  ausgenommen ;  man  hat  sich  begnügt  mit  mehr 
oder  minder  genauen  Annäherungen ;  da  aber  die  Abschätzung  der  dadurch  begangenen 
Fehler  einigermaassen  schwierig  ist,  so  habe  ich  uiiter  zu  ürundelegung  des  Gauss*- 
**chcn  Verfahrens  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  in  sehr  excentrischen  Bah- 
nen  [l  pag.  60  ff.)    strenge   Ausdrücke   entwickelt,   und  hiermit  die  der  Lösung  der 
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Au%abe  entgegenstehenden  Hindemisse  definitiv  beseitigt;  die  hierfür  nöthigen 
Ililfstafeln  hat  Herr  F.  K.  Ginzel  auf  mein  Ersuchen  berechnet  und  dieselben  sind 
in  der  angehängten  Tafelsammlung  als  Tafel  XYI  aufgenommen. 

Ich  nehme  vorerst  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  -^  vor  und  beziehe  mich 

durchaus  auf  die  Formeln  und  Bezeichnungen,  die  im  ersten  Bande  des  vorliegen- 
den Werkes  pag.  60  u.  ff.  bei  der  Auseinandersetzung  der  Gauss' sehen  Methode 
bewiesen  und  angewendet  wurden.     Setzt  man: 

« = f^;  tgi«»'  5) 

so  wird  sein: 

r: ? 


cos«  J  C  (1  +  0) 


lind  hiermit  wird   das   erste  Glied  im  Klammerausdrucke   für    ,       sich     schreiben 

de 

lassen : 

ji  -j-2_LL±_flj  sint,  =  sint,  ^  (j  „j.^^  (j  ^^j  cos^ü^  gi^t?  6 

Für  die  Bestinmiung  des  zweiten  Theiles  ziehe  ich  die  folgenden  am  citirten 
Orte  entwickelten  Relationen  heran,  es  ist: 


}/^'-  =  tgiu,  +  4tgitt;3 


man  erhält  also  für  den  zweiten  Theil  ohne  Rücksicht  auf  das  negative  Vorzeichen: 

oder: 

sini,  i±-'  .  -^  (,  +Öj2  +  sino  cos^i,«  \\  (i  +c)  *  (i  +0,»  -  ^f-'  ^^  ii+ö,»{  7 

Vereinigt  man  nun  die  Resultate   aus  6j  und  7) ,    so   erhält  man   mit  Rück- 
sicht auf  2)  sofort: 


dv 

de 


Dieser  Ausdruck  kann  als  Ausgangspimkt  für  Reihenentwickcluiigen  dienen, 
die  nach  steigenden  Potenzen  von  6  fortschreiten,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  0  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  (i — e)  ist. 

Die  Reihen  für  ^    (i  +  ö)^  und   -^   (i  +0)^  können  mit  Rücksicht  auf  die 

I  pag.  61  u.  ff.  gemachten  Entwickelungen   leicht  genug  aufgestellt  werden;  es  i>t 
nämUch  daselbst  gesetzt  worden: 

j 15  («—/»)      j% 9«4-/»_      _i_ ^ 
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und  die  Reihen  für  diese  Ausdrücke  sind: 

15 (a-ß)^  =  2oVe  \d—j e^  +  j- d^ -  '^ e*  + . . .  j 

in  welche  Reihen  das  Fortschreitungsgesetz  klar  ist.     Die  Verwerthung  dieser  Aus- 
drücke für  den  vorgelegten  Zwedc  ergibt  leicht: 

^       loi/o"  '  ^       20 eye         ao6]/ä" 

es  ist  also: 

^==,_lö+lö«-^ö»+...=  'V(-,)nl?±iL^  9) 

C  IS        '    25  35  ^^    V      '     S(»»-hi)  . 


n  =  o 


C  5  7  9  ^^  '       2  n  +  3  ' 

Multiplicirt  man  nun  die  eben  hingeschriebenen  Ausdrücke  mit  (i-|-^)^}  so 
findet  sich  leicht: 

^(,+<?)2  =  ,+iö  +  36"3? i~^)'_r „) 

C   l»^"^  ^  ^   s  "^  s   ■^    {«»—3)  (»n-i)  (»»+!)  ' 

fl  ^  3 

und 

"C3   ■*"+"^i    —  ^        '^^  i^n  —  i)  {2»4-i)  {2ii-h3)        *"^'2^  "(2„-l3)  (an— ir{2»-|-i)     '^' 

fl  ^  I  tl  SS  3 

Hiermit  sind  also  jene  Keihenentwickelungen  gegeben,  deren  man  zur  wei- 
teren Umgestaltung  des  Ausdruckes  8)  bedarf;  in  demselben  wird  man  aber  noch 
weiter  einfuhren: 


I     14-9«  A  *  ~" * 


cfä  5{i+«)  5   i-h« 

I  -|-  «  I  +9^ 

iJ^  10 


=  '-^(-*)  J 


»3) 


Mit  Rücksicht  auf  12)  und  13)  wird  man  in  dem  ersten  Gliede  in  der  Klam- 
mer des  Ausdruckes  8)  schreiben  dürfen: 

ICT     C3     ^      ^^       -  '-"^     (2«-   l)(2W-|-l)(2|lH-3) 

n=  I 

M=eo 


in  diesem  Ausdruck  kann  aber  zu  Folge  5)  pag.  398  gesetzt  werden: 


^      (2/1— I)   (2tJ-Hl)(2«-f  3)  I+e     ^a^      ^    (2n— l)     (2M4-li     f2W+V 

»  =  I  n  s=  1 


Wpj^en 


ist 
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M  =  oo 


2 


n—x 


(— l)*ö» 


(2«—  I)     (2»-+-l)    (2»-f-3) 


2        ^^        1  15         ^^  (m— 1)   (2w-f  i)   (2w4-3;J 


n=ao 
1  — g    ^ 


(— i)"d» 


— I 


2      <ita^     (2«—  3)    (2«— l)    {2fl4-l) 


Subtrahirt  man    den   Ausdruck  14]    mit   Kücksicht   auf  die  eben    gemachU^n 
Transformationen  von  der  Einheit,   so  wird  erhalten: 


n  =  2 

n=eo 


»  an—\ 


+  A(i— «)  +  V  (>— «)  2  (in-3)l»«-i)f»«+')  . 


'5! 


n  =  a 


dividirt  man  nun  diesen  Ausdruck  durch  (i — e)  (i  +  e),  so  wird  das  erste  Glied 
des  Klammerausdmckes  8) ,  welches  ich  der  Kürze  halber  mit  (I)  bezeichne,  ^t- 
schrieben  werden  dürfen: 


{n=ao 
10  ^  $  -Ä 


(-        I)"    & 


n  /IM— I 


5    ^  [2n-i]  [zn—\)  (2w4-i) 


*  n  =  2  '  ' 


lÖ 


Das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  8)  kann  in  ähnlicher  Weise  transfonuirt  werden; 
es  ist,  wenn  man  die  eben  angewendeten  Principien  auf  die  3  Glieder  des  zweiten 
Ausdruckes  in  8)  anwendet  und  die  Glieder  einzeln  hinschreibt: 


Ä  (1+0)2 


N=oo 


(— ii"a" 


*  *  -^^    »2« I;i2n-|-I)    (2W 


n  =  2 


+3) 


n=oo 


«•  Ä»— I 


*  i-\-e  \     •'      ^    (211  —  3)    (an— 1;  (2M-fi   | 


n  =  2 


n=ao 


_  3  J  (,+-9-  =  -  I  -  V  ö  -  V  2";ä^:=ir^S--r  (.«+. 


die  Addition  ergibt  rechter  Hand: 


^  MB2  '  ^  W=2 


1  —  e 


führt  man  nun   für  0  den  Werth  — -    -  tg^  J  p  ein,  so  wird  das  zweite  Glie<l  in  ^ 
geschrieben  werden  dürfen: 


i"i=-T^f «»»'  {.+y  "^ii^Hiz:;-} 


+ 


«7 
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bv 


Denkt   man   sich  -j—  geschrieben  in  der  Form: 


bv 

T7 


sint7C08^p2    j2^i -f-e)  (1)  ^^   2(i-f-ß)(II) 


2(l+e) 


COS  I  v^ 


cos  i  v^ 


2  (I  4-  ^) 


so  wird  man   i6)  und  17)  mit  zu   multipliciren   haben;    in  17)    kürzt  sich 

cos  '^  (1 

dann  der  gemeinschaftliche  Factor  cosjo^  im  Zähler  und  Nenner  ab,  in  16)  denkt 
man  sich  die  Multiplicationen  mit  dem  identischen  Werthe  2  (1 -f  c)  (i+^J«'^) 
durchgeführt;  man  erhält  so  vorerst: 


Fe 


__  sin g cos i g2   I9     ,     *8  "'^ (—1)"  6"~' 4 4^  **^ (— i)«Q»*-i 

lil^e)  I*      •         5        ^   (2W— 3J  (in—  II   ;2«-|-i;  *  »      ^    (2«— 3  ;(2?l— ly  (2M-J-I) 


n=  2       • 

tt=oo 


n  =  2 

n=ao 


'üi^    l^-'-TY^       (4„4_9;  (4„ä_,)  X         ?    -Ä-  ;2«-3,  (zn- 1;  (2»+!)  ^ 

w ^  2  n^  2 


n=  2 

n=ao 


^    *  -^   (2«— I)  {2n+l)(2«-|-3)  J 


n=oo 


^t^       [*— 12    ^    ,^^_^j  ^^^^_^j^  {2«-h3:J 

n  =  2 


Vereinigt  man  nun   die   einzelnen  numerischen  Werthe  und  Reihen  und   setzt  zur 
Abkürzung : 

£,«■  =  -  |i  4- 12  '5 '- ""  ^" 1 

•^  \    ^       r^    (2»-3;  !»«-■)  !»n+i)    / 

^  M  BS  2  ' 


'■*  i*  -^     (2n— I)  (2M-I-I)  (2n 


n=  3 


)  (2~H-i)  (»nH-3)    / 


18) 


SO  wird  die  schliessliche  l^erechnung  des    gesuchten  Diiferentialquutienten  enthalten 


s<*in  in : 


bv 
be 


sin  V  cos  j  V' 


\i  +Ik''tgiv^  +  E,'^tf^iv*\ 


19) 


2(I+«) 

in  welchem  Ausdrucke  die  (Joefiicienten  E^'  und  -B4''  leicht  in  Tafeln  mit  dem  Argu- 
mente d  gebracht  werden  können  und  für  die  Parabel  beziehungsweise  die»  Werthe 
—  I  und  —  J  annehmen.  Ehe  ich  jedoch  daran  gehe ,  die  (/onstniction  und  den 
Gebrauch  der  hierfür  erforderlichen  Tafeln  zu  erläutern,  will  ich  die  Kntwickelungen 

br 

fiir  -r—  vornehmen.     Es  wird  nicht  nötliig  sein,  hierbei  von   dem  in  2    enthaltenen 

Ausdrucke  auszugehen,   da  durcli  die  Differentiation  der  Kelation : 

</(i-h«) 
r  =  -^ 

I  -h  e  cos  V 


i  i'i   j-f   cosr  i     ,  ü  (1  4- r    sinr     bv 

\l .  \  +  e  --'— ^  -   -    .r      N 

I  -j-  '•  CO»  r  ^ 


I  -+-*•  ('««r 


e 


sich  ergibt: 

br     _ 

be  1  -|- <•  cos V   \ 

oder 

»io  dass  mit   den  bisher   entwirknlten  Hilfsmitteln    die   IJerecbnung   von 

Oppoixer,  üahnhetftiinioungen.  U.  ,*i 


»•2  sin»      \ 


0/ 


20) 
keine 


I 
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Schwierigkeiten  mehr  hat.  Da  sich  aber  fiir  diesen  Differentialquotienten  eine  dem 
Ausdrucke  19)  (pag.  401)  ähnliche  Form  herstellen  lässt,  deren  Berechnimg  durcli 
geeignet  construirte  Hilfstafeln  sehr  erleichtert  werden  kann,  so  werde  ich  zuerst 
die  diesbezüglichen  Transformationen  vornehmen.    Substituirt  man  in  20)   (pag.  401) 

die  Werthe   nach  18)    und   19)    (pag.  401),  nachdem   man   in  20)    "°*^^'^      als  ge- 

meiiischaftlichen  Factor  herausgehoben  hat,  wobei  ist: 


2tgJ^  -    ^2 

Bin  r  cos  i  v^  ^      •    •©  a      >     » 


80  erhält  man  leicht: 


de 


M=ao 


fi=a 


Es  ist  aber: 


in*  —  i-j-slz:?       -^  —  i_   i"if  _      '_i:ii  —  jl  _j_  9  i~* 


damit  wird,  wenn  hier  statt  r  geschrieben  wird    -    ,  ^     -—   (vergl.  I  pag.  61) : 


dr 
d 


w=a 

^    ,  ^r    ,  9/i_  ."v       f-^'"^""'        _  ^"v ^-'^l?"  _  -I 

ä4?4P   |>-i-5^       '^-Ä'  (211-3.  (2w—i)(2n4-i;  -ä' (2«-i)(2«H-i)  2«4-3)  J 


=  2 


Nun  ist  aber  nach  11)    (p«ig.  390)  : 


n=. 


.  {B 


n=a    ' 


es  ist  also: 


'I 


n=^ 


I 


i+|^  +  6  2V«- 


f  — 1)«6» 


J? 


n=3 


3)(2W-I)(2W|-I) 


=  l  +  i   7»   (^+^)' 


man    erhält    also    durch    9)    (pag.  399)  für    den   von  tg^  c  freien  (-oefficienten  dt^ 


..     dr 


Klammerausdruckes  21)  fiir -^ ,  den  ich  mit  ((l!)  bezeichnen  will: 


n=jr 


«=*» 


,_|-ö     ■«"'"8^     5;2„-|-i)      "^*^"      Y(3i„_^',  ' 


n=o 


H=o 


oder: 


••=<^ 


1-1-6  *  -Ä   .4»*-— I) 


2:^ 


n=i 
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Für  den  Coefficieuten  von  ^  t^  ^  o^  im  Ausdrucke  21)   (pag.  402),  der  mit  [IFj 
bezeichnet  werden  soll,  ergibt  sich: 

ia  =  _J_/,+iö_4ö_x/v tiill*!!! ,2"v ^:ziy^ ) 

i+fl         i+fl\    ^»  *  '"^ -^(»n— 3);»n— i){2»+i)         '"^  (»n— i)(i>i+i)(*n+j)  / 


oder: 


i+fl 


23) 


Schreibt  man  für  den  Coefficienten  von  iV^Si^*  ^^  ^0  (P^-  4^^)  ^^  Symbol  ((III)), 
so  wird  man  haben: 


^^'  =  -I- ) ,  -4-  60  ^^  (-i)"Q"-^  ( 

i+a  i+aj*  -r  "^  ^  (2n-i)(2n+i)(i«4-3)  1  ' 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  die  folgende,  leicht  zu  verificirende  Relation  um- 
gestalten, es  ist: 


nszx> 


«=« 


«•=:o 


M=X 


«4-5)     ' 


es  wird  also  zunächst  sein: 


HB  00 


»SSOD 


I  -I-  6q    y  (-!)"<"-  =  ,  _6o  "V  (-')"«* 


nsz9 


n=i 


also  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Relation  erhält  man : 


1+6 


»=ao 


=  5(.  +  ö)2'-=T. 


(-ir{n4-i)Ö" 


fl=o 


(»«-fs) 


oder  nach  einer  leichten  Reduction: 


M=oß 


14-6  *"^      5--Är(2»-|-3)(2«-|-5)    • 


24j 


M=X 


Setzt  man  also : 


M=J> 


p  r ,        ,   -KT   — iro- 


£/  =  l  +  3  2',.„ 


(— 1)»0" 


«•=1 


(»»4-3)  (»«4-5) 


25) 


so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  22),  23)  und  24); 


T7  =  fS^){^''+^i^'+^*'^i-M 


26) 


in  welchem  Ausdrucke  die  Coefficienten  Ef^^  und  £!|^  leicht  mit  dem  Argumente  d  in 
Tafeln  gebracht  werden  können  und  in  der  Tafel  XVI  aufgenommen  sind. 

Was  die  Construction  dieser  Tafel  anlangt,  so  beachte  man ,  dass  sich  die  in 
18,  (pag.  401)  und  25)  aufgestellten  Reihen  mit  Hilfe  zweier  Reihen  darstellen 
lassen;  setzt  man  nämlich: 

51» 
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""'         (— i)"+'d"^ 


'^="  fe  <^  -  ?7i  <^'  +  69I  ^'  ~  I^  ^'  +  •  •  •  +  ^(»n-Hi(»'n+s)(»n+5:  i 


M<«-i#in 


^  =  ^  llT«-i^-^  +  i'''-Tk'^'+--  +  -2'ü5kÄ:i)!  ' 


SO  wird  sein: 

-£,"  =  —1—16  +  05 

£/  =  -  4  +  5 

£<,»•  =  2  +  ö  —  I  ö*  +  ff  öl 

nach  welchen  Fomichi  «lie  Tafel  X\l  berechnet  ist.    Sie  gibt  mit  dem  Argumente 

die  Werthe  log  £2*  ?  l^K  ^V  ?  1^>^  -^o'*  und  log  E/  auf  fünf  Dccimalen  für  jeden  Tau- 
seiidtheil  des  Argumentes,  was  wohl  für  die  Fälle  der  Anwendung  der  vorstehen- 
den Formeln  stets  ausreielien  wird.  Die  letzte  Stelle  wird  selten  um  mehr  als  eine 
halbe  Fanheit  fehlerhaft  sein,  da  Herr  h\  K.  Ginzel,  der  auf  mein  Ersuchen 
diese  Tafel  berechnet  hat,  die  Rechnung  sorgfältig  7 stellig  durchführte.  Das  Ar- 
gument d  selbst  ist  innerhalb  der  Grenzen  — 0.4  und  +  0.4  angenommen,  was 
wohl  stets  ausreichen  wird ;  sollte  jemals  die  Ausdehnung  der  Tafel  nicht  ausreichen« 
so  kann  man  immer  mit  Sicherheit  die  diesbezüglichen  Formeln  in  2)  (pag.  3<)0 
anwenden,  doch  nehme  ich  auf  diesen  Umstand  bei  der  unten  folgenden  Zusammen- 
stellung keine  Rücksicht,  da  mit  Ausschluss  der  periodischen  Kometen  von  kurzer 
Umlaufszeit,  für  welche  diese  Differentiahiuotienten  nach  den  Elementen,  zweck- 
mässiger nach  den  Fonneln  für  massige  Exceutricütäten  berechnet  werden,  kein  Komet 
in  solclier  Sonnenferne  iniseren  optischen  Hilfsmitteln  erreichbar  ist,  wo  die  Grenacn 
der  vorliegenden  Tafel  überschritten  werden. 

Vergleicht  man  den  Ausdruck  26     [pag.  403)  mit  der  entsprechenden  Formel 
in  2,    (pag.  396',  so  resultirt  sofort: 

r  —  q  cos  t  —  %  -7--.  (1  —  <?    X      , 

ersetzt  man  nun  dieser  Relation  gemäss    den   Factor  \   ~  3  —  *  "  -  --   "^  \     »  *^  ^^" 
hält  man  sofort: 

welche  Formel  viel  bequemer  ist,  als  die  ursprüngliche  in  2]    (pag.  396*   enthaltene, 
in  der  Voraussetzung,  wi(»  dies  wohl  in  diesen  Fällen  stets  eintreten  wird,  da>s  die 

hierfür  nöthige  Berechnung  von  x  -  ans  anderen  Ci runden  vorgenommen  werden  m«>J*. 

br 
Die  Bestimmung  von  v      durch  ähnliche  Ausdrücke  bietet  keine  wesentlichen 

V ortheile   ge^en   die  ohnehin  beijuenie  logarithmische  F'orm  des  Coefficienteu  in  2 
(l)ag.  39Ö  .   weshalb  ich  es  unterlasse,  diese  F'omi  hier  anisuführen. 


405     

In  Bezug  aiif  die  Differentialquotienten  von  q  kann  noch  bemerkt  weiden, 
(lass  es  im  Allgemeinen  etwas  bequemer  erscheint,  als  Element  log  q  einzuführen; 
68  ist  aber: 

b  log  q  =  Mod  —  , 


68  wird  also  sein: 


(28) 


d  log  9 


Mit  Rücksicht  auf  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  aufgenommenen 
Elitwickelungen  gestalten  sich  daher  die  Formeln  zur  Berechnung  der«  Differential- 
quotienten für  Kometenbahnen  wie  folgt,  wobei  zu  achten  ist,  dass  sich  die  Co- 
ordinaten  a  und  d  auf  dieselbe  Fundamentalebene  beziehen  müssen,  auf  welche  die 
(irösseu  Q^  t  und  a  bezogen  sind: 

A  sin  A'  =  cos  [a — O)  cos  t 

A  cos  A'  =  sin  (a — Q) 

m  sin  M  =  sin  t 

m  cos  M  =  —  sin  [a  —  Q)  cos  t  ^  I) 

B  sin  ff  =  m  »in  (3/+d] 

B  cos  ff  =  cos  ia  —  q)  sin  d 


weiter  ist: 

F  sin  F'  == 

F  cos  F'  = 
G  sin  G'  = 
,       G  cos  (/'  : 
H  sin  //' 
//cos/r: 
wobei  zu  setzen  ist: 


kennv 
r2       ' 


nmr2 


•) 


.in^rcosj  r2  ^^  ^  ^,  tg  {  1,2  +  £/'  tg  i  t^^ 
"M^dlr  ^^'^-^  ('-^^  GsinC^'    j 


—  y  —2-  V/) , 


II) 


P=  7(i+<?) 
log/--=  8.23558—  10 

log  (—y)  =  8„77389— 10 


')  Far  die  Parabel  wird  offenbar  F'  ms  180  — 4  r. 
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und  hiermit  bT  in  Einheiten   des   mittleren  Sonnentages  erhalten    wird;   mit  dem 

Argumente 

I—« 


e  = 


i-i-e 


tg{v' 


sind  aus  der  Tafel  XVI  log  E^^,  log  £4*^,  log  Eq^  und  log  £4^  zu  entlehnen. 
Dann  ist 


coacfda 


J^=^BGsin(G'  +  B'  +  ul 

COScfo«  r      A  TT     '       t  rrr      i        Af     t        \ 

coa  (f  d  R 


dn 


= -^  ^  sin  (^' +  tt) 


dif  r 


JIT 


=  ^  5  sin  (5*  4-  «) 


-—-<-      ==  — >  tg  4  t  cos   a — Q  +M 
.    . ^     *)  =  —  — /!  sin  (ot —  Q  +  «)  sin  ^  tg  4  t  +  cos  e«  cos  d  ' 

COBff  d« 


/ 


-v-v—  =  —  -^sm  tt  cos  (a  —  Q)  sm  t 
d 


Illa) 


^. —  =  -~  <  sin  [a  —  q)  sin  d  sin  %  +  cos  d  cos  »  >  sin  u  , 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  für  die  ersten  drei  Elemente  der  Radius  als  Ein- 
heit gilt,  während  die  letzteren  drei  Elemente  schon  im  Hogenmaasse  verstanden 
werden ;  es  müssen  deshalb  die  für  die  drei  ersteren  Elemente  gefundenen  Cor- 
rectionen  mit  sin  i"  multiplicirt  werden,  wenn  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  llechnung,  wie  es  wohl  gewöhnlich  der  Fall  ist,  in  Bogeiisecunden 
angesetzt  werden. 

Die  eben  hingeschriebenen  Formeln  werben  aber  einer  theilweisen  Transfor- 
mation bedürfen,  wenn  die  Neigung  der  Kometenbahn  nahe  180"  gegen  die  ge- 
wählte Fundamentalebene  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  jede  Aenderung  von  .t 
durch  die  doppelte  Aenderung  von  Q  im  verkehrten  Sinne  nahezu  aufgehoben; 
führt  man  daher  das  Element: 

A  ^=^  n  —  2  ö 

ein,   HO  wird  anstatt  d  ji  in  der  Diffcrentialformel  zu  setzen  sein  : 

d7r  =  d^-f-2dQ  . 


*)  FQr  retrograde  Kometen  wird  man  mit  Vortheil  die  Formein  Illb)  benütsen. 
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Nach  den  Formeln  3)  und  4)    (pag.  385)  wird  man  haben: 
^^     =^'j  \  81^  (öf  —  Ö)  sm  u  +  cos  (a  —  Q)  cos«  cos  t  > 


=  2  -^  sm  -\  t^  cos  (a  —  Q  +  «) 


j =  --jl  cos  (a —  Q)  sin  t«  sin  <J — sin  [a  —  q)  cos  u  cos  i sin  d  +  cos  m  sin  t  cos  d  \ 

=  —  -jl  2  sin  (a  —  ö  +  w)  sin  d  sin  ^  f2  +  cos  u  cos  d  sin  t  >  , 


addirt  man  die  zusammengehörigen  Formeln,  nachdem  man  die  Differentialquotienten 
nach  7t  mit  2  multiplicirt  hat,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  und  offenkun- 
digen Reductionen  sofort: 


yi  =  jt  —  2  Q 


"VT  ^  J^  **"  (^  +  "' 
*'     =  ^  B  sin  (B' +  u) 


COR  (f  d  « 
sin 


lllb) 


08  o  0 «  r.  ,  _  ,        .      1    • 

nü5ä=  -J^""^^  («-Ö-«)  cotg^f 

.-  •  X  Q  =  -y{  COS  w  cos  d  —  sin  (a — Q  —  m)  sin  d  cotg  ^  *  ?  , 

welche  Ausdrücke  in  den  vorstehenden  Formeln  Illa)  an  die  Stelle  von      n        »    \       > 

'  \(^  und  -  sr—  ^^*  treten  haben,  wenn  sich  die  Neigungen  gegen  die  Fundamental- 
ebene  wenig  von  180"  unterscheiden.  Man  wird  dieselben  aber  stets  mit  Vortheil 
anwenden,  wenn  die  Neigung  der  Kometen  grösser  als  90®  also  die  Bewegung  re- 
trograd ist.  Würden  aber  die  Neigungen  fast  völlig  mit  180"  zusammenfallen«  so 
würden  natürlich  auch  diese  Formeln  nicht  ausreichen,  und  man  hätte  ähnlich  wie 
bfti  dt^r  Stöningsrechnung  (pag.  223)  die  Elemente  sin  i  sin  Q  und  sin  i  cos  ö  ein- 
zuführen; doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein,  weil  man  die- 
selben wohl  niemals  in  Anwendung  ziehen  wird. 

Es  ist  klar,  dass  man  von  vorstehenden  Formeln  ebenfalls  Gebrauch  machen 
wiril,  wenn  man  sich  nur  die  Ermittelung  parabolischer  Elemente  vorsetzt;  man 
wird  nur  die  von  den  Grössen  G  und  Cr"  abhängigen  Grössen  nicht  zu  berechnen 
brauchen.  Stellt  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  heraus,  dass  die  Parabel  den  Be- 
obachtungen nicht  völlig  genügt,  so  wird  man  die  Berechnung  dieser  Grössen  nach- 
tragen, unter  der  Voraussetzung  «  =  i ;  man  wird  so  in  den  meisten  Fällen  mit 
genügender  Genauigkeit  die  elliptischen  oder  hyperbolischen  Elemente  des  betref- 
fenden Himmelskörpers  erlangen.  Diese  Methode  würde  nur  in  jenen  Fällen  unge- 
nauere Resultate  liefern,  wenn  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  beträchtlich 
iHt;  im  letzteren  Falle  wird  man  wohl  stets,  vor  Beginn  solcher  definitiven  Aus- 
l^leichungen ,  von  diesem  Umstände  Kenntniss  haben  und  in  der  Lage  sein,  ge- 
nügende Annähenmgen  für  die  Elemente  sich  anderweitig  zu  beschaffen ;  auch  wird 
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im  Falle  einer  nicht  allzu  bedeutenden  Abweichung  von  der  Parabel  die  wiederholte 
Auflösung  der  Hedingungsgleichungen  mit  den  Werthen  der  ersten  Annäherung  das 
Ziel  meist  erreichen  lassen  ^  falls  die  erste  Auflösung  keine  genügende  Ueberein- 
Stimmung  zwischen  den  Resultaten  der  directen  Rechnung  und  der  aus  den  Diffe- 
rentialquotienten abgeleiteten  Darstellung  der  Orte  ergeben  würde. 


§  6.    Die  Dlfferentialqnotlenten  mit  Bflcksleht  unt  die  Störungen. 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  auftretenden  C'oefficienten  müssen  in  etwas 
verschiedener  Weise  gewählt  werden,  wenn  man  die  Störungsrechnung  nach  ver- 
schiedenen  Methoden  durchgeführt  hat;  erlaubt  man  sich  aber,  die  Producte  der 
Incremente  der  Elemente  in  die  Störungen  zu  übergehen,  so  gestaltet  sich  die 
Lösung  dadurch  sehr  einfach,  dass  man  die  nahe  richtige  Voraussetzung  machen 
darf,  dass  die  Störungswerthe  in  beiden  Elementensystemen  identisch  gefunden 
werden.  Es  sollen  dem  entsprechend  die  verschiedenen  Methoden  der  Stönmgs- 
rechnung  für  die  vorliegenden  Aufgaben  vorgenommen  werden. 

Vergleicht  man  die  Form  der  heliocentrischen  (,'oordinaten ,  die  in  §  iii 
(pag.  383)  als  Ausgangspunkt  für  die  Ermittelung  der  Diflerentialquotieuten  gedient 
haben,   mit  der  folgenden  Form,   die  Encke's  Methode  der  Stöningsrechnung  gibt : 

X  =  Vq  (cos  «0  cos  Qo  —  sin  «o  sin  Q«  cos  «0)  +  1 
y  =  r©  (cos  u^  sin  Qq  +  sin  Uq  cos  Qq  coh  toi  f-  ly 
r  =  To  sin  t^  sin  %)  -|-  ^ 

und  beachtet,  dass  der  \'oraiissetzung  nach  ^,  r/  und  L*  constant  sind,  so  leitet  man 
leicht  die  Bemerkung  ab,  dass  die  Variationen  der  heliocentrischen  Coordinaten  in 
diesem  Falle  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  in  den  früher  entwickelten  For- 
meln durchaus  die  ungestörten  Grössen  einführt.  Der  IJebergang  auf  die  geocentri>chcMi 
Orte  diirrli  die  Fonneln  : 


••OS 


*  ^  sin 'er — Q)  .  ,     cos  {«— Q)  ^ 


^  ir  CO«;« — Q,     .      ^  .  »in  (« — Q\     .      v  v        .    coHif^ 

öo  -  -  -  -  sm  0  Q  T  —  sni  0  0  y  4-      #  "  -^ 

erfordert  aber  für  die  Berechnung  der  (Joefiicienten  der  \'ariationen  der  C*oordinaten. 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  thatsächlichen  geocentrischen  Coordinaten.  die 
man  sofort  dadurch  erhält,  dass  man  für  »  luid  <}  die  beobachteten  (-oordinaten. 
für  die  geocentrisc-he  Entfernung  J  aber  die  mit  Rücksicht  auf  die  Stonmio*u 
erlangten  Werthe  einsetzt,  Werthe,  die  ohnedies  schon  stc»t8  durch  anderweitige 
Rechnungen  l>ekannt  sind.  Es  ist  klar,  dass  man  von  den  gemachten  ^*orschriften. 
ohne  mehr  als  die  Eingangs  als  zulässig  betrachtete  N'emachlässigung  der  Producte 
der  Störung<»n  in   die  Incremente  <ler  Elemente  zu  übergehen .   abweichen  kann  und 
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untennischt  die  mit  Rücksicht  oder  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  erhaltenen  Werthe 
als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  benützen  kann;  doch 
wird  die  Befolgung  der  ol^igen  Vorschriften  den  Vortheil  bieten,  dass  man  in  dem 
Toigelegten  Falle  die  Variationen  der  geocentrischen  Orte  durch  die  Variationen  der 
Elemente  strenge  ausgedrückt  erhält,  wenn  man  die  Stömngswerthe  als  unabhängig 
von  den  letzteren  betrachtet.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  atich  das  Folgende 
zu  betrachten. 

Bei  Hansen-Tietjen^s  Methode  hat  man  für  die  heliocentrischen  Coordi- 
naten  die  Form: 

^  =  (W)(i  +^)  [co%[V'\-(o^'^J(a)  cos 00  —  ^\n{V '\- (a^-^-  J (o)  sinQoCostnj  +  ^cosa 

y  =  (W)(i  +^)  {co8(F"-f-Wo  +  ^w)8iiiQoH-9in(F"+««'o  +^w)  cos Q© cos ^j +  5? cos i 

^=  ((r))(i +1^)  sinwosin^o+^cosc  ; 

gestattet  man  sich  die  Variationen  der  Grössen  cos  a^  cos  b  und  cos  c  in  die  stets 
kleine  Störung  der  verticalen  Coordinate  zu  vernachlässigen,  so  hat  man  in  den 
Formeln  i)  pag.  383]  nach  der  Vei^leichung  zu  setzen: 

statt  V  den  Werth   V 
»     r    »  »       ((r)) 

»    tt     »  »      (F^+Wq  +  ^ö^)  • 

Mit  Rücksicht  auf  den  Uebergang  auf  die  geocentrischen  Coordinaten  wird  man 
daher  für  diese  Methode  die  Bemerkung  ableiten,  dass  bei  der  Berechnung  der 
Differentialquotienten  durchaus  die  Coefficienten  der  eben  gemachten  Identification 
zufolge  zu  bestimmen  sind ,  dass  für  a  und  6  die  beobachteten  Grössen ,  für  ^  die 
geocentrische  Distanz  mit  Rücksicht  auf  Störungen  zu  substituiren  ist,  dass  aber  in 

dem  allen  Quotienten  gemeinsamen  Factor  -j  für  r   der  Werth:    (r)  =  ((rj)  (i+^l 

einzusetzen  ist  (die  zweiten  Potenzen  von  z  übergehend) ,  da  nach  der  Differentiation 
der  obigen  Ausdrücke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  gemeinsame  Factor  (1+^) 
auftritt. 

Endlich  sind  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  durchaus  jene 
Werthe  für  die  in  den  Differentialformeln  auftretenden  Grössen  zu  substituiren,  die 
steh  aus  den  für  die  Zeit  des  Ortes  osculirenden  Elementen,  die  man  ohnehin  zur 
Darstellung  der  Orte  gebraucht,  ergeben. 

Erreichen  aber  die  Störungen  halbwegs  grosse  Werthe,  so  werden  die  hier 
angegebenen  Formeln  auf  arge  Widersprüche  fuhren,  die  sich  dahin  aussprechen 
lassen,  dass  dieselben  Incremente  der  Elemente  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  ver- 
schiedene Aenderungen  in  denselben  Orten  bei  Anwendung  verschiedener  Methoden 
der  Störungsrechnung  bedingen  werden,  da  die  nach  den  obigen  Vorschriften  ent- 
wickelten Differentialformeln  für  die  verschiedenen  Störungsmethoden  nicht  identisch 
gefunden  werden  können.  Diese  Unterschiede  hängen  iimig  mit  der  bei  der  Stö- 
ningsrechnung  bereits  erörterten  Frage  zusammen ^  was  zu  thun  ist,  wenn  man  die 
Störungsrechnung    nach    der    Variation     der    Coordinaten    mit    etwas    veränderten 

Oppolsfr,  Balmbestimmangen.  II.  52 
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Elementen  fortsetzen  will.  Macht  man  wie  dort  die  Voraussetzung,  dass  die  Ele- 
mente hinreichend  genau  sind  zur  Darstellung  der  Ejüfte,  so  wird  man  zu  dem 
Schlüsse  gelangen,  dass  die  nach  der  Variation  der  Constajfiten  entwickelten  Werthe 
für  die  Differentialformeln  jene  sind,  die  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten 
kommen ;  man  sieht  hieraus,  dass  durch  diese  Betrachtungen  ein  neuer  wesentlicher 
Vorzug  für  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  resultirt.  Es  wird  also  als 
das  Richtigste  erscheinen,  für  jeden  Ort  osculirende  Elemente  abzuleiten  und  aus 
diesen  die  Differentialformeln  abzuleiten ;  dies  würde  aber  auf  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen führen  und  es  wird  im  Allgemeinen  vorzuziehen  sein,  auf  diese  Unterschiede 
nicht  weiter  Rücksicht  zu  nehmen  und  sich  an  die  obigen  Vorschriften  zu  halten. 


§  6.    Beispiele. 

« 

Es  sollen  nun  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Methoden 
zur  Ableitung  der  wahrscheinlichsten  Bahnelemente  einer  Planeten  und  einer  Ko- 
metenbahn verwerthet  werden,  und  ich  wähle  als  erstes  Beispiel  den  Planeten  Erato, 
für  den  die  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Daten  nahe  vollständig  in  den 
vorangehenden  Abschnitten  als  Beispiele  aufgenommen  sind.  Die  Normalorte  und  die 
Sonnencoordinaten  finden  sich  auf  pag.  382,  die  Störungswerthe  auf  pag.  iq6  ff. 

Zunächst  wurden  aus  den  Störungstafeln  mit  Hilfe  der  bei  den  mechanischen 
Quadraturen  (pag.  35,  39,  53,  55)  entwickelten  Formeln  die  Störungswerthe  für  die 
Zeiten  der  Normalorte  gebildet;  es  fand  sich  so : 


1860  Sept.  19.5 

1861  Dec.  28.5 
1863  Apr.  10.5 
1871  Sept.  15.5 

1873  Jan.    16.5 

1874  März  22.5 

1875  Mai    21.5 

1876  Juli    18.5 


+  3°i2'52"96 
+  2  823.59 
+  o  36    7.19 

+  I  1  47-42 
-f-  o  21    8.44 

+  \>  052.69 
—  00  1.85 
+  02  19.35 


Ju} 


Jt  ^ 


1877  Nov.  24.5   +  o  32  4.26 


—  39  o  95 

—  36  49-97 

—  33  23.14 

—  8  18.00 

—  5  27.49 

—  I  21.89 

—  o  20.41 

—  421.39 

—  13  9.48 


log(i-Hi/) 

9.998  9782 
0.005  2451 
o.ooi  7959 
0.000  6861 
0.001  7985 
0.000  2260 
0.000  0088 

9.999  5890 
9.997  9572 


-f-  0.000  6033 

—  O.OOI  0723 

—  0.000  7677 
+  0.000  0705 

—  0.000  2138 

—  0.000  0614 

—  0.000  0136 

—  0.000  II 17 

—  0.000  0183 


Der  Ausgleichung  zu  Grunde  gelegt  wurden  die  folgenden  genähert  richtigen 
Elemente  der  Erato,  welche  auch  für  die  Ermittelung  der  Stömngswerthe  gedient 
haben : 


4H      

@  Erato 

Epoche  und  Osculation  1874  Dec.  26.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

Mittl.  Aeq.  1870.0. 
Z  =  2i9°  8'  ö^S 
3f  =  180  40^48.9 

7t  =      38   27    17.9 

Q  =  125  4239-7 
t   =        2   12  23.9 

v=    959149 

|M  =  64o"896o5 
log  a  =  0.495  4793  . 

Da  man  noch  der  auf  das  mittlere  Aequ.  1860.0  und  1880.0  bezogenen  Elemente 
bedarf,  so  wurde  nach  den  diesbezüglichen  Formeln  (I  pag.  81)  der  Einfluss  der  Prä- 
cession  gerechnet  und  für  die  nöthigen  Keductionen  gefunden : 


1860,0               1880,0 

J  L  J  7t        — 

8'22"45         4-  8'22"47 

^Q       — 

6'5o"69         +  6'5o"72 

^i       + 

3^24         -        3^24 

• 

Damit  fand  sich  nach  den  Ausdrücken  13)   (pag.  162)  : 

i 

.    1860 

1870 

1880 

(Oq 

272^43'  6"44 

272?44'38"20 

272V  9"95 

A 

21537    1.51 

215  43'52.2i 

215  5042.97 

B 

126  20  54.17 

126  27  39.46 

126  34  24.86 

C 

121  13  19.66 

121  20  35.84 

121  27  52.16 

sin  a 

9.999  J869 

9.999  7877 

9.999  7884 

sin  b 

9.966  6719 

9.966  6852 

9.966  6985 

sin  c 

9.578  0699 

9-577  9845 

9-577  8993 

cos  a 

8.495  84 

8.495  04 

8.494  24 

cos  b 

9fi576  58 

9ii576  50 

9n576'42 

cosc 

9.966  42 

9.966  44 

9.966  45 

Hierbei  wurde 

die   mittlere   Schiefe 

der  Ekliptik   nach  Le 

Verrier   angenommen 

und  zwar: 

m 

1860 

*                                       4 

1870 

22.31 

1880 

17. «is  ; 

hierauf  wurden  die  Störungen  in  der  verticalen  Coordinate  (vergl.  pag.  410)  z  mit 
den  entsprechenden  Cosinusfunctionen  multiplicirt  und  die  für  die  drei  Coordinaten 
gefundenen  Correctionen  mit  den  Sonnencoordinaten  verbunden,  wodurch  in  den 
ferneren  Rechnungen  die  auf  der  Bahnebene  verticalen   Störungscomponenten   die 

5a» 
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einfachste  Berücksictftigung  finden ;  die  so  veränderten  Sonnencordinaten  nebst  der 
Anzahl  der  Tage,  die  von  der  Zeit  der  Epoche  an  verflossen  sind,  finden  sich  in  der 
folgenden  Zusammenstellung : 

t  X  +  zcoBa  Y-i-zconb  Z+zcobc 

1860  Sept.   19.5      —  5210.5  —  1.002  3870  4-  0.044  9809  +  0.020  1741 

1861  Dec.  28.5  —  4745.5  -f-  0.124  1943  —  0.894  3974  —  0.389  2742 
1863  Apr.  10.5  —  42775  -f-  0.938  9499  +  0.322  7729  +  0.139  2215 
1871  Sept.   15.5       —  1 197-5  —  0.996  6587  +  0.118  4228  +  0.051  4640 

1873  Jan.  16.5  —  708.5  +  0.445  7369  —  0.804  5314  —  0.349  3135 

1874  März  22.5  —  278.5  +  0.996  5731  +  0.033  8409  -h  0.014  6166 

1875  Mai  21.5  +  146.5  +  0.498  5743  4-  0.808  5571  4-  0.350  8069 

1876  Juli  18.5  +  570.5  — /0.455  2574  +  0.833  4609  +  0.361   5080 

1877  Nov.  24.5  -f-  1064.5  —  0.450  0632  —  0,805  4619  —  0.349  49^5 

Leitet  man  nun  mit  Hilfe  der  Formeln  14)  (pag.  162)  die  heliocentrischen  Co- 
ordiuaten  nach  den  obigen  Elementen  ab  und  verbindet  dieselben  mit  den  ent- 
sprechenden Sonnencoordinaten,  so  finden  sich  die  folgenden  Unterschiede  zwischen 
den  Beobachtungen  und  den  berechneten  Orten: 

Beobachtung-Rechnung 
cosdda  dd 

1860  Sept.  19.5         —  37"o5  —  i3"43 

1861  Dec.  28.5         —  12.73  +     3-39    • 
1863  Apr.  10.5         +  10.29               —     5'^9 
1871  Sept.  15.5         —     9.87               —     7.56 

1873  Jan.    16.5  —    0.05  —  0.64 

1874  März  22.5  4-  22.28  —  8.24 

1875  Mai    21.5  4-  27.09  —  7.35 

1876  Juli     18.5  4-  17-07  4-  4-13 

1877  Nov.  24.5  4-1.69  —  1.30 

welche  dazu  benützt  werden  können,  um  diejenigen  Verbesserungen  zu  finden,  die 
man  an  die  obigen  Elemente  anzubringen  hat^  um  die  wahrscheinlichsten  zu  finden. 
Zur  Herstellung  der  Relationen  zwischen  den  Aenderungen  der  Elemente  und  den 
geocentrischen  Orten  wurden  die  auf  pag.  390  ff.  zusammengestellten  Formeln  benutzt 
und  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  409  gemachten  Bemerkungen  stellt  sich  die  Rech- 
nung, bei  welcher  in  Bezug  auf  den  Aequator  Q  =  4°44'48",  i  =  22^1 4'28''  und 
(ü'  =  33^56' 26"  angenommen  wurde,  und  die  ich  hier  übrigens  der  Kürze  halber 
nur  für   den  ersten  Normalort  mittheile,    wie  folgt: 

Aus  I)    (pag*.  390)  folgt: 

o — Q  3''56'42"        sint'^msinJIf  9.57807  sind  7.94229 

co8(a— q)  9«99897  9-99394  Bsinff  9-5774' 

^co8^'  =  sin(a — Q)  8.83758  1» cos 3f  8^80400  9.99988 


i13 


9.99880 
^sin^'  9*96539 
A'  85°44'2o" 
log^  9-96659 

Aus  II)   (pag.  390)  resultirt: 

—  a:  ((r))     0^07 186 
sin  V    9n743i4 

ä^i^yj)^  0.14372 

FsinF  9.06076 
9.99848 
0.13709 


'_w 


M    99'^33'o' 
Jf-fJ  100^  3'6" 
[sinM'+-d)  9.99328 

m  9.58413 


F  cos  F' 
F 

logi^    0.13861 


4^7'42" 


cos  F^  9.92056 

ccos  V  +0- 14444 

2  + «cos  V  0.331 31 

logd  0.344^ 

I  +CCOS  V  0.05860 

(i-f-^cosf^)^  0.11720 

y—  I  9.82610 

log/  0.22273 


log^ 
tFmiF 
Add 


3n7i688 

9.80752 
^»158516 

9n99937 
3f|85397 
O'  183V57" 
log  G    3  85460 


5«4'40 


GeosG' 


V+7t 

sin(K+/r)     8.94698 

/sin  F    7^82271 

Add. 

C08(F+^) 

— fnsin  V 
Add. 

m 

a 

(W) 


H  sin  IT 


9.96609 
9.99829 
7.72621 
0.00231 

8.91307 


ifsin  /T'^ 

a 


0.00060 


Weiter  findet  sich: 


(r)     0.42260 

z/    0.21875 

(r) :  J    0.20385 

85°25'i2" 

88°2i'26 

o.  1 7044 

9-78138 


A'  +u 
R  +  u' 

(r)  A:  J 
[r)  B:J 


BcosB'  7.94126 
S'  88°4o'34" 
log  5  9.57753 
««'  359V52" 


—</ COS  (F+tt) 

-«/ 

Add. 

dBm{V-]-Jt] 

qf 

Add. 

* 

Hco%W 

H' 

logH 


o„34286 

91136753 
0.04369 

9.29155 
9-27103 

0.31141 

8.98493 
9n99966 

On38655 

i77°43'43" 
0.38689 


Ä*sinjBr'     0.07246 

9.97838 

JfcosÄ^    ^9.58244 

IC  72VIO" 

log  K    0.09408 


Die  Rechnung  nach  III  (pag.  391)  stellt  sich  wie  folgt: 

F+A'+u  90^i2'54"       O'+Ä^u  itfPidc^"      H+Ä+u  263^8*5^       iC+A'^u 

in  r-f^'+M)  0.00000  sin(G'4--4'+tt)  9^99985  sin(//'+-4'-f-M)  9^99689  srolK-^-Ä+u] 

r,  AFiJ  o.^ogo^  [r)  AG:  J  4.02^04         (r) -4 Ä':  z/ 0.55733  (r)AK:J 

^^ibaidL'   0.30905       cosdda:dfi  4^02489       cosdda:dO  0^55422       cosdbaihW 


I57*29'22" 

9.58303 
0.26452 

9.84755 


F'+B'+ugf  g'  S"       O'+R+u  zji^'ze'zi"    IT+R+u  266^  g"      K'+ff+u 

l/'+Ä'+ti)  9.99934  sin(G'+5'+tt)  9n99986  8in(/r+-B'+tt)  9n99899   8in(Ä"+^+w) 

r  BF'.J  g.giggg  {r)BO:J  3.63598  (r)  BH:J  0.1ÖB27  (r)BK:J 

Öd=</L' 9.91933  d<l:d/u  3,163584  dd:d0O||i6726  hdidW 


i6o°25'36" 
9.52506 
9.87546 
9-40052 


O  — Q'   +  li 

3°37'34" 

/      sin  vi 

71174565 

co8(a — q'  -|-  m') 

9-99913 

cos  (a — Q ')  sin  % 

9.57704 

[T)\%\i:J 

9-49735 
9.49648 

cosd  ^a  \^i 

7- 52654 

COB  d  d  a  :  sin  t"  d  Q 

8in(a  — q')  sini' 

8.41565 

8m(a  — ö'  +  w') 

8.80103 

sin«) 

7.94229 

sind  X%\% 

7-23579 

Add. 

O.OOOII 

COStt' 

9.99999 

cos  8  cos  i 

9.96640 

C08() 

9.99998 

I 

6-35794 

I 

6.03682 

{....} 

9.96651 

II 

9-99997 

(r)  sin  u' :  ^ . 

7n94950 

Add. 

0.00005 
0^00002 

öd:  Ä/ 

7n9«6oi 

{...} 

^<J  :  sinV'  öq' 

0^20387 

Als  Probe  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  man  das  Verfahren  ein- 
schlagen, dass  man  mit  variirten  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  sucht  und  nach- 
sieht, ob  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Aenderungen  in  den  Orten  mit  den  aus 
den  DifFerentialformeln  folgenden  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen, 
doch  darf  man  die  Aenderungen  nicht  allzu  gross  nehmen,  weil  sonst  der  Einfluss 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  nachtheilig  wird. 

Behandelt  man  in  ähnlicher  Weise  die  übrigen  Orte,  so  erhält  man  die  auf 
pag.  320  ff.  bereits  angeführten  Bedingungsgleichungen.  An  dem  citirten  Orte  wird 
sofort  die  Ableitung  der  Normalgleichungen  aus  denselben  voi^enommen  und  pag.  343 
die  Herstellung  der  Eliminationsgleichungen  erläutert;  pag.  345  findet  sich  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  aus  den  letzteren  durch  successive  Substitution,  pag.  350, 
351  dieselbe  Bestimmung  unabhängig  fiir  jede  Unbekannte  durchgeführt,  pag.  352  ii^t 
die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  beigestellt;  man  wird  stets  ak 
Controle  fiir  die  Richtigkeit  der  Rechnung  diese  Darstellung  auch  durch  die  directe 
Rechnung  prüfen.  Auf  pag.  352  finden  sich  die  Correctionen  der  Elemente  logarith- 
misch in  Bogensekunden  verstanden: 

log  5  i>'  =  1 .0025  log  ö  y  =  O116939 

log  6/i  =  7.4842  log  sin»"  öQ'  =  9.6220 

log  dO  =  0.7807  log  6»*  =  9„0576  , 

Um  zunächst  die  Elementenändenmgen  von  <D  und  W  in  solche  von  n  und  if  tu 
übertragen,  wird  man  sich  der  Formeln  IV)  ,  VII)  und  VIII)  (pag.  392,  393)  be- 
dienen und  finden: 

7t'  —  7t^  =  +  44"99 

9  —9>o  =  —    o"o7  • 
l^e  Ausgangselementc  selbst  sind  auf  die  Ekliptik  bezogen ,   während  sich  die  hier 
gefundenen  Verbesserungen  auf  äquatoreale  Elemente  beziehen ;  zu  der  hier  nöthigeo 
Transformation  wird  man  die  Formel  IX)  pag.  395  heranziehen   und  finden  t  wenn 
man  nun  alle  Correctionen  zusammenbringt: 
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6Z  =  +    9"98 

dTT  =  4"  44-91 
dQ  =  —  3.12 
6f  ==  +  0.42 
df>  =  —  0.07 
d^£  =  -|-    0.003049 

und  die  verbesserten  Elemente  der  Erato  werden  sein: 

(S)  Erato 
Epoche  und  Oscul.  1874  Dec.  26.0  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aequ.  1870.0. 
i  =  2i9°  8'i6"78 
M=  180  40  13.97 

TT  =      38  28      2.81 

Q=  125  4236.58 
»  =        2   12  24.32 

q>=      9  59  "4.83 
/i  =  64o''899099 
log  a  =  0.4954779   . 

Rechnet  man  nun  nach  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  mit  Rück- 
sicht auf  die  obigen  Störungswerthe,  so  erhält  man  die  folgenden  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung,  denen  ich  jene  auf  pag.  352  durch  die 
Differentialformeln  erhaltenen  beisetze;  die  Uebereinstimmung  beider  Resultate  in- 
nerhalb der  Unsicherheit  einer  siebenstelligen  Rechnung  gibt  eine  höchst  befriedi- 
gende Controle.     Es  findet  sich: 


directe  Rechnung 


Differentialformeln 


cosdda 

dd 

1. 

o"27 

+    2"l8 

2, 

+  1.14 

'+  0.82 

3- 

—  0.58 

—  J.49 

4« 

—  1  09 

—  3-47 

5- 

—  2.31 

—  0.32 

6. 

—  0.15 

+  0.22 

7- 

+  0.37 

—  1-23 

8< 

+  0.04 

+  0.94 

9 

+  2.26 

—  0.42 

cos  d  6  a 

hd 

-  0^28 

+  2.18 

+  1.13 

4-  0.82 

—  0.46 

1.52 

0.99 

3.43 

—  2.43 

—  0.39 

—    O.IO 

+  0.20 

-+-  0.49 

—  1.23 

+  0.17 

+  0.97 

+  2.32 

0.44 

Schliesslich  wäre  noch  erwähnen,  dass  auf  pag.  361  die  Gewichte  und  die 
mittleren  Fehler  der  Unbekannten  abgeleitet  sind;  es  ist  an  der  betreffenden  Stelle 
gefunden  worden: 

hV  =  ±  o"494  ö  «F=  dr  ©"315 

Ä/i  =  ±  0.000143       6q'  sinT  =  ±  0.529 
Ä0  -^  ±  0.276  dt"  =  ±  0.588. 
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Zunächst  wird  man   die  Unsicherheit  der  Elemente  n    und  (f  mit  Hilfe  der 
Formeln  9)  pag.  388  ableiten.     Dieselben  ergeben: 

^n  =^ du) ; —  oT 

Bin  9  Bin  9 

^  sin  1^  ^  gm.     ,    CO«  n\  •„ 

^        cos  (p  '    cos  tp         ' 

mit  Rücksicht  auf  die  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinandergesetzten 
Principien  wird  man,  wenn  man  durch  E  den  mittleren  Fehler  vorstellt  und  durrh 
den  Index  das  Element,  auf  das  er  sich  bezieht,  bezeichnet  erhalten : 

und  unter  den  Annahmen  7t'  =  3 8*^49' 6  und  q>  =  9*^59*2  wird  folgen: 

E(n)  =±  i"683 
E{g)]  =  ±  0.305  . 

Aehnlich   wird   man   aus    den   Formeln   X)    pag.  395    erhalten    (t  =  2^12^4, 
f  =  22°i4'2,  a  =  i2i°2o'6) : 

E(t)  =  ±  l^(cos o  E (ti) 2  +  (sin a  £ (q'  sin t)) 2 

2 


m  =  ±  }/(Sf^(0)V(^^(«'smr)) 


ii  (/r)  =  ±  V(£(7r'i)2  +  (sina  tg^t  £(»"p  +  ({cosa  tg^i— tgi»)  E(q'  sint'P 
£(i)  =  ±  V(£(Z.')J2  +  (sina  tg|»  2i(f'l)2  +  ({cosa  tgi»~tgiiy£(Q''Mii7ji2~ 

nach  Einfuhrung  der  obigen  numerischen  Werthe: 

E{L)  =±  o"5o6 

Eiji)  =  dz  0.000143 

E{7r]  =^±  1.687 

E{q>)  =  ±  0.305 

£(Q)  =  ±  14.873 
E[t)  =  ±    0.546  . 

Um  die  für  die  periodischen  Cometen  in   Vorschlag  gebrachten  Formeln   zu 
erläutern,  will  ich  dieselben  auf  einen  Ort  des  Winnecke'schen  Cometen  (ni,  18 ig 
anwenden;  für  den  auf  den  mittleren  Aequator  1880,0  bezogenen  Ort  des  Cometen 
hat  man : 

1875  Febr.  9.5  mittl.  Berl.  Zeit  a  =  276°38'i     d  =  — i6**i6'2  ; 

die  aus  den  Elementen  zu  entlehnenden  Grössen  sind: 

ö'  =    29^1 7'7  c  =  —  47"43'3 

f—    2150.0  logr=       9.9837 

iü    =  249  35.0  log'«^  =  0.1340 

V=    47491  loga=       0.5053 

ju  =  6i9"6i  log/-=        37874 
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wobei  also  wieder,  wie  im  früheren  Beispiele  der  Aequator  als  Fundaraentalebene  und 
fiir  die  Zeit  i  als  Ausgangsepoche  1858  Mai  1.0  angenommen  ist.  Nach  den  For- 
meln I)    (pag.  390)   erhält  man: 


0 

r— Q 
sind 

247"20  4 
9fi4474 

m  Bin  in 

• 

9.5704 
9.9625 

cos(a 

-Q'J 

COSf" 

9^5858 
9.9677 

mcos  Jf 

M 

9.9328 
23"28'0 

sin  (a 

-Q') 

9fi965 1 

M+8 

7118 

^A 

sin -4' 

9n5535 

sin  [M+  ») 

9.0979 

— 

— 

9^9696 

m 

9-9703 

A 

cos -4' 

A' 

log  A 

u' 

9n965 I 

20l"ll'3 

9-9955 
20i°5i'7 

B  cos  F 
ff 

9.0682 

9.8663 
9.0332 

47^1 8'4 

A 

'  +  u 

43°  3'o 

log  5 

9.2019 

B 

'  +  u' 

/249  10  I 

r  :  J 

9.8497 

• 

Ar:J 

9.8452 

C0St7 

9.8278 

• 

Br:  J 

9.0516 

sinr 

9^8692 

nach  11)   (pag.  390,  391) 

wird  sich  finden: 

eotxf)  cos» 

9.6548 

tF 

sin 

r 

4.2210 

siiKp  cost? 

9.6976 

a  :  r 

0.5216 

2  : 

3/" 

sin  i" 

2.3462           ; 

>+8inf/)co8tJ 

0.3977 

—  tgip  »in» 

9.9120 

Add. 

0.0058 

sin«  secf/) 

0„0422 

«2  ;  r2 

1.0432 

G 

sin 

G' 

4.2268 

PsinP' 

0.1764 

FsinF 

0.4336 

9.9721 

9n9435 

9.9727 

G 

cos 

G- 

4.6576 

PcosP' 

On4399 

.  F  cos  F' 

0.8702 

G' 

20"20'8 

r 

i5i"24'3 

F' 

20«5'9 

log 

G 

4.6855 

logP 

0.4964  . 

\ogF 

0.8975 

aus  III)  ipag.  391)  erhält  man,  wenn  man  die  analogen  Operationen  für  die  4  Ele- 
mente, neben  einander  durchführt  (die  angesetzte  Bezeichnung  ist  demnach  für  die 
4  verschiedenen  Columnen  entsprechend  verändert  zu  denken) : 


Mo 

f* 

9 

7C' 

/''  -hA'  +  u' 

bfS'g 

63°23'8 

»94"27'3 

43°3'o 

sin  (F  +A'  +  «') 

9.9504 

9.9514 

9n3973 

9.8342 

rAF.J 

0.7427 

45307 

0.3416 

9.8452 

cosd  ha  :  bMo 

0.6931 

4.4821 

9n7389 

9.6794 

F'  +  B'  +  u' 

269"!  6'o 

269°3o'9 

40°34'4 

249°io'i 

»in  [F  +  S'  +  u) 

o„oooo 

Q„0000 

9-8132 

9,9706 

rAF-.J 

9.9491 

3-7371 

9.5480 

9.0516 

18  :  bMo 

9n949« 

3n737« 

93612 

9,|0222 

Oppolx^r,  RahnbeHtimniangen.  II. 
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für  hü'  und  bi  erhält  man  aus  III]   pag.  391 : 

a-ö'+tt'  89°i2'i 

co8(a  —  Q'  +  u')  8.1441 

rtg{t  :  J  9.1350 

cosd  ba  :  bQ'  sint'  7-2791 

sin  (a  —  q'  -|-  u')  o.cxxx) 

sindtgi»"  8^7327 

costi'  9^96  7  6 

cosd  9.9823 

I  8„7327 

II     9n9499 
Add.     0.0256 

{...}     9.9755 

bd  :  bQ'  sin»"     9.8252 

man  hat  also  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Variationen  der  geo- 
centrischen  Orte  die  folgenden  Relationen,  deren  Coefficienten  logarithmisch  zu  ver- 
stehen sind: 

co8(f  da  ssB  0.6931  ö  iüfo  +  4.4821  Ä/io  -h  9117389  b<p  -\-  9.6794  bn'  -\-  7.2791  «int'  dö'  +  8„5768  b^ 
d(f  BS  9„949i  bMo  -h  3ii737«  b/ÄQ  +  9.3612  b<p  ■+■  9m0222  bn'  +  9.8252  sint'dQ'  +  9114151  di' 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  zu  prüfen,  kann  man  sich  durch  willkür- 
liche Variation  der  Elemente  und  directe  Rechnung  aus  denselben  eine  zweckmässige 
Controle  verschaffen.     Setzt  man  nämlich: 


Sinti 

9«5709 

—  cos  [a  —  q')  sin  T 

9.1562 

cosd  da  :  dt' 

8^5768 

sin  (a — Q')  sint" 

9»i5355 

sind 

9»4474 

Add. 

0.0445 

cosd  cost** 

9.9500 

I 

8.9829 

{...} 

9-9945 

r  »lAu  :  J 

9n42o6 

bd:  bf 

9»4>5i 

dilf 



60" 

bfi 



+ 

o"oi 

bq> 





300" 

bn 

= 



40" 

JQ' 

sint 

— 

+ 

100" 

ö»" 



+ 

100 

80  erhält  man   durch  eine   directe   6  stellige  Rechnung  als  Variationen  der  geocen- 
trischen  Orte  die  Werthe: 

cosd  da  =  +  149"!  dd  =  —  25^4 

die  Substitution  der  obigen  Variationen  in  die  früher  ermittelte  Relation  ergibt  hierfür: 

cosd  da  =  +  I49"2  dd  =  —  25^0 

was  in  Anbetracht,  dass  die  Rechnung  nur  6  stellig  geführt  wurde,  eine  mehr  als  ge- 
nügende Uebereinstimmung  ist. 

Um  nun  endlich  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Formeln,  die  fiir  mehr 
parabolische  Bahnen  gelten,  vorzuführen,  wähle  ich  hierfür  die  Bahnbestimmung 
des  Cometen  I  1866,  und  werde  das  Beispiel  ausführlich  hier  mittheilen,  weil  es 
Gelegenheit  bietet,  jenen  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgeführten  Fall 
(pag.  362  ff.),  wo  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mit  einer  besonderen  Unsicher- 
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heit  behaftet  ist,  näher  zu  erläutern.  Als  Grundlagen  der  Rechnung  wurden  die 
folgenden  Normalorte  und  Sonnencoordinaten  angenommen,  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1866.0  beziehen: 


3 
4 

5 
6 

7 


mittl.  Berl.  Zeit  a  d  X 

1865  Dec.  22.5  333°i8'i7"3  +59°4i'i4"9  +0.0206905 
»      27.0  348.16    3.2  +26  58  14.3  -I-0.0992222 

1866  Jan.  4.0  352  5828.8  +  7  12  57.5  +0.2369292 
•  9.0  354  140.8  +  2  21  55.0  +0.3207984 
»      15.0  354  45  57.7  —  I    5  42.3  +0.4181360 

»      22.0  355  18    6.2  —  3  37  25.5  +0.5256975 
Febr.    5.0  355  5926.5  —  6  35  35.4  +0.7152903 


.9019836 
.8974048 

•B753931 
.8527856 

— 0.8169047 

—0.7634815 

— 0.6229677 


Z 

0.391 3801 
0.3893961 
0.3798464 

3700335 
0.3544614 

.3312834 

0.2703121 


Als  genähert  richtige  Elemente,  deren  Verbesserungen  gesucht  werden  sollen, 
wurden  die  folgenden  äquatorealen  Elemente  angenommen: 


T  = 

Ö'  = 


1866  Januar  11. 17 1697  mittl.  Berl.  Zeit 
342°28'24"88 


log  j 


e  = 


202  54  49.06 
143  1936.10 
9.9896805 
0.9053669 


mittl.  Aequ. 
1866.0  . 


Rechnet  man  in  der  bekannten  Weise  die  Fehler,  welche  diese  Elemente  in 
den  obigen  Normalorten  übrig  lassen,  so  finden  sich  dieselben  im  Sinne  Beobachtung 
—  Kechnung,  wie  folgt: 


cos d  ba 

hd 

1 

0 

logr 

log-^ 

log(<-D 

I. 

— 2^02 

+0.76 

—26^ 

'46'26" 

0.01239 

9.30736 

if|29384 

2. 

+4.55 

+2.27 

— 20 

5614 

0.0O352 

9.48685 

i,ii8i03 

3« 

—0.23 

— 0.84 

— 10 

342 

9.99287 

9-76731 

0^85562 

4. 

— 1.02 

+1.40 

3 

3  37 

9.98997. 

9.88562 

o„3368o 

5. 

— 0.58 

— 2.04 

+  5 

2323 

9.99059 

6.99336 

0.58301 

6. 

— 2.16 

—0.06 

+15 

5  54 

9.99686 

0.08850 

1.03456 

7- 

+0.64 

+0.58 

+33 

845 

0.02463 

0.21886 

1-39495 

ausserdem  habe  ich  die  aus  diesen  Elementen  füx  die  Zeiten  der  Normalorte  resul- 
tirenden  wahren  Anomalien  (v) ,  Radiusvectoren  (r] ,  geocentrischen  Distanzen  [J] 
und  die  seit  der  Perihelpassage  verflossene  Zeit  (t  —  T)  in  mittleren  Sonnentagen 
genähert  angesetzt,  weil  die  Kenntniss  dieser  Grössen  bei  der  Berechnung  der  Diffe- 
rentialquotienten nöthig  ist;  die  Rechnung  nach  den  Formeln  I]  (pag.  405)  stellt 
sich  wie  folgt: 
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J  2  3  4  5  6  7 

a  —  ü'  i30°V28"i45"2i'i4"i50"  sV'iSi^  6'52"i5i°5i'  9"  iS^^-zj'i;"  153°  4'37' 


sind    9.93615 

cos(a — q')    9,181158 

sin(a— q')     9.88175 

9.91699 

^sin^'    9.71578 


9.65661 

9n9i523 

9-75474 

9-87943 
9.81943 


9.09903 
9n9378o 
9.69817 
9.90970 
9.84200 


8.61564 

9n94230 

9.68400 
9.91588 


8^28130 

9n94534 
9.67370 

9.92007 

9. 84954 


8^80075 

9n94749 
9.66603 

9.92305 

9.85169 


9,i06ooi 
9„950i8 
9.65590 
9.92679 
9.85438 


9.84650 

A'    34°i8'32"    49°i5'  s"    54°i9'  f    SS^^SV'    56^1/40"    56^53'24"    57'*39'34'' 
log^    9.96476      9.94000      9.93230      9.93062      9.92947     9.92864     9.92759 


m  sin  3/ 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9-85433 

9.90028 

9.91944 

992373 

9.92673 

9.92890 

9.93168 

mcosM 

9.78595 

9.65894 

9-60237 

9.58820 

9.57790 

9.57023 

9.56010 

M 

44°2i'i5" 

52°38'25" 

56°io'io" 

57°  i'44" 

57°38'46" 

58°  6'  6" 

58°4i'54" 

M  +  d 

104    2  30 

79  36  39 

63  23    7 

59  23  39 

56  33    4 

54  2841 

52    6  19 

sin  [M+d] 

9.98683 

9.99282 

9.95136 

9.93485 

9- 92136 

9.91057 

9.89716 

m 

9.93162 

9.87588 

9.85672 

9-85243 

9-84943 

9.84726 

9.84448 

BsinB 

9.91845 

9.86870 

9. 80808 

9.78728 

9.77079 

9.75783 

9.74164 

9.91848 

9.95070 

9.99386 

9.99925 

9.99982 

9-99793 

9.99265 

B  cos  B" 

9nl^ni 

9n57i84 

91103683 

8»55794 

8.22664 

8.74824 

9.01019 

B! 

124"  i'  4" 

ii6°47'  8" 

99°36'4o" 

93^22'3o" 

88^21 '49" 

84°24'48" 

79°29  10 

\ogB 

9.  99997 

9.91800 

9.81422 

9.78803 

9.77097 

9.75990 

9. 74899 

«' 

112^47' 10" 

ii8°37'22" 

I29«29'54" 

i36«29'59" 

i44°56'59" 

i54"39'3o" 

I72"42'2«' 

aus  II)  pag.  405  findet  sich: 

• 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7  . 

sino 

9n65366 

9n55309 

9n2423i 

8„72743 

8.97281 

9.41577 

9-7378" 

r 

0.01239 

0.00352 

9.99287 

9.98997 

9.99059 

9.99686 

0.02463 

coso 

9.95075 

9-97034 

9.99327 

9-99938 

9.99808 

9.98475 

9.92287 

sin  r :  r 

9,^64127 

9n54957 

9f|24944 

8„73746 

8.98222 

9.41891 

9-7«3«8 

r2 

0.02478 

0.00704 

9-98574 

9.97994 

9.98118 

9.99372 

0.04926 

Fsini''' 

-71*69885 

71160715 

7n30702 

6„79504 

7.03980 

7.47649 

7-77076 

91198922 

9n99343 

9^99849 

9n99986 

9n99957 

9n99659 

9»98343 

FcofsV 

«„34562 

8n36336 

8^38466 

8^39046 

8^38922 

8n37668 

8,32114 

r 

i92"42'36" 

i89«56'35" 

i84«46'5o" 

i8i«27'  5" 

i77"26'2o" 

i72°49'40'' 

i64''i6'24'' 

logF 

8.35640 

8.36993 

8.38617 

8.  39060 

8.38965 

8.38009 

8-3377» 

tKi»    91137656      9n26663       8^94463       8^42673  8.67274      9.12230      9.47363 

tgli?2    8.75312       8.53326       7.88926      6.85346  7-34548      8.24460     8.94720 

0+0.00281  +0.00170+000038+0.00004  -fo.oooii +0.00087+0.00440 

tgjr*    7.50624      7.06652      5.77852      3.70692  4.69096     6.48920     7.89452 

£4**    9.130051      9.30071      9.30096      9,30102  9.30101      9.30086     9.30021 

/io''+2. 00281   +2.00170  +2.00038  +2.00004  +2.00011+2.00087+2.00440 


I 

2 

3 

4 

5. 

6 

7 

^gi<'^+0'05^4  +0-03414 

+0.00775  +0.00071 

+0.00222  +0.01756  +0.08856 

£4'*  tg^r* +0.00064  +0.00023 

+0.00001 

0.00000 

0.00000  +0.00006  +0.001 57 

{. . .  .}+2. 06009  +2.03607  +2.00814  ■ 

+2.00075  +2.00233+2.01849+2,09453 

log:{...} 

0.31389 

0.30879 

0.30279 

0.301 19 

0.30153 

0.30503 

0.32109 

sino^ 

9.30732 

9. 10618 

8.48462 

7.45486 

7.94562 

8.83154 

9.47562 

£i^ 

0^00097 

0^00059 

0^00013 

O^OOOOI 

0^00004 

0^00030 

0|jOOi53 

i7 

9^90291 

9^90299 

9fi90307 

9^90309 

9^90308 

9*190304 

9*190282 

i  +  £i*'tg^ ©2  4.0.94323  +0.96581  . 

+0.99225  +0.99929 

+0.99778  +0.98242  +0. 91 1 1 2 

ZiVtgif^- 

-0.00257  - 

—0.00093  • 

—0.00005 

0.00000 

0.00000- 

—0.00025- 

-0.00627 

log{...} 

9-97343 

9.98447 

9.99660 

9.99969 

9.99903 

9.99219 

9.95657 

cos^o^ 

9.97607 

9.98542 

9. 99665 

9.99969 

9.99904 

9.99244 

9.96315 

smr:2(i  +tf) 

9^07266 

8^97209 

Sj>6i^i 

8^14643 

8.39181 

8.83477 

9. 15681 

GsinG' 

8n739i8 

8n53294 

7fi90538 

6^87402 

7n365i2 

8n25454 

8^91468 

9n94787 

9^96927 

9»9932i 

9n99938 

9.99807 

9.98446 

9.91567 

G'  cos  Cr' 

9„022l6 

8^94198 

8^65456 

8,^14581 

8.38988 

8.81940 

9.07653 

G'207«3i'46"20i°i8'  3"] 

[90«  6'  7"i 

83''  3'4i''- 

-5«23'46''- 

-I5«i4'8''- 

-34*'33'45" 

logG 

9.07429 

8.97271 

8.66135 

8.14643 

8.39181 

8.83494 
9.98789 

9.16086 

cos  V :  r 

9,93836 

9.96682 

0.00040 

0.00941 

0.00749 

9.89824 

q  cos  V :  r 

9. 92804 

9.95650 

9.99008 

9.99909 

9.99717 

9-97757 

9.88792 

-  I— e;GsinG' 

7.71522 

7.50948 

6.88142 

5.85006 

6.34116 

7-23058 

7.89072 

Add. 

0.00265 

0.00155 

0.00034 

0.00003 

O.OOOIO 

0.00078 

0. 00435 

log{...} 

9. 93069 

9.95805 

9.99042 

9.99912 

9.99727 

997835 

9.89227 

7— r)  :r2 

1^26906 

in»7399 

o„86988 

0^35686 

0.60183 

1.04084 

1.34569 

HsinÄ' 

0^29291 

0^32027 

On35264 

On36i34 

o„35949 

On34057 

On25449 

9^89951 

9n93729 

9^98508 

9n9986i 

9»99569 

9u9668o 

9**84953 

Ä^coslf' 

0.17777 

0.08270 

9.77859 

9.26557 

9n5io54 

9»94955 

o»25440 

^- 

-52°3o'27" 

-59°56'36 

"-75°4'9" 

-85°24'5i' 

'  26i°56'27' 

'247°52'55 

"22^''o'22" 

logJT 

0.39340 

0. 38298 

0.36756 

0.36273 

0.36380 

0.37377 

0. 40496 

Bei  der  Anwendung  des  Formelsystems  III^  pag.  406  wurden  jene  Abände- 
Hingen  in  Rechnung  gezogen,  die  in  der  Formel  III^  pag.  407  enthalten  sind 9  da 
dcT  Comet  sich  in  Bezug  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  als  retrograd  erweist,  es 
wird  also  statt  71'  das  Element  ^'  eingeführt;    die  Rechnung   stellt  sich   wie  folgt: 


A'  +«' 
IT  +1/ 
Ar:  J 
Br  :  J 


1234567 

147^  SV  i67"52'27"  183^49'  i"  I9i"58'39"20i«i4'39"2ii"32'54"230"2i'55" 
236  48  14   235  24  30   229    6  34   229  52  29   233  18  48   239    4  18   252  II  31 

0.66979      0.45667      0.15786      0.03497      9.92670     9.83700     9.73336 

0.70500      0.43467      0.03978      9.89238      9.76820     9.66826     9.55476 
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A'  +  r  +  u' 

ün{A'  +  F'  +  u) 

FAr:  J 

cos d  ba  :  bT 

S'  +  F  +  u' 

sin  [ff +F'  +  u') 
FBr  :  J 

öd:  dr 


I  2 

339°48'i8"  357^49'  2" 
9^53809   8^58078 

9.02619   8.82660 
8^56428   7n40738 


8«35'5i" 
9. 17461 
8. 54403 
7.71864 


i3°25'44" 
9. 36594 

8.425S7 
7.79151 


5                  6  7 

i8«4o'59"  24'^22'34''  34°38'i9'' 

9.50560  9.61566  9*  75466 

8.31635  8.21709  8.07107 

7.82195  783275  7-82573 


69V50"  65«2i'  5" 

9.97163  9-95851 

9.06140  8.80460 

903303  8.76311 


53°53'24" 

9- 90735 
8.42595 

8.33330 


5i^i9'34"  50^45'  8"  5i°53'58"  56^27'55" 

9.89249  9.88898  9.89594  9-92093 

8.28298  8.15785  8.04835  7.89247 

8.17547  8.04683  7.94429  7.81340 


A'  +  G'  +  u 

sin[A'+&  +  u') 

GAr:  J 

cos d  ha  :  he 

ff  +  G'  +  u' 

8in(J?'  +  G'4-tt') 

GBr:  J 

bd  :  be 


354°37'28"  9^io'3o"  13^55'  8" 

8,i97i66  9.20263  9.38120 

9.74408  9.42938  8. 8192 I 

8n7i574  8.63201  8.20041 


15°  2'2o"  i95°5o'53"  I96^i8'46''  ig^^'^S'w 
9.41409  9n43630  9n44852  9fi43509 
8.18140  8.31851  8.67194  8.89422 
7-59549      7n7548i      8^12046      8^32931 


84''2o'  o"  76°42'33"  59*'i2'4i"  52V'io"  227^55'  2"  223V'io"2i7°37'46'' 

9.99787  9.98821  9-93402  9.90198      91187050      91184048      91178572 

9.77929  9.40738  8.70113  8.03881      8. 16001      8.50320      8.71562 

9-77716  9.39559  8.63515  7-94079      8^03051      8,»34368      8^50134 


A'  ^ff  +  u' 

sin  [A'  +  ir  +  u') 

HAr:  d 

cosd  da  :  d  \o%q 

«  +  b:  -^%i 

sinljy  +  ir+tt) 

HBriJ 

hd  :  d  log; 


94°35'i5"i07^55'5i"io8''44'52"io6«33'48"  103^11'  6"  99^25*49''  95°22'i7' 

9.99861      9.97838      9.97633      9.98159      9.98840  9.99409  9.99Sc"g 

I. 06319      0.83965      0.52542      0.39770      0.29050  0.21077  0.13832 

I. 06180      0.81803      0.50175      0.37929      0.27890  0.20486  0.13641 

i84«i7'47"  i75°27'54"  154°  2^25"  i44°27'38"  I35°i5'i5"  I26°57'i3''  ii7°ii'53' 

8^87458      8.89800      9.64122      9.76438      9.84755  9.90261  9.949*' 

1.09840      0.81765      0.40734      0.25511      0.13200  0.04203  9.9507.' 

9fi97298      9-71565      0.04856      0.01949      9-97955  9-944^4  9-90^^^^ 


8in(^'4-ti')       9.73499      9-32234      8^82327      9»3i7o8      9fi559i2      9ii7i868      9,88650 
cosdda-.d^df       0.40478      9-77901      8^98113      9n35205      9n48582      9n55568      9„6iqg: 


sin  (ff  +  u') 

9v922t2 

9n9i552 

91187850 

9,88346 

9n904i3 

9n93339 

9»97^'t- 

öd:  d^ 

0^62762 

On350i9 

9n9i828 

9n77584 

9n67233 

9,60165 

9*53344 

a  — Q'-u' 

17^36' 18" 

26°43'52" 

20«33'46" 

i4°36'53" 

6^54'io" 

357°43'47^ 

}40°22'l6* 

cos  [a  —  q'  —  u'] 

9.97917 

9-95092 

9.97141 

9.98572 

9.99684 

9.99966 

9.974t*^* 

r  cotg^t*  :  J 

0.22542 

0.03706 

9-74595 

9-62474 

9.51762 

9.42875 

9.32610 

cosddor  :  sinf  dQ' 

0.20459 

9.98798 

9.71739 

9.61046 

9.51446 

9.42841 

g.3CH:it 

COStt' 

9n588o4 

9«68o37 

9n8o349 

9,86056 

9,91310 

9,95606 

%(^'^\: 

cosd 

9. 70305 

9.95000 

9-99655 

9.99963 

9. 99992 

9.99913 

9.007«- 

8in(a — 5'  —  u'] 

9. 48066 

9-65302 

9.54560 

9.40194 

9.07985 

8n59784 

g,526J4 

sind  cotg-^t" 

9.45654 

9.17700 

8.61942 

8. 13603 

7,80169 

• 

8,32114 

8,58040 

I 

2 

ViCiCJ 

3 

4 

5 

6 

7 

logl 

9„29i09 

91163037 

9^80004 

9u86oi9 

9»9i302 

9«955«9 

9«99359 

log  (-11) 

8«93720 

8„83002 

8,116502 

7n53797 

6.88154 

6^91898 

8^10664 

Add. 

o.  15918 

0. 06384 

0.00995 

0.00206 

9.99960 

0.00040 

0.00560 

9t,45027 
Oni5530 

9^6942 I 
0^21088 

9n8o999 
On03555 

9»86225 
9,^96660 

9»9i262 
9»90985 

9n95559 
9«86395 

9n999i9 
9»8o496 

sinw'       9.96471       9.94339      9.88742      9.83781       9.75913       9.63146      9.10368 

cosfa— Q')  sint"       9n58774      9n69i39      9n7i396      9n7»846      9»72i50      9»72365'     9ii72634 

coHÖhaibt        0.25748      0.15145       9.82694      9.66062       9.47786      9.26347       8.63579 


>in(j8in(a — Q') 

9.81790 

9.41135 

8.79720 

8.29964 

7n95500 

8^46678 

8n7i59i 

logl 

9. 59406 

9. 18751 

8.57336 

8.07580 

7n73ii6 

8^24294 

8^49207 

log  II 

9^60725 

9n85420 

9n90075 

9n90383 

9n904i2 

9n90333 

9n90I32 

Add. 

8.48907 

9.89463 

9.97907 

9- 99350 

0.00291 

0. 00939 

0.01660  , 

log  {. . .} 

8„o83 I 3 

9^74883 

9^87982 

9n89733 

9»90703 

9n9I272 

9»9i792 

r  «mu  :  J 

0.66974 

0.46006 

0.  II 298 

9.94216 

9.75636 

9.53982 

8.90945 

dd:  bf 

8n75287 

0,^20889 

9^99280 

9n83949 

9«66339 

9n45254 

8^82737 

Bei  der  Ausgleichung  wird  allen  Normalorten  das  gleiche  Gewicht  gegehen, 
man  kann  also  sofort  daran  gehen,  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angeführten  Vorschriften  (pag.  318)  die  Coefficienten  homogen  zu  machen  und 
man  wird  als  neue  Unbekannte  ansetzen  (Coefficienten  logarithmisch) : 

X  =  0.25748  bt 

y  =  0.21088  sint'ÖQ' 

z  =  0.62762  d^' 

^  =  1.06180  d  log  j'  V         a) 

"  =  9.03303  ^  r 
ta  =  9.77716  he 

log  Fehlereinheit  =  0.6580  . 

Hier  ist  schon  die  Anordnung  der  Unbekannten  so  gewählt ,  dass  die  mit 
besonderer  Unsicherheit  zu  bestimmende  Excentricität,  als  die  letzte  erscheint.  Die 
logarithmisch  angesetzten,  homogen  gemachten  Bedingungsgleichungen  sind  also: 

9„6474  =  0.0000  a;  +  9. 9937  y  +  9-7772«  +  0.0000^  +  9^5312«  +  8„9386tt? 


0.0000  =  9.8940 

8n7037  =  9-  5695 
9»35o6  =  9-4031 
9^1054  =  9.2204 

9n^7^5  =  9.0060 
9.  1482  =  8.3783 
9.  2228  =  8^4954 
9.6980  =  9ii95i4 


9-777' 
9.5065 

9.3996 

9-3036 

9-2175 
9.0893 

9ti9444 

0,|0000 


9.I5I4 

8«3535 

8„7244 
8^8582 

8^9281 

8„99^3 
o„oooo 

9^7226 


9.7562 

9-4399 

9-3175 
9.2171 

9.1431 

9.0746 

8^9112 

8.6538 


8»3743 
8.6856 

8.7585 

8.7889 

8.7997 

8.7927 

0.0000 

9-730I 


8.8548 
8.4232 
7.8183 
7n9776 

8„3433 
8»552i 
0.0000 

9.6184 


(i) 
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9»2663  =  9n7353^  +  9n^24'jy  +  9n2907z  +  S.gSöSt  +  9.3003«  +  8. 8580  w 
94881=9^5820  9ii7557  9«i482  8.9577         91424  8.1636 

9^6516  =  9^4059  9n6990  9i|0447  8-9177  90138  8„2533 

8,^1202  =  9^1951  9n653i  8^9740  8.8828  8.9113  8^5665 

9.1054  =  8^5699  9n594i  8^9058  8.8470  8.7804  8^7242 

Die  Bildung  der  Normalgleichungen  aus  diesen  Coeffi^ienten  ist  ausführlich 
bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (pag.  327  fF.j  behandelt.  Entlehnt  man  nuu 
dieser  Rechnung  die  für  die  Bildung  der  Eliminationsgleichungen  nothwendigen 
Glossen,  und  bildet  die  Controlgrossen  [as],  [bs]  etc.  (vergl.  pag.  317)  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  nach  den  früher  (pag.  339  ff.)  gegebenen  Vorschriften  wie  folgt, 
wobei  jedoch  mit  Rücksicht  auf,  die  im  §  6  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
(p^-  363  ff-)  gemachte  Bemerkung  die  Elimination  nur  bis  zur  vorletsiten  Unbe- 
kannten durchgeführt  wurde : 


X 

+  3.1865 

0.50331 

y 

H-  3.4049 
0.53211 

-f 

s 

«374» 
0.13805 

t 

4-  1.4853 
0.17182 

u 

—  1.0222 
0*00954 

-  w 

0.459a 
9^,66200 

n 

—  0.1590 
9^20141 

4-  7.8105 
0.89268 

Proben 
E 

0.02880 

4-  4.7297 
+  3.6384 

4- 

2.3616 
I .4684 

+  1.3453  —  2.0300 

-^-  1.5871  —  1.0923 

1.3478 
—  0.4907 

—  0.5159 

—  0. 1699 

4-  7.9478 
4-  8.3460 

+  1.0913 

0.03794 

+ 

0.8932 
9  95095 

—  0.2418 

9»38346 

—  0.9377 
9„97io6 

—  0.8571 
9«93303 

—  0.3460 
9»539o8 

—  0.398a 

9^60010 

—  0.39«' 

9.63474 

4- 
4- 

1.7681 
0.5926 

4-  0.6311 
4-  0.6406 

—  1.59*7  •—  1.2625 

—  0.4408   —  0.1980 

1 

—  0.4725 

—  0.0686 

+  ».8073 
4-  3.3684 

9.9I30I 

4- 
4- 

«.1755 
0.7311 

—  0.0095 

—  0.1979 

—  1.1519 

—  0.7675 

—  1.0645 

—  0.7015 

.   0.4039 
—  0.2832 

—  0.5611 

—  0.3259 

4- 

0.4444 
9.64777 

4-  0.1884 
9.27508 

—  0.3844 
9^5847» 

—  0.3630 
9«5599i 

1 
—  0.1207 

9«o8i7i 

—  0.2352 

9„37i44 

—  0.25;; 

9.66851 

4-  1.5484 
4-  0.6924 

—  0.3078 

—  0.4765 

—  0.1085 

—  0.2140 

—  0.0143 

—  0.0741 

4-  4.5795 
4-  3.6407 

9»3455» 

4-  0.8560 
4-  0.0536 

4-  0.1687 
4-  0.2078 

4-  0.1055 
4"  0.1899 

4-  0.0598 
4-  0.0767 

+  0.9388 
4-  0.0882 

9.62731 

4-  0.8024 
4-  0.0799 

—  0.0391 

—  0.1630 

—  0.0844 

—  0.1539 

—  0.0169 

—  0.0512 

4"  0.8506 
—  0.0997 

4-  0.7225 
9.85884 

4-  0.1239 
9.09307 

4-  0.0695 
8.84198 

+  0.0343 
8.535*9 

4-  0.9503  ! 
9.97786 

+  0  g>:s 
E 

9^50621 

4-  1.5016 
+  0.3279 

4-  1.2568 
+  0.1473 

4-  0.4841 
4-  0.0510 

—  1.710a 

—  a.5056 

1 

9«934i» 

4-  «.»737 
4-  0.8057 

4-  1.1095 

4-  0.7365 

4-  0.4331 
4-  0.2973 

4-  0.7954  ! 
4-  0.342a  ' 

9.93701' 

1 

1 

1 

4-  0.3680 
4-  0.33*5 

4-  0.3730 
4-  0.3140 

4-  0.1358 
4-  0.1044 

4-  0.453a 
4-  o.ao|4 

9. »3423^ 

4 

4-  0.0355 
4"  0.0211 

4-  0.0590 
4-  0.0119 

4-  0.0314 
4-  0.0059 

4-  0.2498 
4-  0.1630  , 

4-  0.0143  4*  0.0471 
8.15534    8.6730* 

4-  0.0255 
8.40654 

4-  0.0868   4-  0 c«*^ 
E 
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Um  zu  zeigen,  dass  in  der  That  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten, 
mit  einem  einigermaassen  genügenden  Grade  der  Annäherung  aus  diesen  Gleichungen 
nicht  möglich  ist,  will  ich  des  Beispieles  halber  die  Elimination  vollenden,  man 
erhält  so,  das  Schema  fortsetzend: 

+  1.1978     +  Ö.4811 
9^115869      +  0.0662     +  0.0229 

4-  1.1316    +  0.4582 
91189509      +  0.6732    +  0.2718 

+  0.4584    +  0.1864 
9^91214      +  0.2965     +  0.0986 

+  0.1619    +  0.0878 
8.98314      -f-  0.0067     +  0.0033 

+  0.1552    +  0.0845 
0.51768     +  0.155 1     +  0.0840 

+  o.oooi     +  0.0005 

so  dass  in  der  That  der  für  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten  nothwendige 
CoefBcient  weit  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  Rechnung  liegt  und 
wohl  auch  in  ähnlichen  Fällen  der  theoretischen  Ableitung  entgegen  (pag.  331)  ne- 
gativ gefunden  wird. 

Bestimmt  man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  nach  den  bekannten  Formeln 
ipag.  337,  338),  die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  der  letzten  Unbekannten  absieht, 
so  erhält  man : 

I«» 5]  =  1.9368  .  y) 

Aus  der  letzten  Eliminationsgleichung  folgt  aber  (logarithmische  ('oefficienten): 

u  =  0.25120  +  o„5I768m? 

da  der  Coefficient  von  w  grösser  als  die  Einheit  wird,  so  lehrt  dieser  Umstand  (vergl. 
pag.  364),  dass  es  in  der  That  zweckmässiger  gewesen  wäre,  als  letzte  Unbekannte 
u  anzusetzen,  doch  ist  dieser  Factor  hinreichend  klein,  so  dass  ein  wesentlicher  Nach- 
theil für  die  Rechnung  daraus  nicht  entstehen  kann.  Substituirt  man  nun  diesen  Werth 
von  u  der  Reihe  nach  in  die  einzelnen  Eliminationsgleichungen  (vergl.  pag.  424), 
so  erhält  man  alle  Unbekannten  als  Functionen  von  w  ausgedrückt;  man  findet  so, 
indem  wieder  alle  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  werden: 

14  =  0.25120  -f-  o„5 176810 

t  =  9„4i207  -|-  9. 67085  u? 

z  =  o.  14004  •+•  0^34848  «7  }         ^) 

y  =  8.44778  +  9^06036«? 

a:  =  8.  23547  +  8^6631210 

Die  erste  Columne   rechts  vom  Gleichheitszeichen  gibt  also  die  wahrschein- 
lichsten Conectionen  der  Elemente,  wenn  man  10  =  0  setzt;  substituirt  man  dem- 

Oppoixer,  Bahnbesiimnangen.  U.  54 
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nach  die  Werthe  von  d]  (pag.  425)  in  die  Gleichungen/!^)  (pag.  423]  und  schafft  die 
von  w  unahhängigen  Correctionen  auf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so 
erhält  man  als  neue  Kedingungsgleichiingen  zur  Bestimmung  von  w  sofort  (Coeffi- 
cienten  nicht  logarithmisch) : 


Rectascehsioiien . 

—  0.4510  =  +  0.0061  10  , 

+        0.9636        =       0.0042      tO        y 

—  0.0502  =  —  0.0079  ^  7 

—  0.2111  =  —  0.0071  tc  , 

—  0.1035  =  —  0.0046  tc  , 

—  0.4406  =  +  0.0007  ^  y 
+  0.1926  =  +  0.0195  w  , 


Declinationen. 

—  0.2318  =  +  0.001610 
+  0.3249  =  +  0.0012  to 

—  0.2180  =  —  0.0027  ^ 
+  0.3004  =  —  0.0031  to 

—  0.4396  =  —  0.0026  to 
-f-  0.0064  =  —  0.0006  w 
+  0.1609  =  +  0.0077  to 


«) 


Die  Grössen  links  vom  Gleichheitszeichen  stellen  also  die  minimalen  Fehler  dar, 
wenn  man  w  =  o  setzt ;  die  Summe  dieser  Fehlerquadrate  muss  daher  mit  dem  ohen 
gefundenen  Werthe  /)  (pag.  425)  von  [^^5]  stimmen,  in  der  That  ist: 

[»'»']  =  1.9368, 

so  dass  die  Uehereinstimmung  zufällig  vollkommen  ist;  man  sieht  aus  den  Glei- 
chungen e)  sofort^  dass  die  Bestimmung  von  w  sehr  unsicher  ausfallen  muss,  da 
alle  Ooefficienten  dieser  Unbekannten  klein  sind,  doch  übersteigen  die  meisten  weit 
die  Unsicherheit  der  Rechnung;  vergleicht  man  also  dieses  Resultat  mit  dem  der 
obigen  Elimination,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Zurückfiihrung  des  Zusammen- 
hanges der  unsicheren  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen  auf  die  einfachste 
Form  in  der  That  ganz  wesentliche  ^'ortheile  bringt. 

Führt    man    nun   wieder,    um    die   Rechnung  einfacher   zu  gestalten    (loga- 
rithmisch) : 

w'  =  8.2900  to 

ein,  so  erhält  man  durch  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  te' 
bestimmt  durch: 

t/j   =  = • 

es  ist  aber : 

[a'n'j  =  4-0.0551 
[a'a']  =  +  1.7278  , 

also  log  to'  =  8.5038 
log  to  =  0.2138  , 

substituirt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  Gleichungen  d)  (pag.  425),  so  resultirten 
aus  denselben  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  mit  Rücksicht  auf  die  in  a)  (pag.  423 
eingeführten  horaogenitätsfactoren    und   unter  Beachtung  des  Umstandes,    dass  die 
Unbc^kannten  *^logy,  i>  7' und  he  zunäclist  im  Bogenmaasse  erscheinen,  also  durch  die 
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Moltiplication  mit  dem  Sinus  einer  Bogensekunde  auf  Einheiten  des  Radius  zurück- 
geführt werden  müssen,  in  die  Aenderungen  der  Elemente  leicht  umgesetzt  werden 
können : 

5  6  =  -|-  0.0000603 
bT  =  —  0.000737 
5  log  q  =  -\-  o.oooooio 

ö^'=— 2"43 
ÖQ'  =  —  0.75 

b  r  =  —  0.15   . 

Suhstituirt  man  den  oben  gefundenen  Werth  von  w  in  die  Gleichungen  b)  ver- 
wandelt alles  in  Bogenmaass  und  führt  überdies  statt  w  die  Unbekannte  he  ein,  so 
erhält  man  nach  den  DifFerentialformeln  die  folgende  Darstellung  der  Orte,  wobei 
aber  für  das  wahrscheinlichste  System  d  e  =  o  zu  setzen  ist : 


log  w  =  0.2138 
log  u  =  0^5570 
log  t  =  9.7062 
logz  =0^3560 
logy  =9„204i 
log  z  =  8^7643 


/ö^'  =  -3"93 


1865  Dec.  22.5 

»      27.0 

1866  Jan.     4.0 

»        9.0 

»       15.0 

»      22.0 

Febr.    5.0 


i> 


» 


cos  d  da 

—  2"io  —  o"75  lo^  be 
-h  4.42  +  0.52 

—  0.17  -+-  0-98 

—  0.91   +  0.88 

—  0.44  +0.57 

—  2.01  —  0.09 
-ho.73  —  2.41 


» 


n 


dd 

—  i"o7   —  o"20  lO^  ÖC 

-h  i.47  —0.15 
—  0.97  -ho.33 

4-  1.39  +0.38 

—  1.98  -}-  0.32  » 

-f-  0.03  +  0.07  » 

-f-  0.67  —  0.95  » 


n 


» 


» 


?) 


mittl.  Aequat. 
1866,0 


Die  verbesserten  Elemente  selbst  werden  erhalten  durch  die  Hinzufügimg  der 

Correctionen : 

(f  I.   1866 

r=  1866  Januar  11. 170960  mittl.  Berl.  Zeit. 

TT'  =  342°28'20"95 

Q'  =  202°54'48"3i 
t"  =  I43''i9'35"95 
log  j  =  9.9896815 
e  =  0.9054272  . 
liechnet  man  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  direct  j  so  findet  man 
eine  völlige  Uebereinstimmung  mit  den  Werthen  in  t)  innerhalb  der  Unsicherheit 
der  siebenstelligen  Rechnung ;  würden  aber  die  erforderlichen  Correctionen  der  Ele- 
mente wesentlich  grösser  sein  als  in  dem  vorliegenden  Falle,  so  könnten  leicht 
gan2  erhebliche  Differenzen  zwischen  den  Resultaten  der  directen  Rechnung  und 
jenen  der  Differentialformeln  auftreten;  man  würde  in  einem  solchen  Falle  die  Auf- 
lösung der  NormalgleichungjBn  zu  wiederholen  haben;  hierbei  wird  es  aber^  wenn 
nicht  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  allzu  fehlerhaft  waren ,  nur  nöthig  sein, 
die  mit  n  verbundenen  Coefficienten ,  also  [an^,  [^^]---L/^j  ^eu  zu  rechnen,  und 
demnach  bei  der  Auflösung  der  Normalgleichungen  nur  die  vorletzte  Columne,  die 
die  w-Werthe  enthält,  abzuändern.  Für  die  Werthe  von  n  müssen  natürlich  die  Re- 
sultate der  directen  Vergleichung  der   verbesserten  Elemente  mit  den  Normalorten 

54* 
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zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Gleichungen  T)  (pag.  4271  zeigen,  dass  man  wohl  he 
innerhalb  der  Grenzen  ±  0.003  abändern  darf,  ohne  gerade  mit  den  13eobachtungen 
in  Widerspruch  zu  gerathen;  jede  Aenderung  von  be  bewirkt  aber  nach  den  Glei- 
chungen d]  (pag.  425)  eine  Aenderung  von  q,  man  erhält  aus  diesen  die  diesbezüg- 
liche Relation: 


h  log  q  =  8.3862  be  , 

also  sind  die  in  dlog^  bewirkten  Aenderungen  ±  0.000  0730,  wenn  man  he  um 
=i=  0.003  abändert.  Die  grosse  Achse  und  die  Umlaufszeit  in  siderischen  Jahren 
bestimmt  sich  nach: 

i — e 

ist  also  nach  den  obigen  Elementen: 

log  a  =  I.Ol 391 52 

U=  33.17973  sid.  Jahre. 

Macht  man  aber  von  den  obigen  als  möglich  bezeichneten  Aenderungen  Gebrauch, 
so  findet  man  für : 

rfe  =  4-  0.003  de  =  —  0.003 

dlogq  =  +  0.000  0730  dlogq  =  —  0.0000730 

log  ö  =  1.0279880  log  ö  =  1.0002797 

^  =  34B3  U  =  31.65  , 

d.  h.  die  Umlaufszeit  kann  zwischen  den  Grenzen  31.65  und  34.83  Jahren  ange- 
nommen werden,  ohne  mit  den  Beobachtungen  in  Widerspruch  zu  gerathen. 


§  7.    Bestinimang  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Planeten  ans  den 

Beobachtungen  einer  Opposition. 

Die  Anwendung  der  in   dem  vorausgehenden  Paragraphen   entwickelten  Me- 
thoden auf  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Planeten  aus  den  Be- 
obachtungen  einer  Opposition   scheint    auf   den  ersten   Blick  keinen    theoretischen 
Schwierigkeiten  unterworfen  zu  sein,  doch  wird  man    sich   derselben  sofort  bewusj^t 
werden,  wenn  man  erwägt,  dass  die  Bahnelemente    in  dem  vorliegenden  Falle  nie- 
mals mit  einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit  bestimmt  werden  können,  da  der  von 
den   Planeten  innerhalb   des   Zeitraumes   der    vorhandenen   Beobachtungen  zurück- 
gelegte heliocentrische  Bogen  ein  massiger  sein  wird;  man  wird  deshalb  in  der  Laf^ 
sein,  die  Elemente  der  Planeten  innerhalb  verhältnissmässig  weiter  Grenzen  zu  va- 
riiren,    ohne  auf  eine   gute  Darstellung    der  Beobachtungen  verzichten   zu  müssen. 
Sind  aber  die  an  die  Elemente  anzubringenden  Incremente  gross,  so  wird  man  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  der  Zusammenhang  derselben  mit  den  i^eobachtungen  ein  linearer 
bleibt;  genügen   aber   die  Bedingungsgleichungen  nicht   völlig  diesen  Bedingungen, 
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so  wird  jede  auf  diese  Voraussetzung  begründete  Lösung  mit  Fehlem  behaftet  sein, 
die  unter  Umständen  ganz  beträchtlich  sein  können.  Der  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gestellten  Forderung  des  linearen  Zusammenhanges  wird  man 
aber  in  verchiedener  Weise  durch  entsprechende  Wahl  der  willkürlichen  Constanten 
des  Problemes  genügen  können,  und  in  der  That  lässt  sich  für  den  vorliegenden 
Fall  eine  Wahl  derselben  treffen,  die  in  viel  höherem  Maasse  der  gestellten  For- 
derang  entspricht,  als  die  in  den  vorstehenden  Methoden  eingeführten  Elemente. 
Man  gelangt  dadurch  zu  einer  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe,  die  eine  sonst  mehr- 
fach zu  wiederholende  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  in  kurzer  und  sicherer 
Weise  umgeht,  und  um  so  werth voller  wird,  wenn  man  sich  nicht  begnügt  die 
wahrscheinlichsten  Elemente  allein  zu  bestimmen,  sondern  auch  jene  Elemente  auf- 
sucht, die  die  Eigenschaft  haben,  noch  in  erträglicher  Weise  sich  den  Beobach- 
tungen anzuschliessen,  eine  Untersuchung,  die  insbesonders  bei  in  Verlust  geratheneh 
Planeten  oft  von  grosser  Bedeutung  sein  kann. 

Es  lässt  sich  nach  I  pag.  io8  jede  heliocentrische  Coordinate  Xy  y,  z  inner- 
halb massiger  Zeitgrenzen  mit  Vortheil   als  Funktion   der  Ausgangscoordinaten  x^, 

yo,  Zq  und  deren  Geschwindigkeiten  -^  ,  -^  ,  -^  darstellen ;  nämlich : 


x  =  aXo  +  b  ^ 


I) 


wo  a  und  b  für  jede  der  drei  Coordinaten  identische  Funktionen  der  Ausgangs- 
coordinaten, Geschwindigkeiten  und  der  Zwischenzeit  t  sind;  in  der  ersten  An- 
näherung kann  aber  a  =  i  und  6  =  t  gesetzt  werden ,  woraus  man  den  Schluss 
ziehen  kann,  dass  die  Variationen  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  für 
die  Ausgangsepoche  im  Allgemeinen  einen  geringen  Einfluss  auf  a  imd  b  zeigen 
werden.  Hierbei  wird  die  Zeit  von  der  Epoche  der  Ausgangscoordinaten  gezählt 
gedacht,  ausgedrückt  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  multiplicirt  in  die 
Constante  des  Sonnensystems  ^,  man  hat  also  die  ebenfalls  am  citirten  Orte  ange- 
führten Belationen : 

k  t  =  t  ,     k  d  t  =  d  r  . 

Setzt  man  der  Kürze  halber: 

TT  —  5o '  77-  —  »yo ,  -77  —  fco  ,  2j 

so  'wird  man  statt  i)  zu  schreiben  haben: 

a:  =  a  ÄTo  +  i  §0  | 

y=7ayo  +  brjQ  }  3) 

z  =  azo  +  b  Co  .  i 

Setzt  man: 
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«Uso: 


so  hat  man  für  a  und  b  nach  I  pag.  109  die  Reihen: 


4; 


5) 


welche  wohl  stet^  innerhalb  der  hier  in  Aussicht  genommenen  Ausdehnung  aus- 
reichen werden.  Zur  Berephnuug  von  \—p\  H^fiu  nian  wohl  di^  Relation  ^;  be- 
nützen, kürzer  wird  sich  aber  die  Rechnung  gestalten  (vergl.  pag.  89),  wenn  man 
berechnet : 

drQ  ginyo«ip  vp  ^% 

wo  also  ^0,  Pq  der  Excentricitätswinkel  und  der  Parameter  der  Ausgangselemente  ist 
und  die  aus  den  letzteren  folgende  wahre  Anomalie  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche 
durch  Vq  be9^ic)met  wird.  Die  nochmalige  Differentiation  nach  de^  Zeit  gibt  in 
Verbindung  mit  der  bekannten  Relation  (vergl.  I  pag.  45)  : 

r^dv  =  Vp  (kdi) 


1} 


Durch  die  Gleichungen  6)  und  7)  werden  also  die  in  den  Gleichungen  5)  auftreteu- 
den  Differentialquotienteu  leicht  berechnet  werden  können.    Setzt  man  also : 


A    —-L-i^''<\—       •      ir    ^'^\ 

^  -  5W 1; + 3'.  ('?)-- fön  ■) 


Ä  =  — 


6ro" 


3 


ft    >      idr^X  I      /       drQ\ 

^^-T^^Kdi^-jr-^^y^-dt) 


8) 


so  sind  die  in  8j  bestimmten  Cocfficienten  in  einem  gegebenen  Falle  bestimmte 
numerische  Constanten  und  man  hat  zur  Berechnung  von  a  und  b  die  bequemen 
Formen : 

a  =  I  +  -^2  t2  +  ^3  r*  -f-  -^4  T*  + . . . 

ft  =  ir(i  +^3  ir2+  Ä^r^-f ...)    . 

Es  aollen  nun  ab  die  sechs  Coustanten  des  t'roblemes  (Elemente)  die  Grössen 
^1  yo>  ^9  &}  '7o  ^^^  ^o  gewählt  werden,    ohne   noch   vorerst    über  die  Lage    de» 


) 


♦)  A^  kann  noch  berechnet  werden  nach  -—-rg^—  — -i  f^^l     —   -^— =  ,  welche  Trantforma- 

^  %rj*^        %ro^\dt!  uro«* 

tion  (ich  leicht  aus  den  folgenden  £ntw|ckelangen  ergabt  (vgl.  Gleichung  14]. 
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Coördinatensy Sternes,  ausser  der  Beäingunj||j;,  dass  der  Anfiitigspiinkt  in  den  Sonnen- 
mittelpunkt gelegt  ist,  weitere  Bestimihnngen  zu  trieflfen.  Es  wird  sich  also  toit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  3)  (pag.  429)  jede  Variation  einer  heliocentrischen 
Coordinate  als  Variation  der  obigen  Elemente  darstellen  lassen  uttd  man  erhSÜt,  In- 
dem man  die  Ermittelung  der  Variationen  der  Grössen  a  und  6  vorerst  symbolisch 
darstellt  und  deren  Entwicklung  auf  später  vorbehält,  das  ifblgende  System: 


d  z 
bz 

d 


yodä+^oll^), 


dx 

i>y_ 


=  Xii 


—  = 


y«  fö)  +  •">  (jä 


«y  _ 

da  _ 

bt  _ 

5% 


10) 


Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Bedeutung  der  symbo- 
h'sch  angezeigten  Differentialquotienten  näher  zu  entwickeln.  Beachtet  man  die 
Ausdrücke  5J  (pag.  430J,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Differentiation  nach  jeder  Co- 
ordinate und  deren  Geschwindigkeit  völlig  analoge  Ausdrücke  ergeben  muss;  da 
dio  angeführten  Ausdrücke  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nur  in  ro  und 
deren  Derivationen  enthalten,  die  selbst  völlig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  letzteren 
gebaut  sind.  Es  wird  also  die  Durchführung  der  Differentiation  nach  j*q  und  ^  allein 
genügen,  um  die  analogen  Formen  für  die  Derivationen  von  yo?  ^01  ^  und  ^0  hin- 
schreiben zu  können ;  und  auch  diese  Operationen  lassen  sich  wesentlich  verein- 
fachen, wenn  man  die  folgenden  Bemerkungen  beachtet. 

Zunächst  wird  man  berücksichtigen,  das  ist: 


ro 


b_ro 


-  -   =  o 


««) 


setzt  man  weiter: 


('.  ^) = 


h' 


so  ist  offenbar  nach  4)   (paff.  430) : 


bh- 


=  ?o. 


0 


=  :r. 


12) 
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Um  für  die  zweiten  Differentialquotienteii  von  r^  die  entsprechenden  Diffe- 
rentiationen ausfuhren /u  können,  werde  ich  die  bei  der  Hansen-Tiet  jen'schen 
Methode  (pag.  142)  der  Stöningsrechnung  aufgestellte  Gleichung  heranziehen;  die- 
selbe wurde  an  der  citirten  Stelle  gefunden: 


dß{r) 


-'{r)(il'+^={r)SR-ir)Sfc; 


bemerkt  man,    dass   für  die  ungestörte  Bewegung  der  Ausdruck  rechter  Hand  ver- 

dl     .^  dv 
dt  «^^^  -dt 


schwindet  und  (r)  mit  r  und  j-  mit  -r:  identificirt  werden  darf,   so  wird  geschrieben 


werden  können: 


dji  ~^^\dr}  'ro«  * 


Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Constante  dos 
Sonnensystems,  sei  durch  g^  bezeichnet,  so  wird  g^  leicht  (vergl.  I  pag.  44)  be- 
rechnet werden  köimen  nach : 


r2=L_l 


ro 


«0 


13, 


es  ist  aber  überdiess : 


a 


■ 


man  wird  also  haben: 


.1  ^. 
0    dl« 


='■"'-  <■'  (^?) 


Führt  man  diese  Relation  in  A4  8)   (pag.  430)  ein,  so  findet  sich: 


wobei  ist: 


[L  — 


dxt\ 


15 


es  wird  also: 


dAt 

bAz 

bA4 

hA4 
Tfo 


2 


«ö 


ro' 


,5     » 


_.  __    5^ldro\     . fo^  öA^  __ 

2ro*\rf»/     ""    iro*  '        d|o 


^ 


^^»  — o 


4ro«  \<iT/  "*"  4rü"^  *        b^o 


■^0 
4ro 


5  • 


16 
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es  ist  aber  offenbar  nach  9)   (pag.  430) : 


b^  ^  .0^  ^2  _,_  ^ ^3  ^3  ^  4^14  ^4 


ba 


oxö 


bXQ 


bxQ 


*0 
bb^ 

bb 


bxo 


bS^     . 


dxu 
d^4 


Substituitt  man  nun  in  diese  Ausdrücke  die  in    16}    ipag.  432)   gefundenen  Diffe- 
rentialquOtienten  und  setzt  abkürasend: 


welchen  Ausdrücken  man  auch  die  folgende  Gestalt  geben  kann: 

of  =  «2  »"^  {  I  +  Ofa  1^  +  Ö4  r^  ) 

3 


«S  = 


irj^ 


*  ir»\dxl 

I 


4ro» 


17) 


80  findet  sich  leicht: 


ba 
ba 


bz 


20 


bb 

bxo 

bb 
bb 


di70 


/^  yo  +  y  J?o  , 

/*  «0  +  y  Co  , 


d6 


dio 

— — - 

y^o 

Ob 

— 

yyo 

bb 

= 

y«o 

18) 


Es  ist  somit  die  Möglichkeit  geboten,  die  Variationen  der  rechtwinkeligen 
heliocentrischen  Coordinaten  fdr  Zeiten,  die  nicht  zu  weit  von  der  Ausgangsepoche 
abstehen,  durch  die  Variationen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  der 
Ausg^angsepoche  darzustellen.  Die  Iteschränkung,  dass  die  Zwischenzeiten  nicht  zu 
gross  sind,  kommt  (ur  kleine  Planeten,  die  nur  in  einer  Opposition  beobachtet 
wurden,  nicht  weiter  in  Betracht,  da  in  der  That  für  diese  die  obigen  Formeln  eine 

Oppolser,  BahBbe»timDnBK«n.  U.  55 
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stets  ausreichende  Genauigkeit  liefern  werden,  um  so  mehr,  wenn  man  als  Ausgangs- 
epoche  einen  Zeitpunkt  annimmt,  der  nahe  mit  der  Mitte  der  Zeiten  der  Normal- 
orte zusammenfallt.  Uebrigens  kann  man  im  Falle  grosser  Zwischenzeiten  die  iron 
Kühnert  Astr.  Nachr.  No.  2266  entwickelten  geschlossenen  Ausdrücke  benutzen. 
Die  Variationen  der  heliocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  können 
leicht  in  Variationen  der  geocentrischen  polaren  Coordinaten  übertragen  werden 
(vergl.  I  pag.  31)  durch: 

COS  /?  d  A  = -j  d  a;  +  --J  dy 

in  welchen  Ausdrücken  J  die  geocentrische  Entfernung  darstellt,  X  und  ^  die  geo- 
centrischen polaren  Coordinaten  vorstellen  und  an  welche  blos  die  Bedingung  ge- 
knüpft ist,  dass  sie  sich  auf  dasselbe  Coordinatensystem  beziehen,  auf  welches  die 
Variationen  der  Coordinaten  bezogen  sind.  Da  aber  das  letztere  bezüglich  der  Rich- 
tungen der  Achsen  völlig  willkürlich  war,  so  wird  es  zweckmässig  erscheinen  für 
die  Lage  derselben  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  dass  sich  einerseits  die  Rechnungen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  möglichst  einfach  gestalten  und  anderer- 
seits, was  noch  wesentlicher  ist,  die  Unsicherheit  in  den  Elementen  so  weit  als 
thunlich  auf  zwei  Elemente  zurückgedrängt  wird;  es  sollen  für  diese  letzteren  Ele- 
mente die  Grössen  atq  und  ^  gewählt  werden. 

Da  sich  die  scheinbare  Bahn  eines  kleinen  Planeten  in  einer  Opposition  nie 
allzuweit  von  einem  grössten  Kreise  entfernt,  so  wird  man  zweckmässig  den  grössten 
Kreis  als  Fundamentalebene  wählen,  der  sich  den  beobachteten  Orten  möglichst 
nahe  anschliesst,  und  als  Anfangspunkt  der  Zählung  in  diesem  grössten  Kreise  jenen 

Punkt  annehmen,  der  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  der  Orte  von  demselben 

« 

zu  einem  Minimum  macht.  Da  aber  die  Lage  des  Coordinatensystemes  nur  nähe- 
rungsweise diesen  Kedingungen  zu  entsprechen  braucht,  so  wird  es  genügen,  ein 
nahe  richtiges  Verfahren  einzuschlagen.  Die  hierfür  anzuwendenden  Formeln  werden 
sich  sehr  leicht  ergeben,  wenn  man  die  Sinus  aller  auftretenden  kleinen  Bogen  mit 
den  Kogen ,  die  Cosinus  mit  der  Einheit  vertauscht.  Seien  a] ,  O},  03  .  • .  o,,  und 
^1?  ^2»  ^3  •  •  •  ^n  ^ic  Rectascensionen  und  Declinationen  der  n  zu  Grunde  gelegten 
Heobachtungen,  so  bestimmt  man  zunächst: 

«m  =  r  («I  +  «2  +  «3  +  . . .  ofn) 


20, 
^m  =   TT   (^1  +  ^2  +  ^3  +   •  •  •  K) 


und  rechnet: 


^1  =  («I  —  «m)  cos  d^  ,     y,  =  d,  —  d^ 
a-2  =  («2  —  «ffw)  cos  d^  ,     ^h^^'i  —  im 


z\ 


^n  =  («11  —  ^m\  COS  d^  ,      y„  =  d„  —  d^ 
so   wird   OL^   und   d^   nahe   jenem   Pimkte  der  Fundamentalebene  entsprechen,  dfr 
als  Ausgangspunkt  der  Zähhing    den  obigen   Kedingungen  zufolge   gewählt  werden 
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kanii.  Bezeichnet  man  mit  e  den  Winkel,  den  der  gesuchte  grösste  Kreis  mit  dem 
durch  den  I^unkt  (a„|,  d„ij  gehenden  Parallelkreise  einschliesst,  so  wird. der  Abstand 
des  Normalortes  von  diesem  grössten  Kreise  {y)  innerhalb  der  gestatteten  Annähe- 
rangen  daigestellt  werden  durch: 

y*  =y  cos  €  —  2:  sin  €  , 
eine  solche  Gleichung  wird  jeder  Normalort  geben;   quadrirt  man  und  addirt,  so 
erhält  man: 

-  ^y'^*^  =  ^ii/a  cos  €)2  +  2  (Xa  sin  e)^  —  2  [Za  ya  sin  2  e)  ,  22) 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  den  Index  a  von  z  und  y  bezieht  und  den 
Gleichungen  21)  entsprechend  der  Reihe  nach  für  a  die  ludices  i,  2  ...»  einzu- 
setzen sind. 

Statt  der  Relation  22)  kann  noch  geschrieben  werden: 

^  iy'a)^  =  ^^{!/aV  +  ^M''  +  {  cos26{^(y«)'i  -^iZaY^}  -  sin2£  J  [z^y^)   . 

Soll  nun  ^(y'aj^  ein  Minimum  werden,  so  erhält  man,  da  rechter  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  nur  e  variabel  ist,  sofort  zur  Bestimmung  von  2  e  die  Gleichung ; 

o  ={  J  {z^P  —  ^iVa)'^}  sin  2€—  2S{yaZa]  cos  26  , 
daher 

Diese  Gleichung  gibt  für  2£  zwei  um  180"  verschiedene  Winkel,  von  denen  die 
eine  Hestimmung  dem  hier  geforderten  Minimum,  die  andere  dem  Maximum  ent- 
spricht; man  wird  meist  leicht  auf  den  ersten  Hlick  entscheiden  können,  welchen 
Quadranten  man  zu  wählen  hat,  jedenfalls  wird  man  also  denselben  so  zu  be- 
stimmen haben,  dass  der  Ausdruck: 

{2[Za)^  —  2 (ya)2 }  cos  2  €  4-  2  3  (z^ya)  sin  2  e 
positiv  wird.  Diese  Bedingung  kann  man  aber  einfach  dadurch, ausdrücken,  dass 
man  sagt,  dass  cos  2  s  das  Zeichen  des  Nenners  von  23),  sin  2  6  das  Zeichen 
des  Zählers  erhält;  denn  dividirt  man  etwa  den  letzteren  Ausdruck  durch  den  Coeffi- 
cieuten  von  cos  2  €,  und  ersetzt  in  dem  Ausdrucke  den  so  entstandenen  Coefficienten 
durch  die  Relation  23) ,  so  erhält  man  den  Schluss,  dass  cos  2e-f-tg2£sin26  =  sec  2  e 
das  Zeichen  des  Nenners  von  23)  haben  muss. 

Ist  einmal  e  bestimmt,  so  folgt  leicht  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkeligen sphärischen  Dreiecke  für  die  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens 
JI  und  die  Neigung  des  Aequators  •/',  die  stets  kleiner  als  90"  angenommen  werden 
darf: 


tg/sin  {a^  —  n)  =tgd^ 

tg  /cos  {a^  —  n)  =  tg  6  sec  d^ 


}  ^4) 


Für  den  Abstand  (^)  des  Ausgangspunktes  der  Zählung  in  diesem  grössten 
Kreise  vom  aufsteigenden  Knoten  wird  man  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
haben: 

tg^  =  tg  (a^— JI)  sec/.  25) 

55  ♦ 
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Es  wird  zunächst  das  Kedürfniss  hervortreten,  die  Beobachtungen  [a,  d]  und 
die  rechtwinkeligen  äqtiatorealen  Coordinnten  der  Sonne  X ,  Y  nnd  Z  auf  dieses 
neue  ('oordinateiisystem  zu  beziehen;  mau  wird  hierfür  leicht  aus  den  Gleichungen 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  finden,  wenn  man  mit  l  und  ß  die  polaren 
Coordinaten  des  Normalortes,  mit  (X),  (Y)  und  {Z)  die  auf  dieses  Coordinaten- 
system  bezogenen  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Sonne  bezeichnet: 

cos  ß  cos  iX  4-  ^)  =  cos  d  cos  (a  — 11)  \ 

cos  ß  sin  (X  -{-  ^)  ==  cos  d  sin  [a  —  JT)  cos  /  +  sin  ^  sin  J 

sin  /::?  =  —  cos  d  sin  [a — JI)  «in  J+  Bin  8  cos/ 

n  sin  JV  =  sin  ^  cos  /  ,     m  sin  M  =  sin  yl 

n  cos  JV=  cos  A  ,     m  cos  Jtf  =  cos  A  cos  / 


f 


i 


iö; 


/ 


27) 


2^\ 


29) 


(X)  =  »cos  [N+Il) .  X  +  »8in  (N+H)  •  F+sin^sin/.  Z 
;y)  =— msin(Jtf-f  JI)  .X+mcos(Jtf-f  JT)-  Y+cos^cos/.Z 
(Z)  =  sinJIsin/- X  — cosJIsini/- F+cosy-Z  . 

Schliesslich  wird  man  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente ,  die 
ebenfalls  auf  den  Aequator  bezogen  angenommen  werden,  auf  dieses  Coordinaten- 
System  zu  übertragen  haben.  Sei  Q',  ij  cu'  beziehungsweise  der  Knoten,  die  Neigung 
und  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  bezogen  auf  den  Aequator;  (Q),  (t)  und 
(cti)  die  analogen  Grössen  in  Hezug  auf  das  neue  Coordinatensystem,  so  wird  man 
haben : 

sin  {  (•)  sin  I  (a  +  a)  =  sin  |  (ö'  —  Uj  sin  {  {%  +  /) 
sin  I  (f)  cos  \  [o  +  a')  =  cos  |  [q'  —  JT)  sin  ^  (t'  —  /) 
cos  ^  (t)  sin  ^  (a  —  a')  =  sin  |  (Q*  — 11)  cos  |  [%  4-  J) 
cos  ^  (t)  cos  I  (a  —  o')  =  cos  \  (q'  —  JTj  cos  \  [%  —  /) 

\U}]  =  w'  —  & 

[Q]  =  o—A  . 

Zur  Berechnung  der  heliocentrischen  Coordinaten  hat  man  dann: 

j;  SS  r  sin  a  sin  [Ä  -+-  o) 
y  ^=^T  sin  b  sin  (Ä'  +  v) 
«  =  r  sin  c  sin  (C  -f-  ©■   , 

wobei  gesetzt  ist: 

sin  a  sin  ^  =  cos  (Q)  ,    sin  i  sin  £  =  sin  (Q) 

sin  a  cos  -4  =  —  cos  {•)  sin  (ö)  ,    sin  h  cos  Ä  =  cos  (Q)  cos  (t) 

^'  =  ^  +  (w)         ,  tr  =  (cu) 

^  =  5  -|-  (cü)  ,  sin  c  =  sin  (t ; , 

und  zur  Berechnung  der  geocentöschen  ( -oordinaten  wird  sein : 


30. 


31 


J  cos  X  cos  ß 

J  sin  A  cos  ß 

J  sin  /^ 


^  X  H-  (X) 

y  +  (F) 


3^; 
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33j 


Man  wird  durch  Aiiwendiing  vorRtehend«r  Formeln  sur  Kenntniss  der 
Fehler  gelangen,  die  das  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegte  Elementensystem  in 
den  Beobachtungen  übrig  lässt,  wobei  der  Strenge  halber  für  die  Fehler  in  k^ 
co^iib  k  zu  setzen  sein  wird ,  wenngleich  sich  cos  ß  der  getroffenen  Wahl  des 
Coordinatensystems  wegen  nicht  wesentlich  von  der  Einheit  unterscheiden  kann. 

Um  nun  alle  Bedingungsgleichungen  aufstellen  zu  können,  wird  es  nöthig 
sein,  die  Formeln  hinzuschreiben,  welche  die  Bestimmung  der  Grössen  Xq,  y^^  Zq, 
^,  rjQ  und  Co  für  die  gewählte  Ausgangsepoche  gestatten.  Für  die  Berechnung  der 
Coordinaten  sind  die  nöthigen  Formeln  bereits  oben  angeführt;  für  die  Berechnung 
der  Geschwindigkeiten  wird  man  haben  (vergl.  pag.  95] :  > 

•  y  sin  F  =  sin  Vq  .  ^ 

y  cos  r  =  cos  Vq  +  sin  q>Q 

&  =  -^  sin  a  cos  {A'  +  Fj 
VPo 

fJQ  =  J-=  sin  b  cos  {B'  +  Fj 

So  =  -^  sin  c  cos  (C  +  F 

Hiermit  sind  alle  Hilfsmittel  zusammengestellt,  um  die  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  gewählten  Elementen  (Coordinaten  und  Geschwindigkeiten)  und  den 
geocentrischen  Orten  herzustellen;  die  Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  wird  also  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  diese  Elemente  finden  lassen; 
es  seien  dieselben  Xij  yi,  «|,  $|,  171  und  C\.  Um  aus  diesen  Werthen  die  Elemente 
in  der  gewöhnlichen  Form  herzustellen,  eine  Form,  die  für  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  für  eine  beliebige  Zeit  nöthig  wird,  muss  man  den  Uebergang  auf  die 
gewöhnlichen  Elemente  nach  den  folgenden  Formeln  ausführen  (vergl.  pag.  103), 
die  den  früher  gegebenen  Ausdrücken  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
bei  Encke's  Methode  der  Stöningsrechnuug  völlig  entsprechen: 

Vp  cos  (t)  =  ar,  ij,  —  y,  §1 

Vp  sin  (if  sin  (Q)  =  yi  tj  -  z,  r/i 

Vp  sin  (t)  cos  (Qj  =  dPi  Ct  —  «1  ?i 

r  cos  u=s  Xi  cos  (Q)  +  y,  sin  (Q) 

r  sin  tt  =  —  24  sin  (Q)  cos  (t)  +  y,  cos  (Q)  cos  (tj  +  Zy  sin  (t) 

sin  9>  sin  ö  =  i^  {  ^1  &  +  yi  i?i  +  «1  ?i  }  >       34) 


sm  y  eoB  V 


*-i 


tg  1  ^  =  cotg  (45"  -fl  V);  tg  «  t> 

JKf  =  JS  _  «12  sin  £ 

nni" 

(w)  =  «  —  0  , 

(TT)  =  (W)   +  {Q}       , 


a  =ip  sec  q)' 


35: 
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Um  schliesslich  die  gefundenen  Elemente  auf  die  Fundamentalebene  des 
Aequators  zu  übertragen,  dienen  die  folgenden  Gleichungen  : 

a  =  ^+  [Q] 
cos  \  %  sin  \  ;q'  —n+  <f]  =  sin  ^  a  cos  ^[[i]  —J) 
cos  \  %  cos  \  (q' — 11+  a']  =  cos  I  a  cos  ^  {  (t)  +  J) 
sin  \  r  sin  |  (q'  —  JT — a')  =  sin  |  a  sin  |^  {  (t)  —  /} 
,sin  \  t  cos  \  fQ*  —  JT — a')  =  cos  |^  a  sin  ^  {  (t)  4-  /} 

üi'  =  (w)  +  a'  . 

Ich  nehme  Umgang  von  einer  für  die  Anwendung  geordneten  Zusammen- 
stellung der  Formeln,  indem  das  folgende  Beispiel  die  sichere  Leitung  bei  der  Rech- 
nung gewähren  wird;  das  Beispiel  entlehne  ich  dem  Planeten  @  Hilda.  Es  wurden 
nach  den  Rechnungen  des  Herrn  Kühnert,  Assistenten  bei  der  k.  k.  Gradmessung, 
die  folgenden  Normalorte  und  zugehörigen  Sonneiicoordinaten.  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1875.0  beziehen;  angenommen: 

mittl.  Berl.  Zeit  a  6  log  X  log  Y        log  Z 

1.  1875  Nov.    4.500000   45°  2'i6"o6  +I7°26'3r'59  9^8661938  9«78537i2  9^422 7 53 7 

2.  D      22.517315    42  II  21.04  +16  1523.54  9n6894747  9ffi95750i  9*5331075 

3.  Dec.  19.441574    39  15  53.49  +14  51  49.38  8„6o8556o  9n9550i37  9»5923907 

4.  »      30.335914    384959-06+1433    3.84  9.1743212  9^9501404  9^5875199 

Die  nächste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Lage  des  zu  wählenden  Co- 
ordinatensystemes  zu  bestimmen,  hienu  genügt  aber  eine  genäherte  Rechnung ;  nach 
20)    (pag.  434)  erhielt  man  für  a,^  und  d„|: 

«m  =  4i°i9  9  *m  =  +  I5°46'7  1 

nach  21]   (pag.  434)  wurde  erhalten,   wcnu  man  als  Einheit  die  Bogenminute  ein- 
fuhrt und  sich  mit  der  Mitnahme  der  Zehntheile  derselben  begnügt: 


log  xj  _  2.3305 

logyi  —  1.9991 

»    X2  —  1.6951 

»   y2  —  1-4579 

»    a%,  =  2„ojb7 

»    ya  —  in739^ 

« 

»    «4  =^2,1591 

»    Vi  —  in8669 

danisch  ist: 

« 

2  i^a? 

— 

+  8.331 

2  il/a)' 

— ■ 

+ 1-92« 

2  (^«yo) 

— k 

+  3-995 

Die  Bestimmung  des  Winkels  €  nach  23)   (pag.  435)  stellt  sich  unter  Beach- 
tung  der  Regel,  dass  der  Sinus  von  ze  das  Zeichen  von  ^(^9^0)  e^^hält,  wie  folgt: 

log  2  2  [zatft^  =  0.9025 


2€  =  5i**i5'4 
«  =  25*^37.7 
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Für/,  11  und  ^  wird  nach  24)  und  25)   (pag.  435)  zu  rechnen  sein: 

tg  €  =  9.6810  n  =  ii°47'2 

/  =  29°49'o 


tg/sin  [a^  —  n]  =  9  4511 

9-9395 
tg/cos  (a„,-il)  =  9.6977 

(«m— W)  =  29°32'7 


cos  /  =  9.9384 

tK  («m  — ^J   =  9-7534 
^  =  33°8'9 


Hiermit  erscheint  die  Lage  des  zu  wählenden  Coordinatensystems  bestimmt  und  von 
nuu  ab  ist  die  Rechnung  absohit  streng  zu  führen ,  wobei  also  die  für  JI,  J  und 
A  gefundenen  Werthe  als  völlig  genau  gegeben  zu  betrachten  sind.  Man  wird  zu- 
nächst mit  Hilfe  der  Formeln  26)  (pag.  436)  die  Normalorte  auf  dieses  (Koordinaten- 
system übertragen  und,  indem  man  annimmt: 

cos  /    9.9383300         cos  A    9.9228592 
sin  J'    9.6965541         sin^     9-7378352 


sin  H    9.3102009 
cos  il     9.9907449 


erhalten : 


er    n 

33^15'  4"o6 

30^24    9  04 

27°28'4i"49 

zf  2\fot 

cos  (a  —  il) 

9.9223493 

9-9357548 

9.9480150 

9.9497015 

cos  i 

9-9795577 

9.9822793 

9.9852192 

9.9858413 

sin  (a — JTJ 

9.7390259 

9.7042120 

9.6640879 

9-6577364 

cos  d  sin  (a  —  il) 

9.7185836 

9.6864913 

9.6493071 

9-6435777 

sin  d 

9Al^lAn 

9.4470628 

9.4091226 

9.4000936 

cos  d  sin  (a  —  77)  cos  / 

9.65Ö9136 

9.6248213 

9.5876371 

9.5819077 

sin  d  sin  / 

9.1733018 

9.1436169 

9.1056767 

9.0966477 

Add. 

0.1233252 

0.1239215 

0.1237340 

0.1229183 

— cos  d  sin  (a — JT)  sin  / 

9n4i5i377 

9n3830454 

9^3458612 

9n340i3i8 

sin  d  cos  J 

9.4150777 

9.3853928 

93474526 

9.3384236 

Add. 

3.8595... 

2.26602. . 

2.43522.. 

2.40438.. 

cos /^  sin  [X  +  A) 

9.7802388 

9.7487428 

9.7113711 

9. 7048260 

9.9019069 

9.9180345 

9-9332343 

9-9355429 

C0BßC09[X  +  uf) 

9.9019070 

9.9180341 

9-9332342 

9-9355428 

sin  (i 

5n5556... 

7.II703-- 

6.91064. . 

6n93404 . . 

l-^A 

37°  4'38"oi 

34°  6'i9"27 

30°57'46"52 

30*^27'  o"37 

l 

3  55  44-01 

05725.27 

— 2  u    7.48      - 

-2  41  53-63 

ß 

—         741 

+     4  30.05 

+      247.91      - 

2  57.20 

lach  27)   (pag.  436)  wird  sein: 

/ 

n  sin 

N    9.6761652 
9-9395356 

m 

sin  M    9-7378352 
9.9025181 

« 

n  cos 

N    9.9228592 

m  cos  3f    9.8611892 

N    29^32' i5"i  9 

M    36^*58' i3"o8 

logw     9-9833236 

lüg  m     9.9586711 
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Die  Berechnung  der  constanten  Coefiicienten  in  28)   (pag.  436)  wird: 


N+n    4i°i9'27"i9 

sin  (N+  JI)       9-8197539 
cos  (N+ 11]       9-8756313 


M+n  48"45'25''o8 
sin  [M  +  ID  9.8761 7 16 
cos  {M+  n)       9.8190530 


damit  findet  sich  weiter: 


neos  [N+  II) 
n  sin  ( JV  4-  JI)  = 
sin  ^  sinJ  • 
—  sin  {M  +  n] 
m  cos  [M  +  il) 
cos  A  sin  / 
sin  II  sin  J 
—  cos  JT  sin  / 
cos  J 


[x'z] 

[y'z] 

[z'x] 

[z'y] 


9.8589549 
9.8030775 

9-4343893 

9.8348427 

9-7777241 

9-6194133 
9.0067550 

9^6872990 

9-9383300 


man  erhält  also  für  die  Transformation  der  (-oordinaten: 


[x'  y]  X 

0.5310662 

0.3535327 

—  0  0293434 

4-  0.1079633 

(x'y)  y 

—  0.3876579 

—  0.4998131 

—  0.5729163 

—  0.5665235 

y  z;  z 

0.0719686 

—  0.0927891 

—  0.1063604 

—  0.1051742 

(X) 

0.9906927 

—  0.9461349 

—  0.7086201 

—  0.5637344 

iy'x]  X 

+  0.5023848 

+  0.3344394 

4-  0.0277587 

—  0.102 1325 

(y'y)  y 

—  0.3656750 

—  0.4714701 

—  0.5404280 

—  0.5343977 

[z'z)  Z 

O.IIOI963 

—  0.1420760 

—  0. 1628561 

—  0.1610398 

[Y] 

4-  0.0265135 

—  0.2791067 

0.6755254 

0.7975690 

[z'x)  X 

—  0.0746361 

—  0.0496855 

—  0.0041239 

4-  O.Ol  5 1732 

(z'y)  Y 

+  0.2969410 

+  0.3828504 

+  0.4388466 

+  0.4339497 

(z'z)  Z 

—  0.2296591 

—  0.2960994 

0.3394070 

—  0.3356216 

iZ) 

—  0.0073542 

+  0.0370655 

+  0.0953157 

4-  0.1135013 

Stellt  man  also  die  bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man 
als  Grundlage  für  die  weiteren  Rechnungen: 


mittl.  Herl.  Zeit  l 

1.  Nov.  4.500000  4-3°55'44''oi 

2.  »     22.517315  4-0  57  25.27 

3.  Dec.  19.441574  —2  u  7.48 

4   »  30.335914  —2  4»  5363 


ß 
-o    7^41 
4-4  30.05 

4-2  47-9I 
— 2  57.20 


{X) 

.9906927 
0.9461 349 
0.7086201 

0.5637344 


(Y)  [Z) 

4-0.0265135  —0.007354^ 

—0.2791067  4-0.0370655 

— 0.6755254  4-0.095315; 

—0.7975690  4-0.1133013 
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Als  Ausgangselemente  wurden  angenommen ; 


@  Hilda 
Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 


M 

— 

i07°45'i8"66 

u' 

283  48  18.52 

a' 

341  5037,72 

i 

19    623.94 

V 

j^ 

92315-50 

/* 

— 

451  "9050 

I 
I 


mittl.  Aequator 
1875,0 


Die  Uebertragung  der  die  Bahnlage  bestimmenden  Elemente  auf  das  obige  Coordi- 
natensystem  ist  nach  29)  (pag.  436]  aiissuführen ;  die  Rechnung  hierfür  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 


i«' 

9°33'ii"97 

sin  i  [f  +  J) 

9.6] 

170887 

kJ 

14  5430.00 

sin  4  (Q'  —  /I) 

9.4I2I872 

i  (»•' + J] 

24  2741.97 

cos  1  (t'  +  /; 

9.9591552 

\  {*^-J) 

— 5  21  18.03 

sin  \  [{  —  J) 

8^9700050 

Q'  —  n 

330    325.72 

cos  |(Q'  —  J7] 

9^9850017 

i(Q'-iT) 

165    I  42.86 

cos  \  [%  —  / 

9.9981004 

8in^(t)  »in\  [a  +  a* 

9.0292759 
9.8834598 

cos|  («)sin^(a- 

-&) 

9.3713424 
9119873943 

sin|(t)  cos  J(a  +  a' 

8.9550067 

cos^  (t)  COS^  [ö" 

-a') 

9,9831021 

i  ic+'^) 

49"52'3i"45 

\[a- 

-&) 

i66°i5'42''85 

sin  \  (f) 

9.1458161 

COS 

i« 

9.9957078 

i(»i 

8°  2'3i"3i 

a 

216°  8'i4.30 

1 

16     5'    2"62 

(Q) 

182  59  20.30 

w' 

301  57  40.80 

(c) 

58  2052.20 

—  a' 

116  23  11.40 

[n] 

24I°20'l2''50 

Um  nun  die  Darstellung  der  obigen  Orte  nach  diesen  Elementen  zu  finden,  rechnet 
man  nach  31)   (pag.  436)  die  Hilfsgrössen : 


sin  (Q) 

8^7172022 

sin  e 

9.4425540 

cos  (« 

9.9826584 

a 

58°2o'52"3o 

cos  (Q) 

9fi9994o88 

sin  b  sin  B 

8,17172022 

9fi999454i 

9n9993597 

sin  a  cos  A 

8.6998606 

sin  h  cos  B 

9„98io672 

A 

272°52'l9"82 

B 

183°  6'37"8i 

sin  a 

9-9999547 

sini 

9.9827075 

Ä 

33i°i3'i2"o2 

B 

24i°27'3o''oi 

Ifthnbrniim  in  ong^ii 

.  II. 

5G 

442     — 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  nach  30]  und  32)   (pag.  436]  für  die  vier  Normalorte 
wie  folgt: 


M 

I04°i8'ii"27 

E 

112  54  41.48 

%mE 

9.9643102 

cos  JS 

*      9fi5902947 

Add. 

0.1519766 

cos  E — e 

9«74227i3 

r  sin  V 

0.5550943 

9.9317164 

r  cos  V 

o„3389iio 

V 

i2i**i7'4o"^5 

logr 

0.6233779 

^'  +  t> 

92°3o'52''27 

B  +  v 

2  45  10.26 

C  +  v 

179  3832.45 

r  sin  a 

0.6233326 

sin  (Ä  +  v] 

9.9995816 

X 

+4.1967606 

X 

— 0.9906927 

r  sin  b 

0.6060854 

sin  (R  4-  ^] 

8.6814928 

y 

+0.1939002 

Y 

+0.0265135 

r  sin  c 

0.0659319 

sin  [C  4-  v\ 

7-7953361 

z 

+0.0072655 

Z 

—0.0073542 

J  sin  X  cos  ß 

93432386 

9.9989761 

^/ cos  iL  cos/!if 

0.5059727 

^sin  /^ 

5»94792.. 

^/cos  /? 

0.5069966 

iL 

3°55'58"20 

/^ 

—      0    5.69 

logz/ 

0.50700 

cos  /?  )  A 

-          I4"i9 

Ä^ 

—           1.72 

io6''33'53"39 

115  157-54 
9.9571602 

9,16264786 

0.1416026 

9,17680812 

0.5479443 
9.9223192 

0^,3647209 

I23°i5'25"84 
0.6256251 

94°28'37''86 

44255.85 
181  36  18.04 

0.6255798 

9.9986727 

+4.2097135 

—0.9461349 

0.6033326 

8.9149160 

+0.3336173 
— 0.2791067 

0.0681 791 

8^4472986 

— 0.0327701 

+0.0370655 

8.7364809 

9-9999394 
0.51 36941 

7.63300. . 

0.5137547 
o«57'24"86 

+      431.44 
0.51375 
o"4i 
1.39 


+ 


i09®56'4o"59 

iii«i8'43"8o 

118  10  56.49 

119  27    0.85 

9.9451972 

9.9399100 

9116741990 

9116916715 

o.i 288431 

0.1244243 

9^8030421 

9^,8160958 

0.5359813 

0.5306941 

9.907 II 17 

9.9005512 

On39968i8 

o„4i27355 

126«  9'ii"43 

I27°i8'46''43 

0.6288696 

0.6301429 

97°22'23''45 

98«3i'58"45 

7  3641.44 

8  46  16.44 

18430    3.63 

185  3938.63 

0.6288243 

0.6300976 

9.9963941 

9.9951659 

+4.2190864 

+4.2195243 

— 0.7086201 

-0.5637344 

0.6115771 

0.6128504 

9.1 220701 

9.1832404 

+0.5415607 

+0.6253034 

—0.6755254 

—0.7975690 

0.0714236 

0.0726969 

8^8947404 

8„994043 I 

— 0.0925047 

— 0.1166111 

+0.0953157 

+0.1 13501 3 

9„  1269904 

9^2361986 

9.9996840 

9.9995184 

0.5453648 

0.5629812 

7.44886. . 

7ii49273- 

0.5456808 

0.5634628 

2«ir  7^56 

— 2«4l'52''28 

+     2  45.05 

—        2  55.27 

0.54568 

0.56346 

+          o"o8 

i"35 

+          2.86 

—           1.93 

leichung  der  Elemente  entwickeln 

ZU  können,  wird  man  sich  vorerst  über  die  Ausgangsepoche  zu  entscheiden  haben: 
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da  das  Datum  1876  Dec.  2.0  der  Zeit  nach  nahe  in  die  Mitte  fallt,  so  wähle  ich 
diesen  Zeitpunkt  hierfür  und  es  wird  sich  daher  als  nächste  Aufgabe  stellen,  für 
diese  Epoche  die  Coordinaten  nach  30)  und  32)  (pag.  436J  und  die  Geschwindig- 
keiten nach  33}   (pag.  437)  zu  berechnen;  man  erhält  darnach; 

Afo     I07°45'i8"66    * 


^ 

116  8  40.80 

sin  Eq 

9-953   1237 

cos  E^ 

9fi644  0830 

Add. 

0.136  7757 

cos  Eq — e 

9n78o  8587 

ro  sin  Vq 

0.543  9078 

9.917  1243 

Tq  cos  Vq 

0.377  4984 

t'o 

I24°i6'55"52 

logro 

0.626  7835 

A'  +  Vo 

95^30'  7"54 

^+t>o 

54425.53 

er  +  t>o 

182  3747-72 

sin  (A'  +  Vq) 

9.997  9944 

r  sin  a 

0.626  7382 

sin  (R  +  Vq) 

9.000  0946 

r  sin  b 

0.609  4910 

sin  [C  +  Vq) 

8|»66i  6678 

r  sin  c 

0.069  3375 

«0 

+4.214  3692 

yo 

+0.406  9918 

^ 

— 0.053  8276 

cos  «0 

9n7507i49 

Add. 

0.148  4870 

y  sin  r 

9.917   1243 

9.954  2484 

y  cos  r 

9^602  2279 

r 

ii5^5o'25"24 

logy 

9.962  8759 

Vpo 

0.292  4642 

Y'-y-Vpo 

9.670  41 17 

A'  +  r 

87°  3'37"26 

B'  +  r 

1 

357  1755-25 

c  +  r 

174  II  17.44 

cos  [A'  +  r) 

8.709  9824 

/  sin  a 

9.670  3664 

cos  {B'  +  r) 

9.999  5171 

y  sin  b 

9.653  1192 

cos  (C'+r) 

9n997  7619 

y  sin  c 

9. 112  9657 

S,  +0.024  0076 

rjQ  +0.449  4033 

Co  — 0.129  0410 

Jetzt  kann  au  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  geschritten  werden, 
für  welche  eine  fünfstellige  Rechnung  mehr  als  ausreichend  ist.  Zunächst  findet 
sich  nach  6)   (pag.  430)  und  13)   (pag.  432)  : 

sin  Vq  sin  q)    9.1 2961  2  :  Tq    9.67425 

V^    0.29246  I  :  a    9.40336 

log  (dvQ  :  rfr)     8.83715  Subtr.     9-93747 

log  (rfro  :  rfT)2    7.67430  log  ^2    934083  ; 

femer  erhält  man  nach  8]  (pag.  430]  mit  Rücksicht  auf  7;  (pag.  430)  oder  was  be- 
quemer ist,  durch  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  angeführten  Form,  wobei  (iir  die 
Berechnung  von  A^  die  Zahlen  in  Einheiten  der  zehnten  Deciidale  angesetzt  sind: 

1  »^0    9-37322  log^2:ro*    6.20691 

I  :  Vq^    8.74643  log  |j^|'  :  ro*    454038 

1  :  Tq^    8.11965  (i)     +201290 

56» 


I  :  ro* 

7.49287 

I  :  To* 

686608 

1  :  ro« 

6.23930 

log  ^2 

7^81862 

log-^a 

6.02899 

log  ^3 

7n34i50 

log  A4 

5.72796 
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nach  1 7)  (pag  433)  fand  sich : 


logaj 

7.04217 

loR«3 

8^43222 

4 

9.97528 

'>  m 

9.21837 

Add. 

0.07004 

0.04532 

59' 

0.03980 

Subtr. 

8.10700 

log  «4 

8.13680 

(2) 

(3) 
log  A4 


— 21690 
—144583 

+35017 
4.54428 


log/^3  6.56505 
log  ,^4  8^60831 
log  ^4       6.26202 


Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  stellt  sich  nun  die  Rechnung  von  a  und  b  nach  9 
(pag.  430)  und  von  a,  ß  und  y  nach  17)  pag.  433]  wie  folgt,  wenn  man  beachtet, 
dass  %  =z  kt  und  log  k  =  8.23558  anzunehmen  ist. 


i 

27.50000 

—9.48269 

+17-44157 

+28.33591 

log    t 

I »43933 

0^97693 

1. 24159 

1.45234 

log    T 

9»6749i 

9„2I25I 

947717 

9.68792 

lügT^ 

9.34982 

8.42502 

8.95434 

9.37584 

log  r^ 

9ii02473 

7f|63753 

8.43151 

9.06376 

logT* 

8.69964 
—  0.00147 

6.85004 
— 0.00018 

.     7.90868 

8.75168 

AtT^ 

— 0.00059 

— 0.00156 

As^^ 

—              I 

0 

0 

+             I 

A^t^ 

0 

0 

0 

0 

a 

+  0.99852 
—  0.00049 

+0.99982 
— 0.00006 

+0.99941 
— 0.00020 

+0.99845 

Ä3T2 

— 0.00052 

^4^3 

—              I 

0 

0 

+             I 

log{ } 

9.99978 

9.99998 

9.99991 

9.99978 

log* 

9^67469 

9^21249 

9.47708 

9.68770 

• 

I 

2 

3 

4 

a^t 

+0.01280 

-f-o.  00441 

— 0.00812 

— 0.01319 

041:2 

+1 

0 

+1 

+  1 

log  {....) 

0.00553 

0.00I9I 

9.99646 

9.99424 

ajT^ 

6.39199 

5.46719 

5.99651 

6.41801 

logof 

6.39752 

5.46910 

5.99297 

6.41225 

l0g(l'4.ftT) 

0.00826 

0.00286 

9.99468 

9.99132 

4 

ßzr' 

5n58978 

4^20258 

4.99656 

5.62881 

log/5? 

5^59804 

4^20544 

4.99124 

5.62013 

logy         4.96366         3.1 1406         4.17270         5.01570  . 

Nun  werden  die  Differentialquotienten  von  a  und  b  nach  den  gewählten  Ele- 
menten nach  18)  (pag.  433]  zu  entwickeln  sein;  schreibt  man  sich  für  die  folgende 
Rechnung  die  Logarithmen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  für  die  4  Orte 
auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels,  so  erhält  man  leicht: 


1 

2 

3 

4 

QXq 

7.02225 

6.09383 

6.61770 

7.03698 

ßSo 

31197839 

2n58579 

3.37159 

4.00048 

Add. 

9.99961 

9.99987 

0.00025 

0.00041 

da  :  hxQ 

7.02186 

6.09370 

6.61795 

7.03739 

«yo 

6.00711 

5.07869 

5.60256 

6.02184 

ßVo 

5^25068 

3f»858o8 

4.64388 

5.27277 

Add. 

9.91634 

997305 

0.04532  ^ 

0.07123 

ha  :  dyo 

5-92345 
5ni2853 

5.05174 

4n2001I 

5.64788 
4n72398 

6.09307 

OZq 

5*14326 

ß^o 

4.70877 

3-31617 

4^10197 

4*73086 

Add. 

9.79211 

9.93920 

0.09299 

0.14205 

da  :  d^o 

4^92064 

4ni393i 

4»8i697 

5*2853» 

ß^o 

6^222^7 

4*83017 

5.61597 

6.24486 

y& 

3  34401 

1.49441 

2.55305 

3.39605 

Add. 

9-99943 

9.99980 

0.00038 

0.00062 

bb  :  bZfi 

6||22220 

4n82997 

5.61635 

6.24548  ha  :  h^Q 

/^yo 

5n20763 

3fi8i503 

4.60083 

^,22^72 

y^o 

4.61630 

2.76670 

3-82534 

4.66834 

Add. 

9.87142 

9-95930 

0.06733 

0. 10536 

hb  :  dyo 

5f|07905 

3n77433 

4.66816 
3*72225 

5.33508  da  :  dijo 

ß^ 

4.32905 

2.93645 

4*35 i 14 

yCo 

4«07439 

2^22479 

3*28343 

4*12643 

Add. 

9. 901 71 

9.90621 

0.13484 

0.  20305 

bb  :  bzQ 

3-97610 

2.84266 

3*85709 

4*55419  ^ö-  ^?o 
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5.58839 

4.57325 
31169467 


3.73879 

2.72365 
1^84507 


3 

4.79743 
3.78229 

2^90371 


4 
5.64043 

4.62529 
31174671 


Indem  man  nun  die  hier  bestimmten  Differentialquotienten  zur  Erleichterung 
der  folgenden  Rechnungen  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  schreibt,  erludt  man 
die  Aenderungen  der  Coordinaten  durch  die  Variationen  der  Eleipeitte  nach  10) 
(P%.  431)  durch  die  folgenden  Zahlen: 


Xf^(ha  :  hz^] 

+0.00443 

+0.00052 

+0.00175 

+0.00459 

&{ö*:^2H,) 

0 

0 

P 

0 

hx  :  hzQ 

+1.00295 

+1.00034 

+1.00116 

+1.00304 

log  (da:  :  öa^o) 

0.Q0128 

0.00015 

0.00050 

0.00132 

z^(ha  :  dyo) 

6.548r8 

5.67647 

6^.27261 

6.71780 

S>(J>»:»yo) 

3ii4594o 

2n> 5468 

3.04851 

3-71543 

Add. 

9.99964 

9.99987 

0.00026 

0.00043 

log  (hz  :  dyo) 

6.54782 

5.67634 

6.27287 

6.71823 

z^(ba  :  hz^) 

5»54537 

4^76404 

5^44170 

5^91004 

&(ö*:ä^) 

2.35645 

1. 22301 

2n23744 

2^93454 

Add. 

9.99972 

9.99988 

0.00027 

0.00046 

log  [6a:  :  hz^i) 

5n54509 

4,176392 

5n44i97 

5^91050 

^o(M:  Ä&) 

—0.00070 

— 0.00003 

+9.00017 

+0.00074 

So(ö*rö&) 

0 

0 

0 

0 

da:  :  dg) 

—0.47351 

— O.16314 

+0.30014 

+0.48793 

log  (dar  :  d&) 

91167533 

9^21256 

9-47733 

9.68836 

a:o(da:  brj^) 

5»70378 

4ii399o6 

5.29289 

5.95981 

S,(di  :di?o) 

2.95360 

1 .  10400 

2.16264 

3.00564 

Add. 

9.99923 

9.99978 

0.OQ032 

0.00048 

log(d«:  di?o) 

5n7030I 

4^9884 

5.29321 

5.96029 

a:o(dii  :  dCo) 

4.60083 

3.46739 

4^48182 

51,17892 

&(J>*:öro) 

2^07502 

0^22542 

I1128406 

2||I2706 

Add. 

9.99870 

9.99975 

0.00028 

0.00039 

log  (da:  :  d^o) 

4.59953 

3.46714 

'4n482lO 
6.22754 

5ni793i 

yo(da:  da^,) 

6.63145 

5.70329 

6.64698 

rjQ  (di  :  da^) 

5^87484 

4^48261 

5.26899 

5.89812 

Add. 

9.91638 

9.97305 

0-04533 

0.07125 

log(dy  :  da:o) 

6.54783 

5.67634 

6.27287 

6.71823 
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I 

2 

3 

4 

yo(i« 

:  Äy«) 

+0.00003 

0.00000 

4-0.00002 

+0.00005 

ijo{»i 

:öyo) 

— 0.0000t 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

\og[hy 

:iyo) 

9-99937 

9.99992 

9-99975 

9-99935 

yo(>o 

:ö^) 

4«53023 

3*74890 

4,42656 

4,89490 

ijo(Jft 

:'>*6) 

3-62874 

2.49530 

3*50973 

4,20683 

Add. 

9.94178 

9.97508 

0.04965 

0.08102 

log  (dy 

:dz,) 

41.47201 

3*72398 

4,47621 

4*97592 

yo(io 

:J>&) 

51.83179 

4*43956 

5-22594 

5-85507 

ijofi* 

:»§,) 

5.24103 

339143 

4.45007 

5-29307 

Add. 

9.87123 

9-95927 

0.06727 

0.10522 

!og(Äy 

:J>&) 

5*70302 

4*39883 

5-29321 

5.96029 

yo(Ä« 

:  iijo) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

»JolJ»* 

-^Id) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

log(Äy 

••  >iJo) 

9,67469 

9*2 1 249 

9.47708 

9.68771 

yo(Äa 

:»Co) 

3-58569 

2.45225 

3*46668 

4,16378 

1/0  (»6 

••  Ho) 

3«3473i 

>*4977i 

2*55635 

3*39935 

Add. 

9.8641 1 

9.94888 

0.05035 

0.06893 

io«r(Äy 

:»&)) 

3-21142 

2.40113 

3*51703 

4*23271 

«n(öo 

:d«o) 

5*75287 

4,82471 

5*34896 

5,76840 

• 

:Ä*o) 

5-33293 

3.94070 

4*72708 

5*35621 

Add. 

9.79222 

9.93921 

0.09302 

0.14210 

log  (dz 

:  hzo) 

51.54509 

4*76392 

5*44198 
4*37889 

5*9' 059 

*f,(ba 

■^9o) 

4,65446 

3*78275 

4,82408 

Co(ö* 

•■  Äyo) 

4.18978 

2.88506 

3*77889 

4*44581 

Add. 

9.81755 

9.94123 

0.09732 

0.15184 

log  (dz 

:dyo) 

:dz.) 

4,47301 

3*72398 

4*47621 

4*97592 

ao(öa 

0.00000 

0.00000 

O.OOOiOO 

oooooo 

to(d6 

:K) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 , 

log(>« 

:a^) 

999936 

9.99992 

9.99974 

9.99932 

26(J>a 

:»&) 

4-95321 

3-56098 

4*34736 

4*97649 

Co(i* 

:»&) 

4,69912 

2*84952 

3,90816 

4*751 '6 

Add. 

9-90043 

9.90616 

0-13473 

0.20282 

log  (dz  : 

«?o) 

4.59955 

3.46714 

4,48209 

5*»793« 

^(öÄ: 

:  *»?o) 

3.81006 

2-50534 

3*39917 

4,06609 

Co(J>*i 

:^.) 

31.68398 

1,83438 

2,89302 

3*73602 

Add. 

952743 

9.89580 

0.  II 786 

0.16663 

log  (dz  : 

:  ^Vo) 

3-2II4« 

2.401 14 

3*51703 

4*23272 

• 

iift 

I 

2 

3 

4 

«o(da:  äCo) 

O.OOCXX) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

a,!d6:dCo) 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

log(J«:ÄCo) 

91167469 

9^21249 

9.47708 

9.68770 

im  ermittelt  man 

die  in  19)   (pag.  434]  auftretenden  Coefficienten  und  findet: 

I 

2 

3 

4 

sinl 

8.83581 

8.22278 

8^58131 

8*67279 

sin/? 

Sfi5556o 

711703 

6.91064 

6n93404 

cosA 

9.99898 

9.99994 

.9.99968 

9.99952 

COB/? 

O.CXXXX) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

co8>l  sin/!^ 

5n55458 

7.11697 

6.91032 

6n93356 

sinA  sin/? 

4n39i4i 

5-33981 

5n49i95 

5.60683 

J 

0.50700 

0.51375 

0.54568 

0.56346 

cos/!?  hl  :  bx 
cos/?  hl  :  dy 


8*32881 
9.49198 


71170903 
9.48619 


8.03563 
9.45400 


8.10933 
9.43606 


hß  :  bx 
hßihy 
bß  :  bz 

€ 


5.04758 
3.88441 
9.49300 


6^60322 
41,82606 
9.48625 


6*36464 
4.94627 

9-45432 


6.37010 

5*04337 
9.43654 


Ersetzt  man  nun  bx  durch: 

und  analog  by  und  bz,  und  vereinigt  die  zu  der  gleichen  Variation  in  10)   (pag.  431 
ermittelten  Coefficienten,  so  hat  man  schliesslich  noch  die  folgende  Operation  durch- 
zuführen, wobei  man  die  früher  ermittelten  Differentialquotienten  auf  den  unteren  Rand 
eines  Papieres  schreiben  wird ;  die  nöthigen  Multiplicationen  werden  dann  durch  rnt- 
sprechendes  Rücken  des  Zettels  sehr  übersichtlich  durchgeführt  werden  können: 


I 

2 

3 

4 

icosß  bk  ', 

;  bx)  (bx  :  bxQ) 

8*33009 

7*70918 

8.03613 

8. 1 1065 

(cos/?  bk  : 

by)  {by  :  bx^) 

6.03981 

5.16253 

5.72687 

6.15429 

Add.  . 

9-99777 

9.99877 

0.00212 

0.00477 

cos/?  bX  :  bxQ 

8*3279 

7n7079 

8.0383 
4  30850 

8.1154 

(cos/?  bX  : 

bx)  [bx  :  öyo 

4*87663 

3*38537 

4.82756 

(cos/?  bk  : 

by)  (by:  by.) 

9-49137 

9.4861 I 

9.45375 

9-43541 

Add. 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

999999 

cos/?  bX  :  byo 

9-4914 

9.4861 

9-4537 

9-4354 

(cos/?  bX 

:  bx)  [bx  :  bzi^) 

387390 

2.47295 

3n4776o 

4*01983 

(cos/?  bX  : 

:  ^y)  {^V  '  Ä«o) 

3fi96399 

3*21017 

3*93021 

4*41198 

Add. 

9.36272 

9.91215 

0.13120 

0.14779 

cos/?  bX  :  bzQ 

3*2366 

3*1223 

4*0614 

4*5598 

• 

I 

2 

3 

4 

(emß  bX : 

•.bx)  (bx:iio) 

8.00414 

6.92159 

7. 51296 

7-79769  • 

(eotßbjL 

■'  iy)  (H  :  J»lo) 

5ni95oo 

3„88502 

4.74721 

5-39635 

Add. 

9-99933 

9.99960 

.    0.00074 

0.00172 

008/9  di  :  b§t 

8.0035 

6.9212 

75137 

7-7994! 

{coaß  bl. 

:  bx)  (bx  :  bi]f) 

403182 

2.10787 

3.32884 

4.06962 

{eoaßbl. 

■  iy)  (»y :  ^o) 

9^16667 

89169868 

8.93108 

9.12377 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

D.OOOOO 

coaßbk  :  bi]i 

9«i667 

8^6987 

8.9311 

9.1 2iS 

[eoiß  b  l : 

;  bx)  (bx  :  bQ 

2n92834 

1^17617 

2n5i773 

3^28864 

(emß  bl : 

■  »y)  Py :  J»&.) 

2.70340 

1.88732 

2n97X03 

3*66877 

Add. 

9.83160 

9.90608 

0.13102 

O.15133 

co8/9dX  :  ö^g 

2n535o 

x-7934 

3«1020 

3n820i 

(Ä/?: 

bx)  (bx  :  bx^) 

5.04886 

6«6o337 

6n365i4 

6.37H2 

(bß: 

by)  (by  :  dar,) 

0.43224 

0^50240 

1.21914 

1^76160 

(b/J; 

:  bz)  (bz  :  bx^) 

5n03809 

4n250I7 

4^89630 

5»34704 

Add. 

0.0000 1 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

{i  +  n} 

5.04887 

6n6o337 

6n365i4 

6.37141 

Add. 

8.40020 

0.00192 

0.01451 

9.95687 

bß:  bx^ 

3-4383 

6„6o53 

6n3796 

6.3283 

(bß: 

bx)  (bx  :  Äyo) 

1.59540 

2^27956 

2n6375i 

3.08833 

(bß: 

by)  (by  :  by^) 

3.88378 

41182598 

4.94602 

5n04272 

(Ä/J: 

bz)  (bz  :  by^) 

31196501 

3i|2i023 

3n93053 

4*41246 

Add. 

0.00223 

0.00123 

9.99786 

9-995 »5 

{1  +  11} 

3.88601 

4n82721 

4.94388 

5»03787 

Add. 

9.29994 

0.01037 

9.95570 

0.09234 

iß  :  iy. 

3111859 

4118376 

4.8996 

5»! 302 

(bß: 

bx)  (bx  :  bzt) 

0,^59267 

1.36714 

1.80661 

2,|28o6l 

asß: 

by)  (by  :  bz^) 

8n35642*) 

8.55004 

9*142248 

0.01929 

(bß: 

:  bz)  (bz  :  bz^) 

9.49236 

9.48617 

9.45406 

9.43586 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

bß:  bzt 

9.4924 

9.4862 
5.81578 

9.4541 
51184197 

9-4359 

(bß: 

bx)  (bx  :  ö§,) 

4^72291 

6.05846 

(bß: 

»y)(J>y:>fi.) 

9n58743 

9.22489 

0.23948 

1,^366 

(bß 

:  bz)  (bz  :  b§o) 

4.09255 

2.95339 

3«9364i 

4.61585 

Add. 

9.88410 

0.00060 

0.00536 

9.98404 

bß:b§o 

41,6070 

5.8164 

5ii8473 

6.0425 

• 

*)  Der  Strich  Aber  der  Clutfakteristik  seigt  an»  da«  dieselbe  ttm  20  Einheiten  su  vermin- 
dern bt,  wihrend  die  flbrigen  nur  um  10  Einheiten  Yennindert  terttimden  sind. 
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V 

I 

JU      — ^ 

2 

3 

4 

(iß  : 

ix)  (ix  :  bija) 

o«75059 

1.00206 

U65785 

^.3JÖ3Q 

(d/J: 

6y)  (öy  :  iij«) 

3n559io 

4.03855 

4-4«335 

4n7Jioß 

(iß: 

4«)  (b»  :  öi^o) 

2.70441 

.1 -88739 

2n97^iS 

3*166926 

Add. 

0.00067 

0.0004O 

9.99925 

9.99827 

(I  +  ll) 

3ii55977 

4.03895 

4.42260 

4fi72935 

Add. 

9-93474 

0,00305 

9.98436. 

0.03626 

iß  :  bijo 

3fi4945 

4.0420 

4.4070 

4*17656 

(iß: 

Äx)  (da: :  i^) 

9.6471 I 

0.07036 

0.84674 

1*154941 

(iß: 

öy)  (by  :  dC„) 

7,09583 

7,^22719 

8«46330 

9.27608 

(iß 

:  ö«)  (öz  :  öCo) 

9^16769 

81169874 

8.93140 

9.12424 

J/f:ö?, 

9ni677 

8«6987 

8.9314 

9.1242  . 

Hiermi 

it  ist  die  Reohni 

iing  der  Difft 

^rentialauotic 

mten  beende 

t:  sie  ford 

etwas  mehr  Mühe,  als  die  bei  deu  früheren  Methoden  entwickelten  Ausdrücke,  doch 
macht  sich  die  Rechnung  wegen  der  zahlreichen  kleinen  Coefficienten  sehr  schnell 
und  einfach;  letztere  veranlassen  es  auch,  dass  eine  ganz  wesentliche  Vereinfachung 
bei  der  Bildung  der  Normalgleichungen  eintritt,  welcher  Yortheil  die  etwas  müh- 
samere Rechnung  der  obigen  CoefGiGienten  mehr  als  aufwiegt.  Von  der  Richtigkeit 
der  entwickelten  Differentialformeln  kann  man  sich  leicht  durch  willkürliche  Variation 
der  Elemente  und  Vergleichung  der  Resultate  der  directen  Rechnung  und  der  oben 
hingestellten  Differentialformeln  überzeugen. 

Um  diese  Control-Rechnungen  möglichst  einfach  zu  gestalten, '  wird  man  x«, 
yo)  ^)  &i  ^0  ^^^  ^0  willkürlich  variiren  und  zwar  um  solche  Betiäge,  dass  wenn 
man  den  grössten  Coefßcienten  der  eben  ermittelten  Differentialquotienten  einer  jeden 
Unbekannten  heraushebt,  das  Product  dieses  Coefficienten  in  die  zugehörige  willkür- 
liche Variation  für  alle  6  Grössen  nahe  gleichwerthig  wird,  und  ausserdem  darauf 
achten ,  dass  man  diese  Variationen  weder  zu  klein  noch,  zu  gross  wählt ;  meistens 
wird  es  genügen,  dieselben  so  zu  wählen,  dass  das  Product  aus  dieser  Variation  mit 
dem  zugehörigen  grössten  Coefficienten  in  dem  geocentrischen  Orte  eine  Aenderung 

Ton  20 — 30^^  bedingt.     Indem  man  nun  den  Werth  von  Tq,  j-^  und  g  nach 

ra^  =  xo^  +  y^2  ^  ^2 


^^  (^)  =  *o  &  +  y«i?o  +  «üCo 


ff*»S)*  +  V  +  eo^ 
ermittelt,  hat  die  Berechnung  der  ^-  und  «B-Coefficienten  aus  8)  (pag.  430)  keine 
Schwierigkeit;  bestimnit  man  nach  9)  (pag.  430)  für  die  in  Betracht  kommenden  Orte 
die  o-  und  A-Coefficieoten  und  rechnet  nach  3]  (pag.  429]  die  geocentrischen  Coordinaten, 
so  werden  dieselben  leicht  mit  Riioksicht  auf  32)  (pag.  436)  die  geocentrischen  polaren 
finden  lassen.  Die  durch  diese  Rechnung  erhaltenen  Aenderungen  in  den  geocen- 
triaohen  Ortem  müssen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Bechnfung  mit  den  durch  die 
obigen  Differentialquotienten  gefundenen  stimmen. 
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Sammelt  man  alle  gewonnenen  Coefficienten  und  setzt  aaoh  die  früher  in  den 
Orten  gefnndenen  Fehler  an.  so  erhält  man  die  folgenden  logarithmisch  angesetEten 
Bedingungsgleichungen,    in   welchen    die  aus   dem   ersten   Orte  resultirenden  zwei 

Gleichungen   mit  der  Präcision  V^  durchmultiplicirt  erscheinen ;  es  wurde  nämlich 

<  »• 

dem  ersten  Orte  als  Normalort  das  Gewicht  3  ertheilt. 

Längen 
i„39o6  =  8^5665da:o  +  9-730odyo  +  3fi4752^«b  +  ö-242iÄ?o  +  9n4053öijo  +  2n7736ÄCo 
9.6128  =  7^7079  g.4861  3ni225  6.9212  8^6987  1.7934 

8.9031  =  8.0383  9-4537  4»o6i4  7-5137  8;93ii  3n^020 

0ni3O3  =  8.ii54  9-4354  4n5598  7-7994  91238  3^8201 

Breiten 
0»474i=3-6769Ö2;b  +  3»4245Öyb+9-73io^«b  +  4n8456öfi,  +  3ft733iJi/«-+- 9^40630^1 
0„i43O  =  6„6o53  4n8376  9.4862  5  8164  4.0420  8^6987 

o.4564=6„3796  4.8996  9-4541  5n8473  4-4070  8.93H 

0112856==  6. 3283  5i|i302  9-4359  6.0425  4fi7656  9*124^. 

Vor  Allem  wird  man  diese  Coefficienten  dadurch  für  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate vorbereiten,  dass  man  dieselben  durch  Einfuhrung  anderer  Unbekannten  mög- 
liehst  homogen  (pag.  318)  macht.     Setzt  man  also:  ^ 

0  =  8.566552:0     ,  rf=^  8.2421  öfo 

4  =  9.73006^0     ,  «  =  9-4053  ^»/e 

0  =  9.731065:0     7  /  =  9-4063  6^0 

log  Fehlereinheit  ==  1.3906  ,  ' 

ftu  erhält  man  zur  Bildung  der  Nonnalglcichungen  das  folgende  Schema  (vergl. 
pag.  319),  in  welchem  bereits  die  Prüfungscoefficienten  s  ihre  Aufnahme  gefunden 
haben : 

9.  5489 
9.7054 
4„8288 

9-5573 
9.7185 

4fi4i3Ö 

8n7397 
0.2279 

.  Khe  ich  an  die  Bildung  der  Normalgleichungen  gehe,  will  ich  noch  be- 
merken^ das»  die  Fehler  oben  in  Bogensekunden  angesetzt  sind,  während  der  Natur 
der  Sache  nach  die  Correotionen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  in  Ein- 
heiten des  Radius  verstanden  werden ;  will  man  demnach  die  aus  den  folgenden  Auf- 
löetmgen  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  unmittelbar  zur  Bestimmung  der 
CotiectioBen  det  Elemente  verwerthen,  so  mues  man  ausserdem,  dass  man  jede  Un-' 
bekannte  durch  den  Homogenitätsfactor  diyidirt^   und  dieselbe  mit  der  oben  anga-^ 
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logCoeff. 

a   Offiooo 

9ni4i4 

9.4718 

» 

h  0.0000 

9.7561 

9-7232 

» 

c  3»7442 

3n39i3 

4ii3304 

» 

d  0.0000 

8.6791 

9.2716 

» 

e   Op|0000 

9n2934 

9.5258 

•  9 

/  3n3673 

2*^3871 

3*6957 

•  ' 

n  o^oooo 

8/2222 

7-5«25 

•  >  ' 

9    O^OÜOO 

9.4768 

0.1307 

5. 1104 

8„0388  ' 

7n8J3i 

7. 7618 

3»6945 

5ni076 

. 5-1696 

5n4002 

0.0000 

9-7552 

9-7231 

9-7049 

6.6035 

7-5743 

7»6o52 

7.8004 

4n3278 

4.6367 

5.0017 

5.3603 

o„oooo 

91.2924 

9.5251 

9-7179 

9n0835 

»»7524 

9.0658 

8.8950 

9^0850 

9. 4904 

9.9865 

9.9835. 
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nommenen  Fehlereinheit  multiplicirt,  noch  mit  dem  Sinus  einer  Bogensekunde  mul- 
tipliciren;  man  wird  also  für  diesen  Uebergang  haben  (logarithmisch): 

(bzo)  =  7-5097  « 
(byo)  =  6.3462  b 
{hss^)  =  6.3452  c 

(d&)  =  7.8341  rf 

[hrj^)  =  6.6709  e 
(if,)=  6.6699/ 

welche  Coefficienten  ich  als  Uebertragungs-Coefficienten  bezeichnen  will. 

Ich  setze  die  Bildung  der  Normalgleichungen  hier  vollständig  an,  um  die 
grossen  Yortheile  anschaulich  zu  machen,  welche  diese  Methode  in  der  Anwendung 
ge^fi^Lhrt;  etwa  die  Hälfte  der  Coefficienten  verschwindet.    Man  erhält  so: 

aa  ah  ae  ad  ae  af  an  ai  hh       he       hd 

+1.0000  — i.oooo  o  — i.oooo  H-i.oooo  o  +1*0000  +1.0000  +1.0000    o  +1.0000 

+0.0191  ^0.0790  o  — 0.0066  +0.0171  o  — 0.0013  — 0.0415  +0.3152    o  +0.0171 

+0.0878  +0.1568  o  +0.0554  +0.0994  o  +0.0010  +0.4004  +0.1801     o  +0.0989 

+0.1153  +0.1796  0+0.1177+0.1851  o — 0.0194 +0.5981  +0.1575    o  +0.1831 

0.0000  000000000  o 

+         1  o  —0.0061  o  o  +0.0011  +6  —       34  00  o 

o  o  — 0.0034  o  o  —o.ooii  —  .8  —       63  00  o 

o  o  +0.0019  o  o  +0.0030  —         5+56  00  o 

m  ...1  .1  .,  II  —    _   _  . 

+1.1313  — 0.7416  — 0.0067  —0.8135  +1.3117  +0.0019  +0.9786  +1.9519  +1.8618    o    +1.3091 

he  hf  hn  h$  ee  ed  ee  ef  en  e$         dd  dt 

—I.oooo         o       — 1.0000 — 1.0000  0  0        0  000  +1.0000 — I.oooo 

KI III  O  +0.0095   +0.1710  0  0  0  000  +0.0013  ^-0.0094 


+0.1776         o        +0.0017  +0.7151  000  000  +0.0349+0061* 

+0.1654         o        — 0.0179  +0.8576  0  0        0  000  +0.1 30s  +0.1SI' 


0  0  O  0+10000—0.0004  O  — I.oooo — .01111—0.1116  O  9 

» 

00  o  o  +0.3139  +0.0011        o         — 0.1116  — 0.0311  +0.1760  O  0 


00  00  +01794 — 0.0011        o         +0.1771  +0.0615  +0.5114  o  o 

0.0  o  o  +0.1569  +0.0031        o         +0.1648  —0.0398  +0.4880  o  o 


—0.6691  o        — 1.01^7  +0.7438  +1.8601  +0.0018        o  — 0.6697  — 0.1317  +1.0548  +1.1674  ^-O.TjtO 

df  dn  di  ee       ef        en  es  ff  fn  f$  nit 


o  — I.OOOO  — I.oooo  +t.oooo    o  +1.0000  +1.0000              p              Ö               O  +1. 

o  +          8  +0.0141  +0.-0386    o  —0.0033  —^.0589               000  +0.000} 

o  +         6  +0.1515  +0.1 116    o  +0.0011  +0.4534              0              0               0      0.0000 

o  — 0.0198  +0.6099  +0.1735    o  — 0.0187  +0.8838              000  +0.0030 

+0.0004               o              o              0    0  o              o  +1.0000  +0.I1I1  +0.1116  +0.0147 

— 0.0007  —         i+ii              00  o              o  +0.0384  +0.01  II  —0.0606  +0.003S 

—0.0013  —         5  —       39               00  o               o  +0.1 113  +0.0390  +0.3S48  +0.0135 

+0.0033  —         5+61              00  o             o  +0.1718  —0.0410  +0.5018  +0,0061 


+0.0017  — 1.0196  — o.iioo  +1.4147    o    +0.9691  +1.1783  +1.4135  +0.1303  +0.8SS6  +1.0409 

Ordnet  man  nun  die  Unbekannten  nach  der  Beihe  b,  c,  e,  /,  a  und  d^  so  gehaltet 
die  Elimination  bis  /  inclusive  fortgeführt,  wie  folgt  (veigl.  pag.  340) : 
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b  c  €  fad  n  s 

4-1.8628        0.0000    — 0.6691         0.0000^—0:7426    4-1-309^    — 1.0167     +0.7436 
E.      0.27016  —         OQ      91182549  -7-         00      9^87075      0.11701      O11O0719      9.87134 

+1.8602        0.0000    — 0.6697    — O.Ö067     +0.0028    — 0.13 17     +1.0549 

o  o  o  o  0.0  o 

+1.8602        0.0000    — 0.6697     — 0.0067     +0.0028    — 0.1317     +1.0549 
E,         0.26956  —         00      9,182588      7^82607       7.44716      9i|ii959      0.02321 

+1.4247        0.0000    +1.3117    — 0.7580    +0.9691     +2.2784 
+0.24034  o  +0.26674  — 0.47027  +0.36519  — 0.26710 

+1.18436      0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391  +2.54550 
000000 
+1.18436      0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391  +2.54550 
E.        0.07348  —         00      0.01910      9*45898      9.78098      0.40577 

+1.4235    +0.0029    +0.0017    +0.1303    +0.8887 

00  o  o  o 

+i«4235     +0.0029    +0.0017     +0.1303     +0.8887 
[nn\\    0.4860  +0.24110  +0.00241  — oJooioi  +0.04741  — 0.37978 

[nni]    0.4767  +1.18240  +0.00049+0.00271  +0.08289  +1.26848 

inji3]     0.1688  00000 

[»»4]     0.1630  +1.18240  +0.0049     +0.00271  +0.08289  +1.26849 

E.         6.07276      6.69020      7.43297      8.91850      0.10329. 

Man  wird  bemerken,  dass  auch  die  Auflosung  der  Nprmalgleichungen  wegen 
der  kleinen  Coefficienten  sehr  merklich  erleichtert  erscheint.  Würde  es  sich  in  die- 
sem Falle  nur  um  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  alleu^.hapdßhii 
und  sollte  hier  nicht  ein  Beispiel  durchgeführt  werden,  wo  zwei  Unbekannte  einer 
besonderen.  Unsicherheit  unterworfen  sind ,  so  könnte  die  Elimination  au  Ende 
geführt  werden,  ohne  allzugrosse  Unsicherheit.  Diesen  Yortheil  verdankt  mi|n  nur 
der  zweckmässigen  Wahl  der  Elemente. 

Bestimmt  man  sich  aus  der  letzten  mit  E  bezeichneten  Gleichung  die  Unbe- 
kannte f  als  Function  von  a,  d  und  den  Beobachtungsfehlem,  so  erhält  man  sofort 
(logariihmisch) :  '        V 

/=  8.84574  +  6»5i744a  +  7ii36o2i  d  ; 
•  .  •  -  •       •  • 

fuhrt  man  diesen  Werth  in  der  vorletzten  obigen  Gleichung  E  ein,  so  findet  man 

leicht : 

«  =  9.70750  4- 9»9456aa +'9.38550^ 
und  so  weiter  durch  Büoksubatitatlon: 

e  =  8„65858  +  7-53798«  +  7»36693  d 
*  =  9ii55948  +  8.912390  +  9»78927<'  ; 

mit  Racluricht  auf  die  Uebertragungseo^eienteh  (pag.  452)  erhSlt  man  als  Relationen 
swuchen  den  Elementen  (loglurithmiscb) : 
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dz. 


5-5156  -f  5n7776J«o  +  6»i  960Ö0 
6.3784  +  9„io68Ö2^  -f  8.22230$) 

5«oo38  4-  6.3735ÖX0  +  5»878od?o 
5n9057  +  7-74890*0  +  8h3<"4ÄS, 


A) 


,  Hiermit  sind  die  Fonnen  2)  (pag.  364)  erlangt.  Um  nun  den  Uebergang  auf 
4]  (P^-  3^5)  .2^  machen,  hat  man  diese  Relationen  in  die  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleich^ngen  einzusetzen,  und  man  wird,  um  Alles  in  Bogensekunden  zu  erhalten, 
die  obigen  Coefi(icienten  vor  deren  Substitution  durch  sinx"  dividiren;  ausserdem 
habe  ich,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  und  den  Orten  möglichst 
klar  zu  legen,  die  zwei  Gleichungen  fiir  den  ersten  Ort  ohne  Berücksichtigung  ihres 
Gewiqhtes  benützt;  man  erhält  so  die  neuen  Bedingungsgleichungen,  indem  man  die 
von  hxQ  und  h^Q  freien  Glieder  mit  den  Fehlem  in  den  Orten  verbindet: 


—  i57"5  a^+    293"9  6fi> 
+  619.5     »    —  1264.4    » 

+  330*9     »    ' —    206.8    » 

—  502.2     »    •+-    632.4    » 


i''8o7 

+ 

7-957 

+ 

0-593 

— 

3-382 

— 

0.078 

-^ 

0.415 

+ 

2-875 

2.262 

^2) 


ß 

=  +«17.04  hXfi  —    0.91  Öfo 
=  —  67.61.  »    4"  io«40 
=  —  36.70    »    —21.73 

=  +  55-7^    *»    +  H-22    • 

welche  Gleichungen  nun  die  Form  der  Gleichungen  8)  (pag.  366J  haben. 

Hier  findet  nun  die  in  7)  (pag.  366}  angezeigte  Prüfung  statt.  Bildet  man  die 
Summe  der  Fehlerquadrate  (also  von  n*)  und  addirt  dieselben,  nachdem  man  die  für 
Sen  ersten  Ort  geltenden  Quadrate ,  dem  Ghewichte  entsprechend,  mit  3  multiplicirt 
hat,  so  erluAt  man: 

[n'n'l  =  98"4; 
oben  fand  sich  [nn^]  5=0.1630,  was  in  Verbindung  mit  der  Fehlereinfaeit  eigibt: 

.•   ..    ^  .  .   .    [»«4]  =98.''5.-      ^  - 

in  guter  Uebereinfitimmung  mit  dem  obigen  Werthe.  Uebrigens  erscheinen  4i6  Coef» 
ficienten  von  hx^  und  h^o  durch  die  Controle  nicht  geprüft  und  müssen  besonden 
revidirt  werden.  Die  obigen  Gleichungen  können  nun  zur  Bestimmung  von  hx^  und 
d|o  verwerthet  werden,  da  in  det  That  die  CoefKöienten  der  beiden  Unbekannten 
nicht  allzu  klein  sind  (vergl.  pag.  366) ;  gibt  man  wieder  dem  ersten  Orte  das  Ge- 
wicht 3  und  macht  die  Coefficienten  homogen  durch: 

logFeUereinheit  a»  0.9007 


—   iu  — 

80  erhält  man  (lognithmisch)  : 

9n5949  =  9n6439P  +  96049  q 

0.0000  ==0.0000  0^0000 

-     8.8724   =  9.7277  9n2137 

9^6285  =  9^9089  9.6991 

8^2300  =  8.6780  7n0957 

8n7i73  =  9ffii^o  7.9151 

9.5579  =  8^7727  8^2352 

9n4538  =  8.9540  8.0510, 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  folgenden  Eliminationsgleichungen  ergeben : 


+  2.1625  jt>  —  1.6692  y  =  + 1. 3157  1  X 


+  0.151 1  y  =ar —  0.2231   . 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  beträgt  in  der  hier  gewählten  Einheit  1.5555. 
Ans  der  ersteren  Gleichung  allein  leitet  man  ab  (logarithmisch) : 

p  =  9.8456  +  988755', 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführten  Homogenitätsfactoren  (logarithmisch) : 

hzQ  =  7.9543  +  0.1974  Ö&*).  B) 

Der  eben  gefundene  Werth  für  p  wäre  in  die  obigen  Gleichungen  einzuführen, 
worauf  man  leicht  die  Formen  18]  (pag.  368)  erhalten  würde,  doch  ist  die  Auflösung 
in  dem  vorliegenden  Falle  aus  den  letzteren  Eliminationsgleichnngen  für  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  hinreichend  sicher;  man  erhält  so: 

log  q  =  0^1693 
oder :  ' 

logö&  =  7^9681  .  C) 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  geht  herab  auf: 

[n«6]  =  0.1638  , 

oder  mit  Bäcksicht  auf  die  oben  eingeführte  Fehlereinheit: 

[nn6]  =  io"4  . 

Substituirt  nutn  den  Werth  von  Cj  in  B)  und  A)y  so  erhält  man  die  wahr- 
scheinlichsten Correctionen  der  angewandten  Elemente,  und  zwar: 

^  «1)  =  —  0-005  6575  . 
^Vo  =  +  0.000  0739 
h  Zq  =  —  0.000  0107 
b  g,  =  —  0.009  2920 
i  ijq  =  4-  0.000  8050 
d  f 0  =  +  0.000  0346. 


*)  Da  det  Co^fficient  von  d  lo  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  daraus  den  Schluss  siehen, 
dasB  es  etwas  sweckmAsdger  gewesen  wäre,  dj^  als  die  leiste  Unbekannte  su  wählen. 
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Die  Emfulinmg  dieser  Correctionen  in  die  Bedingungsgleichungea  ergibt  als  übrig- 
bleibende minimale  Fehler: 


COBß^k 

bß 

Grewicht 

X 

+  o"o4 

+  o"oi 

1 

3 

2 

—  0.30 

—  0.70 

X 

3 

+  0.54 

+  2.47 

I 

4 

—  0.34 

—  1.82 

i 

D) 


Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  in  der  That  io"4,  wodurch  eine  sehr  gute  Con- 
trole  erreicht  ist. 

Bringt  man  die  hier  gefundenen  Correctionen   an  die  oben  (pag.  443)  ermit- 
telten Ausgangswerthe  an,  so  erhält  man: 

^1  =  +  420S  7317  ,        ?i  =  +  0.014  7156 
yi  =  +  0.407  0657  ,         ?i  =  +  0.450  2083 
Zi  =  —  0.053  8383  ,         Ci  =  —  0.129  0064  ; 
aus  diesen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  die  osculirenden  Elemente  nach 
34)  (pag.  437)  abzuleiten;  die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


loga?! 
logyi 
log  «1 

log^t 

logCt 

«i  Vi 

yi  Si 
Subtr. 

yi  Ci 

«1  ^1 
Subtr. 

«1  Ci 

«1  Si 
Subtr. 


0.624  »513 
9.609  6645 

8»73i  0913 
8.167  7780 

9-653  4135 
9rtiio  6113 

0.277  5648 

7-777  4425 
0001  3752  - 

8^720  2758 

8n384  5048 
0.268  8634 

9n734  7626  • 
6^898  8693 
0.000  6341 


Vp  sin  (t)  sin  (Q)  8,1451  4142 

9«999  4IOI 
6n734  1285 

9-734  7184 
0.276  1896 

Vp  0.293  4265 

p  0.586  8530 

f  i6°  2'xo*'o4 

(Q)  182  59   7  71 


Vp  sin  (fj  cos  (q) 
Vp  sin  (f) 
Vpcos  (f) 


«1  & 

yi7i 

Add. 
{1+11} 

Add. 

sin  a>  sin  o  —=l 

^        Vp 


8.791  9293 
9.263  0780 
0.126  4396 
9.389  5176 
7.841  7026 
0.012  1308 

9.401  6484 


cos  (q) 

sin  (q) 

cos  (f) 

sin  (f) 

cos  (8)  cos  (f) 

—  sin  (q)  cos  (f) 

yi  cos  (q)  cos  (i) 

—  Zi  sin  (Q)  cos  (i) 

Add. 

(I+H) 

Zx  sin  (f) 

Add. 


9n999  410X 
8||7i6  6940 
9.982  7631 
9.441  2918 

9n982  1732 
8.699  4571 

9n59i  8377 
9.323  6084 

0.336  5"9 

9ii255  3258 

8ni72  383« 

0.034  4739 


Xi  cos  (q)     0,1623  5614 

yt  sin  (Q)     8^326  3585 

Add.    0.002  1852 


rmau 

9n289  7997 

sin  9  sin  0 

9.068  866s 

9n999  5382 

9.905  3147 

r  eoB  « 

0^625  7466 

sin  (p  cos  9 

8»937  6909 

u 

i82^38'29"78 

0 

I26°28'32"70 

r 

0.626  2084 

sin  qp 

9.163  5518 

rxp 

9.960  6446 

9 

8°22'46"59 

\p  :  r 

9.667  2181 

45°  +  i  7> 

49"ii'23.29 

i» 

63«i4'i6.35 

0) 

56«'9'57''o8 

tgl» 

0.297  3051 

it 

239°9'  4"79 

cotg  (45°  +  l  <P) 

9.936  2560 

cos  qp2 

9.990  6774 

i« 

59042'48"86 

a 

0.596  1756 

^ 

119  25  37-73 

y^ 

0.298  0878 

sin  E 

9.940  0086 

af 

0.894  2634 

sin  9)  :  sin  i" 
«"  sin  £ 

4.477  9769 
7°i6'2o"96 

112°  q'i6"77 

log/t 

2-655  7432 
452"6299 

womit  die  Bechnung  der  Elemente  vollendet  erscAieint.  Ueberträgt  man  weiter  die 
Elemente  nach  35)  (pag.  438]  auf  den  Aequator  als  Fundamentalebene,  und  diese 
nach  den  im  ersten  Bande  des  Lehrbuches  angegebenen  Formeln  (I  pag.  11]  auf  die 
EkUptik,  so  finden  sich  die  wahrscheinlichsten  Elemente  in  der  gewöhnlichen  Form : 

@  HUda. 

Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

mittleres  Aequinoctium  1875.0 

L  34°58'54"95 

M       112    916.77 

n        2S2  49  38.18 

Q  228  20    0^73 

f  7  48   0.22 

g>  8  22  46.59 

^  452"6299 

loga  0.596  1756  . 

Rechnet  man  nun  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  bezogen  auf  das 
früher  gewählte  Coordinatensystem,  so  ergibt  die  directe  siebenstellige  Rechnung  hierfür : 

cosßbl  hß 

1875  Nov.    4  +  o"o9  0.00 

9     22  —  0.32  —  0.71 

Dec.   19  +  0-57  +  2.55 

»30  —  0.31  —  1.82  , 

welche  Werthe  mit  den  in  D)  (pag.  456)  angesetzten  in  befriedigender  Weise  stim- 
men, so  dass  die  bisherigen  Rechnungen  einer  sehr  scharfen  Controle  unterzogen 
erscheinen. 

Oypotser,  B»hnb«ftimm«nfen.  II.  (S 
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Wenn  es  sich  blos  darum  handelt,  die  wahrscheinlichsten  Elemente  fiir  einen 
kleinen  Planeten  aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  zu  erhalten,  so  erscheinen 
hiermit  die  Rechnungen  vollendet ;  es  knüpft  sich  aber  häufig  genug  auch  die  Frage 
an  diese  Bestimmungen,  innerhalb  welcher  Grenzen  man  die  Elemente  varüren  darf, 
ohne  den  Beobachtungen  geradezu  zu  widersprechen,  und  zur  Erledigung  dieser 
Frage  eignet  sich  die  hier  aufgestellte  Methode  im  besonderen  Maasse,  da  in  der 
That  der  Zusammenhang  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Äende- 
rungen  in  den  geocentrischen  Orten,  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Grenzen 
ein  fast  völlig  linearer  ist. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Ende  die  Gleichung  B)  (pag.  453)  vor  und  substi- 
tuiren  dieselbe  einerseits  in  Ai)  \1ndA2);  denkt  man  sich  dann  unter  d  ^  die  Va- 
riation des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  ^q,  so  ist  es  klar,  dass  man  in  den 
Gleichungen  ^1]  und  B)  (pag.  454,  455)  für  die  constanten  Coefficienten  Null  zu  setzen 
hat,  wenn  man  unter  d^,  dij,  dz,  by  und  hx  die  Variationen  der  wahrscheinlichsten 
Elemente  verstehen  soll ,  bedingt  durch  die  Variationen  von  d  ^  und  ebenso  hat  man 
linker  Hand  in  A2)  statt  der  dort  angesetzten  Felder  die  aus  D)  (pag.  456J  resul- 
tirenden  einzufügen;  man  findet  dann  logarithmisch: 

h  z  =  0.1974  d  ^ 

d  y  =  8,^0484  d  f 

h  z  =  6.4725  h  § 

h  rj  =  9^2666  h  ^ 

d  ^  =  6,^4001  b  I  . 
Beachtet  man,   dass  die   übrig  bleibenden  Fehler  in  2>)   (pag.  456)  identisch 
sind  mit  Vi,  «2  *  • .  der  Formel  25]  (pag.  369)  und  bezeichnet  man  mity*],  /j . . .  die 
Fehler,  welche  übrig  bleiben,    wenn  man  den  wahrscheinlichsten  Werth   von  S  ^^ 
den  Betrag  d  ^  variirt,  so  erhält  man  aus  der  Substitution  in  B)  leicht: 

/,  =  +  o"o4  -    45"8  ö?  ,        A  =  +  o"oi  -     25^9  ^S 
/2  =  —  0.30  +  288.4  ö?  ,        /e  =  —  0.70  +     96.1  5  f 

/s  =  +  0.54  —  314.5  ög  ,  /t  =  4-  2.47  -h  79.5  hS 
fi  =  —  0.34  +  i58"8  d?  ,  /s  =  —  1.82  —  102.0  h^  . 
Bedenkt  man  überdiess,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  von  z  ebenfalls 
stark  variirt  werden  kann,  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  und  versteht 
man  unter  hz  die  Variation  unter  der  Einschränkung,  dass  d^  =  o  gesetzt  ist 
(pag.  368},  so  kann  man  zu  diesem  Zwecke  unmittelbar  die  Coefficienten  von  hi^ 
aus  ^1)  und  A^)  hinschreiben,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  man  in  den  letzteren 
das  Zeichen  wegen  der  Umsetzung  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  zn 
ändern  hat  und  erhält  so  (logarithmischj : 

bz  =  0.1974  5f 
hy  =  7.7489  hz  -4-  8,^0484  d| 
hz  =  6.3735  hz  +  6.4725  öf 
hy  ==  9||io68  hz  -^  9||2666  öf 
^C  =  5fi7776ö^  +  6„40oi  df , 
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und  ausserdem  fiir  die  Fehler  in  den  Orten: 


F) 


cosß  hl  hß 

/,  =  4-o''o4  +  i57"5b;r—    45"8  J>?  ,  f,  =  +  o^oi  —  ifohx  —    25^9  b? 

/,  =  — 030  — 619.5  da:  +  288.4  bj  ,  A  =  —  0.70+67.50x4-     96.1  dg 

/j  =  +  0.54  —  330-9  ^^  +  3»4-5  ^S  1  /t  =  +  2.47  +  36.7  bx  +     79.5  b^ 

fi=  —  0.34  +  502.2  bx  +  158.8  i|,  /g  =  —  1.82  —  55.7  hx —  102.0  öf 

womit  also    die  durch  die  Gleichung  25)    (pag.  369)   verlangte  Form  hergestellt  er- 
scheint.    Die  Kelation  26]    (pag.  369)  ergibt  also  mit  diesen  Zahlen: 


Iff]  =  io"4  +  5.9190^^2  +  5.3830  Ä^,  G) 

wobei  die  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  und  in  Bogensekunden  angesetzt 
sind;  sie  sind  also  in  der  That  nichts  anderes  als  die  entsprechenden  Quadrat- 
summen der  in  F)  enthaltenen  Zahlen^  wobei  jedoch  die  aus  den  Gleichungen  resul- 
tirenden  Werthe  von  f^  und  f^  dem  Gewichte  entsprechend  mit  3  multiplicirt  wurden. 
Die  Ermittelung  dieser  Coefficienten  kann  aber  viel  einfacher  aus  den  Zahlen  der 
Gleichung  a  (pag.  455)  erhalten  werden,  denn  der  Coefficient  von  p  in  der  ersten 
Gleichung  ist  einfach  mit  dem  Quadrate  des  Homogenitätsfactors  (der  Logarithmus 
des  Factors  ist  daselbst  angenommen  2.7920]  zu  multipliciren  und  gibt  den  obigen 
Coefficienten  von  hx^,  ebenso  ist  der  Factor  von  q  in  der  zweiten  Gleichung  zu 
behandeln  (log  Factor  3. 10 19),  der  dann  den  Factor  von  hp  finden  lässt;  es  wird 
der  Controle  halber  erwünscht  sein,  die  Coefficienten  der  Gleichung  Cr)  auf  beiden 
Wegen  zu  ermitteln. 

Man  wird  vorerst  sich  über  die  Grenzen,  über  die  man  bei  der  Bestim- 
mung der  Grenzelemente  wohl  nicht  hinauszugehen  braucht,  zu  einigen  haben; 
eine  Ansicht  der  Gleichungen  F)  zeigt  wohl ,  dass  ein  Werth  von  [ff] ,  der 
etwa  bei  100"  liegt,  keine  grosse  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  neh- 
men kann  ;  es  wird  also  eine  Vergrösserung  der  minimalen  Fehlerquadrate  (io"4) 
um  89''6  wenig  wahrscheinlich  sein;  um  aber  mit  einer  fast  an  die  Gewissheit 
grenzenden  Wahrscheinlichkeit  die  äussersten  Grenzelemente  zu  erhalten,  wollen 
wir  die  Vermehrung  um  den  vierfachen  Betrag  als  noch  möglich  in  Betracht  ziehen, 
daher  [//]  die  Form  geben: 

1//]  =  io"4  +  358"4»»,  H) 

für  n=:  ^,  wird  also  die  Summe  der  Fehlerquadrate  100",  für  »  =  i  erreicht  die- 
selbe den  Werth  368^8.     Setzt  man  nach  27)   (pag.  370) : 


1/358.4  «  sin  JV  =  2.9595  dx 
1/358.4  n  cos  N  =  2.6915  d^  , 

also: 


n  sin  JV=  1.6823  dx  . 


n  cos  iV=  1.4143  d§ 

58» 
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und  führt  statt  der  beiden  Unbekannten  d§  und  dx  die  Unbekannten  n  und  N  dar 
Gleichung  /]   entsprechend  ein,    so  ist  die  Summe    der  Fehlerquadrate  nach  G) 

(P«g-  459) : 

[//]  =  io''4  +  358''4  «'  • 

Für  gleiche  Werthe  von  n  wird  demnach  die  Summe  der  Fehlerqnadrate  den  gleichen 
Werth  erhalten,  also,  da  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Unbekannten  nur  von  der 
Fehlerquadratstunme  abhängig  sind  Systeme,  von  gleicher  Wahrscheinlichkeit  (veigl. 
pag.  370)  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Winkels  iV  ergeben.  Nach  den  obigen  Be- 
trachtungen kann  man  wohl  als  die  obere  Grenze  für  n  die  Einheit  annehmen,  da  für 
diesen  Werth  die  Darstellung  der  Beobachtungen  ganz  unbefriedigend  ist;  der  Werth 
n  =  o  führt  auf  das  wahrscheinlichste  System.  Indem  für  den  Winkel  N  die  Pe- 
ripherie in  8  Theile  getheilt  wurde  und  für  n  einmal  der  Werth  ^  und  dann  i  sub- 
stituirt  wurde,  erhielt  man  aus  E]  (pag.  458)  16  verschiedene  Systeme  der  Coordinaten 
und  Geschwindigkeiten,  aus  denen  nach  34)  [pag.  437]  die  Elemente  abgeleitet 
wurden.  Es  seien  die  für  8  Punkte  der  Peripherie  ermittelten  Werthe  einer  Funktion 
bezeichnet  durch  lo,  Y^  ...  1^,  so  wird  es  ein  leichtes  sein,  dieselben  numerisch 
in  eine  periodische  Funktion  zu  verwandeln ;  man  erhält  5  Cosinus-Coefücienten  und 

3  Sinus-Coefficienten,  die  der  vorgelegten  Funktion  die  Gestalt  geben: 

E  =  Cq  '{'  Ci  cos  N+  C2  cos  2  iV  +  C3  cos  3  JV  +  C4  cos  4  JV 
+  «j  sin  iV  +  «2  sin  2  iV  +  *3  siii  3  -2Vr. 

Seien  durch  die  obigen  y-Funktionen  die  acht  Incremente  dargestellt,  die 
unter  einer  bestimmten  Annahme  für  n  (hier  entweder  0.5  oder  i.o)  irgend  ein  Ele- 
ment gegen  den  wahrscheinlichsten  Werth  erfährt,  wenn  N  der  Reihe  nach  die 
Werthe  o,  45^,  90^  ...  315°  annimmt,  und  bezeichnet  weiter  symbolisch: 

(0.4)  -  Fo  +  y4      ii)  =  Yo  -  yi 

(K5)  ^Y,  +  Y,        (i)  =  Fl  -  Ys 

(2-6)  =  ra+r«        (i)  =  Fi-Yc 
(3.7)  =  Y3+  Y7         (f)  =  Y3- Yt 

dann  ist  offenbar: 

4(co+c«)  =  (o.4)  +  (2.6),     2(c,4-ff,)  =  (t)  .         2{»t+«)={{i)  +  (|)}^ 

4  {co-c,)  -  (1.5)  +  (3.7)  ,     2  (tf,_c,)«{(i)-(|) }  r^  ,    2  [*i-»i)  =  (1) 

4Cj=  (0.4)  — (2.6)  ,  4»,= (1.5)  — (3.7;. 

Die  Anlage  der  Rechnung  stellt  sich  also  wie  folgt: 
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Y, 

y» 
y. 

Y, 
Y, 

Yi 
Y, 

(0.4) 
(2.6) 

(1-5) 
(3.7) 

(i) 

ii)  -  (f  ) 
(*)  +  (f ) 

log{(t)-(f)} 
log{  »)  +  (♦)} 

(0.4)  +  (2.6) 
(1-5) +  (3-7) 

ii) 

(*) 

8c, 
8C4 

402 
4«J 

4<h 
4  Ca 

4«, 
4^ 

Man  erhält  so  furn  =  ^ .  und  indem  man  statt  (tt)  und  (p  die  einen  lineareren  Cha- 
rakter  aufweisenden  Elemente: 


[0)  =   «JL^  sin  (TT) 


(»P)  =   ^JL  cos  (TT) 

^  Bin  i"  ^    ' 

einfuhrt,  die  folgenden  Zahlen  nach  34)   (pag.  437] : 

(o)  (I)  (»)  (3)  (4)  (5)  (6)  (7) 

X  +4-»390745  +4.*377345  +4*191»**  +4.1946*3*  +4.1783888  +4.1799*88  +4.1983411  +4. »»28401 

y  +0.4068504  +0.4069546  +0.4071240  +0.4072591  +0.4072810  +0.4071767  +0.4070074  +0.4068722 

s  — 0.0538326  —0.0538325  —0.0538358  — 0.0538406  — 0.0538440   —0.0538441  — 0.0538407  — 0.0538360 

I  +0.0339747  +0.0283338  +0.0147156  +0.0010973  —0.0045435  +0.0010973  +0.0147156  +0.0283338 

17  +0.4466499  +0.4467525  +0.4488795  +0.4517848  +0.4537666  +0.4536640  +0.4515371  +0.4486317 

C  —0.1290112  ^-0.1290102  — 0.1290070  —0.1290033  — 0.1290015  — 0.1290025  — 0.1290058  —0.1290094 


a;  i82^59'h"i8  i8a"59'i5''o5 
1,  i6*»ii'33"52  i6'»io'43''86 

'7t)  242^15'  7"95  *40*»53'i7"39 
ip    io*32'38"65   9**57'i4"7o 

;^)  — 33404''3«  — 3««So"5o 
{?•;  — 17573"»2  --I7346''58 
i)  346«43'28"34  348'»  4'37"8* 
fi  449^6879    4S0"83*8 


i8a'59'ii"63 
16°  4'52"7i 

238"io'34"54 
8*27'  5"74 

— 25758^31 
— I5985"6i 

35i**i9'i7"69 
45*^7368 


182^59'  5"86  182^59'  i"i4  i82»59'  o"25 


I5*»57'3i"34 
234^56'!  3"02 

6«55'38''73 

— 20363"i6 

— I 4291 "86 

354»32'  4"49 


«5*5*'S7"i* 

*33"5o'48"53 

6*i5'i9"24 

—1 8146^89 

— I3258"76 
355''5o'34"5i 


15**53'44*97 

236^34'  *"5i 

6*48'58''73 
— 20430^18 

— .1 3487^90 
354"3o'i»"9i 


182^59'  3"77 

i5'59'*8"*o 

240**  8'24"i9 

8"i8'37"47 
— *S854''90 
— 14843"19 

35I«17'*5''34 


453"6i52    453"6484    453"4862    45*''5*79 


18**59'  9^53 
i6*  6'5i"33 

*4***  5'37^i3 
9. 51 '43^85 

— 3i22o"53 

— 16534''85 

348«  3'5o''7i 

45o''6672 


Daraus  resultirt: 


«=4 


(L)  =35i*'i8'2i''56 — 4o"o8 — i64i4"o8co8i\P— 4o"o5  cos2JV'+i"oocos3iV— o''ooco84-Är 

+      56. 14  sin  JV — i6.i2  8in2JV— 0.03sin3iV 

(®)== — 25866''53  +  i5"44  — 7628"8ocosiV+-i5"50co82iV+o"o9C08  3iV— o"oico84JV 

+     48.36  sin  iV-t-  0.76  sin 2iV+- 0.07  sin 3  JV 

[V]  = — I54i3''5i —   i"74 — 2i57"25C08iV —  o"79C08  2iV+o"o2cos3iV+o''o5cos4JV 

—  57i.238inJV —  i.94sin2  jY.— O.Ol  Bin3iV 
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lOOjM  =     45262"99 — ly'gö —   i98"o3C08iV — 48"2 1  cos 2iV +o"oi  cos 3 iV — o''oico84iV 

+     10.43  sin  iV+   0.91  sin  2iV — o.oi8in3iV 
(q)  =  i82°59'7"7i —  0.03+      6"52C08iV —  o"o2C08  22V— o"ooco83iV— o''ooco8  4JV 

+      3.93  sin  JV —  0.02  sin  2  iV 
(t)  =  i6°2'io"o4+  2"84+  5  58"2 1  co8iV^4-  2^43  cos  2  iV — o"oico8  3iV^— o''ooco8  4A' 

4-  i62.258inJV+  i.548in2jV+o.oosin3 JV 

Führt  man  nun  dieselben  Rechnungen  aus  unter  der  Annahme  n  =  i ,  so  findet  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise: 

n=  1 
[L]  =35  i°i8'2i"56— i6o"2 1— 328io"44cosiV—  1 59"94C0S2iV+7"96  C0S3iV-|-o"o8  cos4iV 

+    ii2.ii8inJV —  64.428in2iV — o.258in3JV 
[O]  = — 358o6"53+  öi^yo — i5255"83cosiV-|-  62"oocos2iV+o"65COS3iV'— o''ooco84A' 

—  97.i68iniV+     3.05  8in2iV+o.588in3iV 

[^f)  = — i54i3"5i-|-  6"98  —  43i4"o3C08iV—    3"o2co8  2iV+o"i2co83JV4-o"oico84A' 

—  ii42.368iniV —     'j.yTsin2N'\-o,i-j8ia^N 

ioOjU=    45262"99  —  i9i"66 —  395"66co8iV— i92"68co8  2iV+o"22C0S3iV4-o"o6cos4A' 

+     20.82  sin iV4-    3. 69 sin 2 iV — o.iisin3JV 
(q)  =^  i82°59'7"7i —  o"i2+     i3"o5cosiV —  o"o8co82iV — o"oocos3iV4-o"oocos4A' 

+       7.87siniV —  o.09sin2iV+o.oi  sin  3iV 
f)  =r    1 6°2 '  I  o"o4  +  1 1  "4  7  -f  1 1 1 6"6  5  cos  iV-f-  9"7  4  cos  2  iV+  o"o5  cos  3  iV-f-  o"oocos  4  N 

+  324.58sinjY-f  6.i8  8in2iV'+o.07sin3iV  . 
Rechnet  man  mit  irgend  einem  dieser  äussersten  Grenzsysteme  die  Darstellung 
der  "Orte  direct  siebenstellig,  so  wird  man  durchaus  eine  befriedigende  Ueber- 
einstimmung  mit  der  aus  den  Differentialformeln  abgeleiteten  aus  /;  und  F 
(pag.  459)  erhalten,  welche  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rechnung  kaum  über- 
schreitet; man  leitet  daraus  den  Schluss  ab,  dass  in  der  That  die  hier  getroffene 
Wahl  der  Elemente  den  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (linearer 
Zusammenhang]  in  fast  unerwartet  befriedigendem  Maasse  entspricht. 

Redenkt  man,  dass  die  obigen  Formen  für  die  Elemente  nichts  anderes  sind, 
als  die  empirische  Entwickelung  derselben  nach  den  Potenzen  von  n  sin  JV  und 
n  cos  Nj  so  wird  man  sofort  einsehen,  dass  die  mit  geraden  Vielfachen  von  N  ver- 
bundenen Coefficienten  nur  gerade  Potenzen  von  n^  die  mit  ungeraden  verbundenen 
nur  ungerade  enthalten  können;  die  niedrigste  Potenz  von  n  kann  aber  nicht 
kleiner  sein,  als  der  Factor  von  N.  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  sieht  man  daher 
sofort  ein,  dass  man  den  Elementen  demnach  die  folgende  Form  ertheilen  kann: 

@  Hilda. 

« 

Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

(L)  =35i°i8'2i"56+  (— i6o"38n2+o"i7n<)  -{-(— 32834"o8«  +2f64n^j  cos.V 

+(+ii2"34» — o"23fi^)sinJV    -4-( —     i6o"26«5-f-  o"32«*)co82-V 
+{—  64"49  »'4-  o"o8  «*)  sin  2  JV  -f  7"96  ««  cos  3  JV 
—  0^25  «*  sin  3  JV  -Jr  o"o8 n^  cos 4  JV 
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(0))=—  258o6"53  +  (+  6i"77  »2_o"o7  n^)  +  (— 1 5258"20«  +  2"37n3)  cos  N 

+  {+96"59«  +o"57«3)8iniV  +  (+       62"oj  »^ — o"oi /i^)  cos 2  iV 

+  (H-   3"o6  n^  —  o"o  I  n^)  sin  2  JV  +  o"6  5  n^  cos  3  N 

+  o"58  n^  sin  3  iV  +  o"oo »*  cos  4 N 

(*f^=  —  1 54 1 3"5 1  +  (—  6"93  w^—  o"o5  «*)  +(—431 4"65  «  +  o"62  n«)  cos iV 

+  ( —  I  I42"5i  n  4-o"i5f|3)  siniV  +  ( — 3"23n2  +o"2i  «*)  cos  2  N 

+  ( —  7"77«2  +  o"oo/**)sin2  N  +  o"i2»3  cos3iV 

-f-  o"i 7  W'*  sin  3  iV  +  o"oi  ^*  cos  4  iV 

loo/i  =45262"994-( — i()i"8gn'^-\-o"2in^]  +  (— -396"i9W  +  o"53n3)  cosiV 

+  (+2o"87 n— o"o5 n^] sin  iV  +  f—  i92"89n24-o"2 1  w*)  cos  2  iV 

+  (+3"65  '^^  +  o"o4n^j  sin  2  iV  +  o^zzn^  cos  3  N 

—  o"i  I  «3  sin3  iV  +  o"o6»*  cos4iV 

,Q)  =i82°59'7''7i  +  (— o"i4»2  4-o"o2/»*)  +  {+  i3"o5»  +  o"oo»-*)  cosJV 

+  (+  7^86  n  +  o"oi  7|3)  sin  N  +  (—  o"o8 n^  +  o"oo «*)  cos  2  iV 

+  ( —  o"o9  «2  -[-  o"oo  n*)  sin  2  jY  +  o"oo  n^  cos  3  iV 

+  o"oi  »3  sin  3  iV  +  o'bo  n*  cos  4  iV 

^f")  =  i6°2'io"o4 +(+ii"33/j24-o"i4»*)  +(4-iii6"34n  +  o"3iw3)co8iV 

-h  (+324"47n  +  o"ii  «3)  siniV  +  (+9"73«2  +  o"oi  »*)  cos  2  JNT 

-h  (+  6"  1 5  n2  4-  o"o3  n*)  sinzN  +  0^05  «^  cos  3  N 

+  o"o7  n^  sin  3  iV  4-  o"oo  »*  cos  4  N  . 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  nach  H)   (pag.  459) : 

[ff]  =  io"4  +  358"4  «»  , 
die  Darstellung  der  Orte  (nach  /)  und  F)  pag.  459)  : 

cos/!^  d  X 

1875  Nov.    4         +0.04     —     i"76«cosiV  +     3"27  « sin  jY 

n      22        —  0.30     -|-  ii.ii  »  cos  N  —  12.87  n  sin  N 

Dec.  19         +0.54     —  12.12»  cos  iV  —     6.88  »  sin  iV 

»      30        —  0.34     +     6.12  n  cos  iV  +  10.44  »  sin  iV 

1875  Nov.    4  -|-  o"oi  —  i"oo  n  cos  N  —  0^35  »  sin  iST 

»      22  —  o  70  +  3*70  w  cos  N  +  1.41  7»  sin  N 

Dec.  19  4-  2.47  +  3.06  n  cos  N  -|-  o.jb  n  sin  N 

»30  —  1.82  —  3.93  »  cos  A""  —  i.i6»siniV, 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  bei  dem  eminent  linearen  Charakter  der  eingeführten 
Funktionen  die  Uebereinstimmung  in  einer  der  siebenstelligen  Rechnung  nahe  adä- 
quaten Genauigkeit  bis  n  =  i  hervortreten  muss;  für  ein  gleiches  n  erhält  man  bei 
beliebiger  Wahl  von  N  Systeme  gleicher  Wahrscheinlichkeit,  für  »  =  o  das  wahr- 
scheinlichste System. 
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0.   Ansohluss  der  Elemente  an  die  Beobaohtongen  mit  genäherter  BerüokBiohtigang 

der  Frinoipien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.   Die  Lambert'sche  Gleichiing. 

Bevor  ich  an  die  Lösung  der  in  diesem  Abschnitte  gestellten  Aufgaben 
schreite,  muss  ich  vorerst  mehre  Entwickelungen  ausfuhren,  die  für  die  folgenden 
Ableitungen  nöthig  sein  werden,  und  vor  Allem  nehme  ich  die  Lambert'sche 
Gleichung  vor,  die  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relation  aufstellt,  welche 
zwischen  der  Sehne  8,  den  umschliessenden  Radienvectoren  r  und  r',  und  der 
grossen  Halbachse  a  einerseits  und  der  Zwischenzeit  [tf — t)  andererseits  besteht 
und  von  der  ein  Specialfall  (a  ^  oo)  bereits  im  ersten  Bande  (Euler 'sehe  Glei- 
chung I  pag.  loi]  erhalten  wurde. 

Lässt  man  die  X  y- Ebene  eines  Coordinatensystemes  mit  der  Bahnebene 
zusammenfallen  imd  verlegt  den  Anfangspunkt  desselben  in  den  Sonnenmittelpunkt, 
so  ist  der  Abstand  zweier  Punkte  «,  deren  Coordinaten  x,  y,  und  z'  f/  sind,  be- 
stimmt durch: 

Legt  man  nun  die  positive  Achse  in  die  Richtung  des  Perihels  und  gehören 
die  beiden  in  Betracht  gezogenen  Punkte  einer  bestimmten  Bahn  an,  so  kann  man 
auch  setzen: 

a;  =  r  cos  ü  ,     x'  vx  r'  cos  v' 
y  =  r  sin  f?  ,     y'  =  r'  sin  © ' , 

wo  V  und  v'  die  zugehörigen  wahren  Anomalien  vorstellen.  Ich  werde  von  nun 
ab  die  Entwickelungen  mit  Relationen  durchfuhren,  die  für  die  Ellipse  reell 
sind,  für  die  Hyperbel  aber  imaginäre  Beziehungen  geben;  da  im  Schlussresultate 
das  Imaginäre  eliminirt  erscheint,  so  hat  man  unmittelbar  der  Rechnung  zugäng- 
liche Resultate  erhalten,  die  für  alle  Kegelschnitte  gleichmässige  Giltigkeit  haben, 
da  man  mit  dem  Imaginären  bekanntlich  alle  Operationen  mit  derselben  Berech- 
tigung durchfuhren  kann,  wie  mit  den  reellen  Grössen. 
Es  ist  nach  I  pag.  48 : 

r  cos  v  =  a  (cos  E — e)   ,     r  sin  t>  =  a  cos  q>  %m  E  ^ 
wo  E  die  excentrische  Anomalie,    ^  »s  sin  9)  die  Excentricität  vorstellt;  man  hat 
also  für  i) : 

8^  =  a'  (cos  E  —  cos  E)^  +  a*  cos  qfl  (sin  E'  —  sin  JB)'  . 
Setzt  man  also  (wie  I  pag.  218) : 

g  =  \[E-E)  ,     G  =  \[E  +  E)  , 
so  erhält  man  sofort: 

*J  =  4a'  sin  g^  (i  — e^  cos  G*^)  .  2] 

Führt  man  nun  mittelst  der  Relation 

e  cos  G  =  cos  h 
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den  Hilfswinkel  h  ein,  so  kann  man  an  denselben  die  willkürliche,  aber  zulässige 
Bestimmung  knüpfen,  dass  derselbe  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu 
nehmen  ist,  was  mit  der  Bedingung  zusammenfällt,  dass  sin  h  stets  positiv  wird; 
die  Gleichung  2)  (pag.  464)  erhält  dadurch  die  einfachere  Gestalt : 

sz=z  2a  sin  g  sin  h  ,  3) 

in  welcher  Gleichung  s  stets  positiv  angenommen  ist;  das  Product  a  sin  g  hat  auch 
in  der  That  dieses  Zeichen.  Für  die  Radienvectoren  (I  pag.  48)  kann  weiter  gesetzt 
werden : 

• 

(r  +  /)  =a(i — cos£)  +a(i  —  cos^j  =2a(i — cos^cosA)  ;  4) 

setzt  man  noch  überdiess: 

h  —  g  =  b 
h+  g  =  e  , 

so  gehen  die  Gleichungen  3)  und  4)  über  in: 

s  =  —  a  cos  e  -\-  a  cos  d 
r  +  ^'=        2  a  —  a  cos  d  —  a  cos  e  , 
und  es  wird  demnach: 

r  +  '"'-|-*  =  2a(i  —  cos  £)  =  4  a  sin  l  e^  ^ 


}  =) 


r-\-r— s  =  2a[i  —  cos  ö]  =  4a  sin  ^  ö'^  f 


oder: 


•      1     9         r+r'-\-8 
sin  1  6^  =  - 


siu  X  0^  = 

^  4« 


"  ^    7) 


( 


Zählt   man   die    mittlere   Anomalie  M  von   der  Zeit  des  Perihels  aus.    so   bestehen 
bekanntlich,  wenn  die  Masse  vernachlässigt  wird,  die  Relationen: 


M=-i ,   jr  =  *'' 


und  es  wird  somit: 
oflcr: 


M'  —  M=  E  --  c  sin  E'  —  E+  e  siu  E  , 


-^—-  -  =  zg  —  2  sin  g  cos  h  =  2g  —  sin  e  +  siu  d  8) 

also  schliesslich: 

k  [e—f]  =  tfi  { (€  —  sin  e)  —  (d  —  sin  d) }.  0 

Die  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  7)  enthält  die  Lösung 
des  vorgelegten  Problemes;  da  aber  die  Bestimmung  von  d  und  e  aus  den  Glei-r 
chungen  7)  wegen  der  quadratischen  Form  derselben  in  doppelter  Weise  vorgenom- 
men werden  kann,  je  nachdem  man  das  positive  oder  das  negative  Zeichen  wählt, 
so  könnte  auf  den  ersten  Klick  eine  vierfache  Lösung  möglich  erscheinen.  Allein 
nach  5)  ist  £  durch  die  Summe  zweier  Bogen  bestimmt,  die  einerseits  durch  die 
Voraussetzung  über  A,  andererseits  in  Folge  der  Annahme,  dass  der  Himmelskör])er 
nicht  mehr  als  einen  Umlauf  vollendet  hat,    niemals  grösser  als  180®  angenom^icn 

Uppolzer,  Bahabffstimmongen.  II.  51J 
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werden  darf.  Es  wird  also  {e  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  liegen  nnd 
demnach  für  sin^e  stets  der  positive  Werth  angenommen  werden  dürfen;  allerdings 
bleibt  die  Bestimmung  von  h  insoweit  zweifelhaft,  dass  noch  zu  unterscheiden  ist, 
ob  man  den  Bogen  h  oder  i8o — h  wählen  soll,  und  in  der  That  bedingt  dieser 
Umstand  eine  doppelte  Lösung,  die  übrigens  für  die  hier  folgenden  Entwickelungen, 
bei  welchen  der  Werth  sin  ^6  unmittelbar  Verwendung  findet,  ohne  Bedeutung  ist. 
Man  hat  weiter  nach  (I  pag.  48 j  : 

y7sin |f?  =  Va(i+e)sin  J  J5  ,      VP  sin  ^  0'  =  ya(i+e)sm \  E ' 

Vrcos^t?=  ya(i — e]Qo^\E  ,     Vr'cos^r' =  Vafi — e)cosJJ5'  , 

woraus  durch  entsprechende  Multiplication  und  Addition  folgt: 

Vrrcos\[v — f?)  =acos^(£'  —  E)  —  aecos|(^4-£J  =  a(co8y — cos/i)  , 
oder  weiters  unmittelbar  die  Gleichung: 

Vrr' cos^  [v  —  v)  =  za  sin  ^  d  sin  ^  e  10) 

resultirt. 

Da  die  bisherigen  Entwickelungen   der  Bedeutung  der  Buchstaben  nach  für 

die  Ellipse  gelten,  also  a  positiv  ist,  da  ferner  Vr  r'  stets  positiv  vorausgesetzt  ^-ird 
und  den  obigen  Bemerkungen  gemäss  auch  für  sin  \  e  das  positive  Vorzeichen  iu 
Anspruch  genommen  wird,  so  resultirt  aus  der  Gleichung  10),  dass  sin^d  stets  mit 
co8^(t7'  —  v)  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss,  d.  h.  sin  |d  ist  positiv  zu  nehmen, 
wenn  die  hcliocentrische  Bewegung  kleiner  als  180"  ist,  dagegen  negativ,  wenn  die- 
selbe zwischen  die  Grenzen  180^  und  360"  fällt. 

So  vorbereitet  soll  die  Gleichung  9)  (pag.  465)  durch  R^ihenentwickelungen 
der  Rechnung  zugänglicher  gemacht  werden ;  denn  da  in  den  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  e  und  d  fast  nothwcndig  massig  grosse  Bogen  sein  werden,  so  wird 
die  Bestimmung  des  Ueberschusscs  des  Bogens  über  den  Sinus  in  der  hier  hinge- 
schriebenen Form  ohne  weitere  Hilfsmittel,  als  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln, 
ziemlich  misslich  werden. 

Um  nun  diesen  Ueberschuss  zu  ermitteln,  so  soll  derselbe  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt werden,  die  entsprechend  den  Ausdrücken  in  7)  (pag.  465)  nach  Potenzen 
von  sin|^£  und  sin^d  geordnet  sein  soll;  naturgemäss  gestalten  sich  die  Entwicke- 
lungen für  beide  Bogen  ganz  gleichmässig ;  ich  werde  die  Entwickelung  deshalb 
allgemein  für  den  Bogen  x  durchfuhren. 

Es  ist: 

sin  /  =  2  sin  J  x  ^^^  1 Z  =  2  sin  J  ;f  V 1  —  sin  \  x^  » 
setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

a  =  sin  1  X  ,  « » 

so  gibt  die  Entwickelung  von  sin;f  nach  Potenzen  von  a: 

I  *       o  *  •  *   -1  1  1  XTf   1.3. 5..  (2« — 3)      ^.,  ,  ^• 

^  \  Z  2.4  j  i^W  4. 6.  ..291 

Wss3 

andererseits  gibt  die  bekannte  Reihe  fiir  arc  sin  r: 
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arc  8in  x  =  x  A —  x^  +  —  — -x^  -\ — ^  x^  +. . . 

•      3       2  '      5      2.4  '7      2.4.6  ' 

Diese  Reihe  gilt  nur,  wenn  sin  2;  kleiner  als  die  Einheit,  somit  der  Bogen  im 
ersten  Quadranten  zu  nehmen  ist ;  daraus  resultirt,  dass  die  unten  folgenden  Reihen 
nur  mit  der  einen  Lösung  übereinkommen,  wo  sin^e  (vergl.  oben  pag.  466)  im 
ersten  Quadranten  genommen  wurde.     Es  ist  also: 


*  I  *  '         -»       I        *       '-3         K       I 

2  ^  '32        '    5  2.4 


oder 


n=ao 


=  2(y  +  - <y^  +  ^r-V- 


fl=:3 


3.5...(2yi~i) 

(2fl-|-l)  4. 6... 2» 


g»n+J     • 


13) 


die  Verbindung  der  Gleichimgen  12)  und  13)  gibt  also: 


N=JO 


4       •»     1  VT        *  *  •  3  •  5  ■  •  (*» — 3)       ,« j.. 


14) 


führt  man  diese  Relation  in  9)    (pag.  465)  ein  und  beachtet,  dass  nach  7)  (pag.  465)  : 


+  * 


8in  i  <!  =  ±  i-  }/-+-„-- 

ZU  setzen  ist,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 
kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180°  ist,  so  folgt  sofort  die  Lam- 
bert'sehe  Gleichung: 

!  + 


52       23(  Q  -H  a 


7  '2.4  *  i"* 

,     ±       '3  5     ±  i 
"•"   9   *    2.4.6  '  27  \ 


äi 


--!|  + 


fr  +  r' -{-«)?    _    (r  +  r'— «)l 


■3 


«■^ 


+  ... 


15) 


in  welcher  Gleichung  für  jeden  Kegelschnitt  alle  Zahlen  reell  bleiben  ;  für  die  Ellipse 

wird  —  positiv,  für  die  Hyperbel  negativ,  für  die  Parabel  Null. 

Es  würde  höchst  unbequem  sein,  diese  Reihe  von  Fall  zu  Fall  direct  zu  be- 
rechnen, besonders  wenn  der  grossen  Halbachse  a  kein  allzu  bedeutender  Werth 
zukömmt;  man  kann  die  Rechnung  indess  leicht  bequemer  gestalten;  setzt  man 
nämlich : 


4(1 


*, 


4a 


=  /; 


*  2  I  3  S        i  •      7       2.4  '9       »-46  I 

«  «(35*  '     7      a.4  9      »4-6  ) 


161 


59» 
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so  geht  die  Gleichung  15)    (pag.  467)  über  in: 

k[t'-t]  =  (r+/-t-Ä)J  Q,  :^Xr  +  r—s)i  Q^.  17) 

Da  die  Reihen  für  Qg  und  Q^  vollkommen  gleich  gebaut  sind,  so  wird  sich  leicht 
eine  Tafel  rechnen  lassen,  aus  welcher  man,  mit  dem  Argumente  S  oder  D  ein- 
gehend, den  Werth  von  Q,  und  Q^  sofort  erhält.  Es  ist  klar,  dass  sich  die  Aus- 
drücke für  Qg  und  Q^  auch  in  geschlossener  Form  darstellen  lassen ;  man  hat  näm- 
lich unter  Berücksichtigung  der  früher  gegebenen  Relationen: 

^*  ~  TSiTi?-  »      ^d  —    8siiil(f3    > 

welche  Gleichungen  eine  interessante  Beziehung  auf  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
chung (I  pag.  191)  enthalten. 

Herr  F.  K.  Ginzel  hat  die  Logarithmen   der  Q-«Funktionen  nach  der  oben 

gegebenen  Reihe  mit  dem  Argumente  A  =  --^ — ^-  sorgfältig  neunstellig  berechnet 

und  in  eine  Tafel  gebracht ;  diese  Tafel  findet  sich  auf  sieben  Stellen  abgekürzt  als 

Tafel  XVII  diesem  Werke   angehängt;    dieselbe  gibt  mit   dem  Argumente  — ^ — 

den  Logarithmus  von  Q,,  imd  mit  dem  Argumente  — ^ den  Logarithmus  von 

4a 

Q^  für  jeden  Tausendtheil  des  Argumentes.  Die  Grenzen  des  Argumentes  sind 
—  0.25  und  0.25  und  zwar  gehören  die  negativen  Argumente  der  Hyperbel,  die  po- 
sitiven der  Parabel,  an.  Die  Grenzen  der  Tafel  werden  wohl  selbst  für  die  Bahnen 
der  Kometen  von  kurzer  Umlaufszeit  kaum  jemals  überschritten   werden. 

Zu  der  Gleichung  17J  ist  zu  bemerken,    dass  dieselbe  bei  kurzen  Zwischen- 
zeiten sich  für  die  Rechnung  unbequem  gestaltet  (vergl.  1  pag.  loi  §  4) ;  doch  würde 
es  bei  dem  seltenen  Gebrauche,  den  man  bei  sehr  kurzen  Zwischenzeiten  von  diesen 
Formeln  machen  wird,  kaum  der  Mühe  lohnen,  entsprechende  Reihenentwickelungen 
vorzunehmen  und   die  für  solche  Fälle  nöthigen  ziemlich   ausgedehnten  Hilfstafehi 
zu  construiren;  doch  soll  hier  ein  Näherungsausdruck   aufgestellt  werden,   welcher 
sich  bei  grossen  Wcrthen  von  a  für  die  Rechnung  recht  bequem  gestaltet  und  blos 
Grössen  vernachlässigt  von  der  Ordnung:  »dritte  Potenz   der  Sehne  in   die  zweiten 
und  höheren  Potenzen  des  reciproken  Werthes  der  grossen  Achse« ;  derselbe  ist  also 
unabhängig  von   der  Annahme,    dass  s  klein   ist,    wird  aber,    da   man  von  diesem 
Ausdrucke  nur  Gebrauch  machen   wird,    wenn  8   einen  massigen  Werth  hat,  selbst 
bei  nicht  ganz  grossen  Werthen  von   a  eine   sehr    befriedigende  Annäherung  ge- 
währen.    Entwickelt  man,   um   diesen   Ausdruck  zu  erhalten,    die  Lambcrt'sche 
Gleichung  15)    i'pag.  467),  indem  man  naturgcmäss  nur   das   obere  Zeichen  berück- 
sichtigt, nach  Potenzen  von : 

so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Reihen,    bei   welchen  ich,    um    das  Goset«  de« 

« 

P'ortschrcitens  leichter  kenntlich  zu  machen,  jeden   einzelnen  Factor  mit  dem  Vor- 
zeichen eingeführt  habe. 
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a        ^    \       i     4.6    ^      '         4.6. 8. lo        ^      ^  J     ' 


+  iJ..Lir±!::)!^|,+ji±i^2  4..5-+s-+'—  ^4+... 

2.4   »5         a        '^    (       '      4.6    ^      '         4.6.8.10        '^      ' 
'  I     •  •  •  • 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  ß  und  setzt  der  Kürze  halber: 


1 


+ 


y  = 


so  erhalt  man: 


4«> 


19) 


-irJ'V-^y-^y' 


8 


4.6.8.10'^    I  10  '     '  I 

4.6.8.10.12.14*^        (  ) 


20) 


Man  wird  leicht  bemerken,  dass  der  Coefficient  von  /?  mit  (i — y)    i  identisch 
ist;  setzt  man  für  ß  den  Werth  aus  18)  ein,  so  kann  man,  nachdem  man  beiderseits 

mit  (1 — y)J   multiplicirt  hat,  statt  der  Gleichung  20)  nahe  richtig  schreiben: 

hierbei  ist  also  der  Coefficient  von  ß  in  der  Gleichung  20)  vollständig  berücksich- 
tigt ;  für  den  Coefficienten  von  ß^  findet  das  mit  y  multiplicirte  Glied  noch  Berück- 
sichtigung, während  in  demselben  die  höheren  Potenzen  von  /  schon  andere  Coef- 
ficienten erhalten ;  für  die  übrigen  Potenzen,  von  ß^  angefangen,  finden  nur  die  von 
/  freien  Glieder  vollständige  Berücksichtigung.  Der  Ausdruck  21]  schliesst  sich 
also  dem  wahren  Werthe  innerhalb  der  oben  bezeichneten  Vernachlässigungen  an. 
Für  die  Parabel  ist  y  =  o ,  man  hat  daher  für  dieselbe  den  Ausdruck : 


2  k  (t'  —  t)  __  _» i_   /     J     \3  __       1.3*5       /     9     \5  _ 

[r+r')\    ~r-\-r'        4.6  \rH-r'/  4.6.8.10   \r  +  r7        "'•• 


22) 


so  dass  beide  Fofmelsysteme  identisch  werden,  wenn  man  nur  anstatt  (r  -)-  /]  in  der 

r  -4-  r' 
letzten  Formel      ^      setzt.     Eine  Reihe  von  der  Form  22)  ist,  wie  dies  Encke  ge- 

zingt  hat  (vergl.  I  pag.  loij ,  summirbar,  und  von  demselben  in  eine  Tafel  gebracht 
worden,  die  mit  dem  Argumente: 

und  mit  Hilfe  der  ju-Tafel  (Band  I  Tafel  VllI  pag.  334)  für  8  den  Werth  gibt: 

%k{V-'t] 

9  =  ==11  U  . 
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Man  wird  also  die  von  Encke  gegebenen  Hilfsmittel  liier  ohne  Weiteres  be 
nützen  dürfen  und  nur  zu  setzen  haben: 


ie  +  ?)  = ;qr7 


8  = 


4« 

2  k  {f  —  t) 
2  Ä  «'  —  f) 


23) 


Ve  +  e' 

womit  also  mit  meist  hinreichender  Nähening   die  Berechnung  der  Sehne  aus  der 
Lambert' sehen  Gleichung  mit   Bequemlichkeit  möglich  ist.     Der  Ausdruck  wird 

in  jenen  Fällen,    wo  gleichzeitig  8  und  -  klein  sind,    sehr   genaue  Werthe   geben. 

Man  könnte  durch  Einführung  weiterer  Transformationen,  ohne  allzusehr  an 
Bequemlichkeit  der  Rechnung  zu  verlieren,  die  Formeln  23)  noch  mehr  an  die  stren- 
gen Werthe  annähern,  doch  wird  in  jenen  Fällen,  wo  die  Formeln  23)  nicht  mehr 
ausreichen  sollten,  stets  die  Benützung  der  Formel  1 7)  hinreichend  bequem  und  sicher 
sein.  Wir  wollen  diese  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutern.  Es  sei  0  =  100. 
r  =  0.8950000,  r  =  0.9050000,  8  =  o.iooooooo;  dann  findet  sich  nach  17)  (pag.  468, 
nach  einer  strengen  9  stelligen  Kechnung: 

log  2k[t' — tj  =  9.1285602  . 

Es  stellt  sich  nun  die  Rechmmg  nach  23)  wie  folgt: 

(r  +  r'j  =0.2552725 

log  (i  —  ''^„-)  =  9-9980413 

?  +  ?'  =  0.2572312 

Vq  +  q'  =  0.1286156 

{Q  +  Q)i   =0.3858468 
,0  =0.055299 

^i  =  0.0000554      Tafel  VIII  des  ersten  Bandes) 
2  k  [l'  —  t)  :  Yq  +  q'  =  9.9999446 

log  8  =  9.0000000  . 

Die  Uebereinstimmung  mit  der  ursprünglichen  Annahme  ist  somit  eine  vollständige. 

Die  Lambert'sche  Gleichung  wird  in  der  Folge  noch  eine  wesentliche  Ver- 
wendung darin  finden ,  dass ,  wenn  die  Radienvectoren ,  die  Sehne  und  die  Zwischen- 
zeit gegeben  sind,  dieselbe  zur  Bestimmung  der  grossen  Achse  ver\verthet  werden 
kann ;  es  stellt  sich  nämlich  als  höchst  zweckmässig  heraus,  bei  nahezu  parabolischen 
Bahnen  dieses  Element  zuerst  zu  bestimmen;  in  diesem  Falle  wird  auch  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  eine  so  bedeutende  scin^  dass  man  mit  den  vier  ersten  Gliedern 
derselben  ausreicht;  setzt  man  der  Kürze  halber  die  nunmehr  völlig  bekannten 
Grössen : 
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8o  [i  [Ü-t]  -  {  [(r  +  r'  +  8)\  q:  (r+r'  -  «)!]}  =  A 

-^  {{r-\-r'  +  8)1  +  [r+r  -  s)i)  =  C 

-nk  {('•  +  '•'  +  *)*  +  ('•  +  '*'  -  «)^}   =  ^ 
-lZL{(r  +  r'  +  «)V±(r+r'-»)V|  =^ 

SO  stellt  sich  die  Lambert' sehe  Gleichung,  wie  folgt: 

A  =  B  '  -  +  C'^  +  D  '\  +  E'\+  .,. 


24) 


Setzt  man  also  weiter: 


<J .. 


und  kehrt  die  Reihe  um,  so  findet  man  sofort  für       den  Ausdruck : 
L  =  a  +  a^ß  +  a3  {zß^  +  y}  +  a^  [bß^  +  bl^y  +  <J}  + 


25) 


26) 


Hierbei  wird  man  beachten,  dass  eine  Lösung,  die  einen  genauen  Werth  für 
a  gibt,  in  den  hier  in  Hetracht  kommenden  Fällen  aus  leicht  begreiflichen  Gründen 
nicht  möglich  ist.  Sollte  dieser  Ausdruck  sich  als  nicht  ausreichend  erweisen, 
wenn  a  nicht  gross  ist,  so  wird  eine  mit  diesem  Näheriingswerthe  ausgeführte  ver- 
suchsweise Lösung  mit  Hilfe  der  Gleichung  17)  alles  Erforderliche  erreichen  lassen. 

Schliesslich  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Differentiation  der  Lam- 
bert'sehen  Gleichung  nach  der  Zeit  auf  geschlossene,  für  die  Rechnung  bequeme 
Ausdrücke  hinführt,  die  in  der  Folge  Verwendung  finden. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  9]  (pag.  463}  nach  den  mit  der  Zeit  verändere 
liehen.  Grössen,  so  erhält  man : 

kdt  =t  «5  {  (i  — cose)d6  —  (1  — cosd)  dd) 

=  \a^  taug  J  €  d{r  +  r'  +  «)  —  ^a^  tang.Jd  d{r'\-r'  —  s) 

oder  mit  Benützung  der  in  16)  eingeführten  Symbole,  nämlich: 


S  = 


»•-fr'-f  « 


4« 


4« 


^kdt  =  -^±^=tld[r  +  /  +  S)  Zfi^Hlmdir  +  r'  —  s)  ,         27) 

wobei  die  Zeichenunsicherheit ,  die  durch  die  Einführung  der  Wurzelgrössen  ent- 
steht, den  früheren  Atiseinandersetzungen  gemäss  zu  beheben  ist.  In  dem  Ausdrucke 
27  sind  alle  Wurzeln  ihrem  absoluten,  positiven  Werthe  nach  zu  nehmen;  das 
ob(*re  Zeiehen  gilt  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner  sind  als  180^,  das 
untere  für  jene,  die  zwischen  180"  und  360*^  liegen. 
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§  2.    Ableitung  der  Elemente  ans  zwei  helioGentrisehen  Orten. 

Die  Ableitung  der  Elemente  aus  zwei  heliocentrischen  Orten  ist  der  Haupt- 
sache nach  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (I  pag.  221  und  226)  erledigt 
worden,  nur  wird  der  Umstand,  dass  bei  der  hier  in  Frage  kommenden  Lösung 
häufig  sehr  grosse  heliocentrische  Bogen  in  Betracht  kommen,  während  dort  haupt- 
sächlich die  Fälle  der  ersten  Bahnbestimmung  mit  massigen  Bogen  berücksichtigt 
wurden,  gewisse  Aenderungen  bedingen;  ausserdem  werde  ich  hier  für  nahezu 
paraboUsche  Bahnen  völlig  andere  Vorschriften  angeben.  Obgleich  die  im  ersten 
Bande  gegebenen  Methoden  auch  hier  in  der  Regel  eine  sehr  bequeme  Anwendung 

gestatten,  da  selbst  bei  sehr  grossen  heliocentrischen  Bogen  die  Grösse  a:  =  — j  —  / 

klein  bleibt,  so  bedingt  doch  häufig  der  Umstand,  dass  die  zur  bequemen  Lösiuig 
der  Aufgabe  nöthige  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  oft  nicht  ausreicht,  den  Nachtheil, 
dass  die  cubische  Gleichung: 

^  __,  {17—')  v^ 

in  diesem  Falle  ohne  Zuhilfenahme  der  oben  genannten  Tafel  gelöst  werden  mus«i. 
Zunächst  wird  man  aus  den  beiden  heliocentrischen  Orten  die  Bahnlage  ab- 
leiten ;  sind  /  und  F  die  beiden  heliocentrischen  Längen,  b  und  b'  die  beiden  helio- 
centrischen Breiten,  so  ist  nach  den  bekannten  Formeln  (vergl.  I  pag.  142).  die 
Neigung  t  und  der  Knoten  Q  bestimmt  durch : 

tang  t  sin  (/ —  Q]  =  tang  b 

tang,-  cos  (/-Q)  =  ^-?^}-^ß^<^iL-'2 

wobei  t  im  ersten  Quadranten  anzunehmen,  also  tangt  positiv  ist  bei  directer  Ht»- 
wegung,  im  zweiten  Quadranten  dagegen  (also  tangt  negativ]  bei  retrograder  He- 
wegung.  Die  Argumente  der  Breite  u  und  u'  finden  unter  allen  Umständen  eine 
sichere  Bestimmimg  durch: 


sin  (/—  Q;  cosi  -\-ish  sin i 
tangtt   = ^ '—r-, — k-^ 

x^„„ ,/ «in  (/'  —  ö)  cos  t  H-  tg  6'  sin  1  ( 

tang«  —  co8{/'-Qj  ~  j 


11 


Der  Quadrant^  in  welchem  u  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  leicht  nach  der  Ke^cel. 
dass  der  Sinus  das  Zeichen  des  Zählers,  der  Cosinus  das  Zeichen  des  Nenners  hat. 
Die  Rechnung  nach  dieser  Formel  ist  in  der  That  nicht  unbequem,  da  der 
Additionslogarithmus  für  beide  Falle  gleich  ist;  es  ist  nämlich  das  Argument  für 
denselben  entweder  tangt^  oder  cotgt^.  Die  Bestimmung  der  Grösse  ^  kann  zur 
Controle  leicht  direct  aus  den  heliocentrischen  Coordinaten  erhalten  werden.  Au> 
der  Relation: 

CO» 2/=  sini  sin 6'  +  cosi  cosi'  cos  [F  —  l) 
ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke  für  die  Berechnung  von  /: 
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sin  \{r  —  /)  Vcos  b  cos  V  ^  p  sin  P 

%\\\\  (4  —  V)  =  p  cos  P 

cos  \  [t  —  /)  Vcos  h  cos  V  =  9  sin  Q  \    IH^) 

sin^  (6'  4-  6)  =  j  cos  Q 

tang/=d:  J  . 

Bei  der  Ermittelung  von  Bahnen  mit  nahezu  parabolischem  Charakter  wird 
man  ausser  den  Radienvectoren  r  und  r*  auch  noch  den  Werth  der  Sehne  kennen, 
welche  die  Endpunkte  der  Kadienvectoren  verbindet;  dann  wird  man  tangy  ein- 
facher rechnen  können  (vergl.  I  pag.  143]  nach: 


tang/ 


niaa) 


wobei  die  Formeln  so  angesetzt  sind,  dass  dieselben  sich  bei  der  Anwendung  von 
Subtractionslogarithmen  besonders  bequem  gestalten,  doch  ist  die  erste  Form  sicherer, 
wenn  zf  nahe  an  180°  liegt. 

Ist  [( — 1\  die  Zwischenzeit  in  Sonnentagen,  h  die  Constante  des  Sonnen- 
sjstemes  (I  pag.  45),  so  wird  sich  nunmehr  die  B«chnung  verschieden  gestalten,  je 
nach  dem  Charakter  der  Bahnen.  Für  Bahnen  mit  massiger  Excentricität  wird  man 
rechnen : 

k[i;—t) 


%  = 


{acoi/l/rr')' 

tang  (45  +€!>)=  j/-^ 

cos/ 


Vfa) 


Ist  nun  der  heliocentrische  Bogen  massig',  so  dass  die  Differenz  der  excentrischen 
Anomalien  [2g)  60°  nicht  wesentlich  überschreitet,  so  wird  man,  indem  ^  aus  der 
Tafel  X  des  ersten  Bandes  mit  dem  aus  genäherten  Elementen  (sind  diese  nicht 
vorhanden,  so  wird  man  in  der  ersten  Näherung  ^  =  o  nehmen)  abzuleitenden  Ar- 
gumente: 

X  =  sin^^* 
entlehnt  wird,  rechnen: 


Ä  =  : 


m 


X  = 


/ 


sin«^^^  =  X 


Va) 


wobei  logi}>  mit  dem  Argumente  h  ans   der  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  (vergl.  I 
pag-  K95)  zu  entnehmen  ist;  mit  dem  so  erhaltenen  Werthe  von  x  wird  nöthigenfalls 
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die  Rechnung  zu  wiederholen  sein,  wenn  eine  Aendenilig  von  x  gegen  die  ursprung- 
liche Annahme  eine  Aendening  in  $  bedingen  sollte. 

Ist  der  heliocentrische  Bogen  und  somit  in  dem  vorgelegten  Falle  auch  die 
Differenz  der  excentrischen  Anomalien  gross,  so  wird  man  mit  Hilfe  genäherter 
Werthe  von  g  (vergl.  I  pag.  191)  die  folgenden  Gleichungen  durch  Versuche  lösen: 

ay  — sin>^ 
8in^ 

m=(o/J+i)V; 


yaa) 


ist  der  Werth  von  g  ermittelt,  welcher  der  dritten  Gleichung  völlig  genügt,  so  rechnet 

« 

man  noch: 

ij  =  a/*  4-  I 
welche  Grösse  bei  den  folgenden  Rechnungen  als  Controle  benützt  werden  kann; 
die  eben  hingeschriebenen  Formeln  könnek  indess,  wenn  die  heliocentrische  lie- 
wegung  nahe  180°  ist,  in  der  Anwendung  sehr  unsicher  werden.  Wenn  nun  dieser 
FaU  auch  in  den  hier  in  Ketracht  kommenden  Fällen  aus  anderen  Griinden  ausge- 
schlossen ist,  so  dürfte  es  doch  angenehm  sein,  hier  diejenigen  Abänderungen  kennen 
zu  lernen,  die  man  in  einem  solchen  Falle  eintreten  lassen  muss.  Die  Rechnung 
der  Grösse  a  bleibt  unverändert.  Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  in  y€ui\  beider- 
seits mit  cosy^,  so  erhält  man: 

m  cosy^=  {  a  /S  cosy  +  cos/}^  /?  cos/ ; 
setzt  man  ako,    wenn    man  auf  die  Bedeutu^  der   Grössen  m  und  /  zurückgebt 
(vergl.  I  pag.  189)  : 

^  =  sin^/^  -|-  tang na^  '\'  An^g^  cosf , 

so  wird  die  durch  Versuche  aufzulösende  Gleichung  die  Form  haben: 

m'=  (a/^  +  cos/)2/!r 
die  nunmehr  von  dem  bemerkten  Nachtheile  frei  ist.     Ist  also  g  durch  eine  der  elM7i 
angeführten  Methoden  bekannt,    so  stellt  sich  die   weitere  Rechnung    der  Elemente 
wie  folgt  (vergl.  I  pag.  218  u.  f.  f.) : 

sin  ^  [F —  G)  cos^  ^  (y)^  =  cos^  (f+ff)  ^»J^ 2  w 

cos^  [F —  G)  cos^^qp  (y)2  =  sin  ^  (/+y)  »eczoi 

sin  I  {F+  G)  sin  ^  cp  (y)  2  =  cos  ^  (/—  g)  tang  2  w  \     y j^ 

cos^^  (-F+  G)  sin^  9  (y)^  =  sin  ^  (/ — g)  sec  2  oi 

Probe  :  (y)»  =  11^ 

v'^F+f,        E'  =  G-\-g 
t  =F—f,        E  ^  Q  —  g 

n  =u  •\-  Q  —  t>  =  u'  +  Q  —  v'  •  VIT« 

Probe  :  taugte  =  tu\g\E  tang(4j°  +  \'p) 
tang]  v'  =  tang|jB'tanK(45°  +  \ip) 
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e"  =  smq>  :  sini" 
M=E-'e"  sinE 

a«  =  — 


Villa) 


log*"  =  3.55cxx>66 
Vrohe  :  p  =i^-^p^Y 
a  ^  p  sec^.qp 

wobei  aber  in  der  Regel  der  für  a  aus  der  Probe  erhaltene  Werth  minder  genau  ist. 

Für  nahezu  parabolische  Bahnen  setze  ich  vorerst  voraus,  dass  der  Werth  der 
halben  grossen  Achse  a  bekannt  sei,  eine  Annahme,  die  in  diesen  Fällen  erlaubt 
ist;  denn  entweder  ist  in  einer  der  folgenden  Methoden  schon  eine  Annahme  über 
diese  Gbrösse  gemacht,  oder  man  kann  dieselbe  leicht  durch  die  Gleichung  26) 
(pag.  471]  erlangen;  es  stellt  sich  nunmehr  die  Aufgabe,  alle  Elemente  direct  aus 
den  beiden  heliocentrischen  Orten  und  dem  bekannten  Werthe  von  a  zu  ermitteln. 

Im  Bande  I  findet  sich  auf  pag.  190  eine  zwischen  den  Gleichungen  5)  und 
6)  stehende  Relation  angeführt,  die  nach  einer  einfachen  Umsetzung  lautet: 

2a  siny^  =  r  +  r  —  2Cos^  cosy  Vrr'  ,  1) 

aus  dieser  Gleichung  kann  offenbar  sin^^  bestimmt  werden.     Setzt  man: 

«  =  asin^^,  2) 

so  wird  z  unter  allen  Umständen  eine  positive  Grösse  sein,  da  für  hyperbolische 
Bahnen  a  und  siny^  gleichzeitig  negativ  sind,  Man  erhält  aus  1)  zunächst  durch 
Quadrirung: 

{2«— (r  +  r')}«  =  4cos/2rr'  {i  —  7I 

oder 

«>-  (r  +  r»  -  ül^)  «  =  _|  {(r+r»)»  -  4rr'  cos/»)  . 

Beachtet  man,  dass,  wenn  wie  oben  mit  8  die  Sehne  zwischen  den  beiden  helio- 
centrischen Orten  bezeichnet  wird ,  der  Klammerausdruck  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen mit  8^  identisch  wird,  da  ja 

«2  =  r^  +  r'2  —  irr  cos if 

i^t,    so  gibt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

^=(r+r) ^  3) 

setzt,  die  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  für  z  sofort  den  Werth 

z  =  {^  q:  \  y^i^Tii 

Vor  Allem  wird  man  bemerken,  dass  eine  doppelte  Lösung  für  z  stattfindet; 

da»    obere   Zeichen   gilt,   wenn   die  heliocentrische   Bewegung  kleiner,  das  untere, 

wenn  dieselbe  grösser  als  180^  ist,    eine  Entscheidung,    die  sich  sofort  durch   die 

60* 
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Gleichung  i)  rechtfertigt,  unter  dem  Vorbehalte,  dass  cos^  als  eine  stets  positive 
Grösse  angesehen  wird,  was  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen,  wo  g  stets 
ein  sehr  kleiner  Bogen  sein  wird,  zutrifft.  Die  Berechnung  von  z  vereinfacht  sich 
sehr  durch  die  folgende  offenkundige  Transformation: 

rr  cos/* 


-y  =8ma 

2/<  i8o*^  2/>  i8o° 

z  =  Csin^o^         z  =  ^cos^o^  . 


>  m] 


Diese  Formeln  können  in  jenen  Fällen,  wo  2/  nahe  an  1 80°  liegt,  besonders 
unsicher  werden,  was  sich  durch  die  Einfuhrung  der  Sehne  s  erklärt,  die  in  solchen 
Fällen  kein  sicheres  Maass  ffir  den  Winkel  2/  abgibt.  Wenn  auch,  wie  schon  oben 
bemerkt  wurde,  diese  Fälle  sich  aus  anderen  Gründen  von  der  Betrachtung  aus- 
schliessen,  so  wird  es  doch  erwünscht  sein,  sofort  jene  Abänderungen  angegeben  in 
finden,  die  man  in  solchen  Fällen  eintreten  lassen  muss. 

Behält  man  den  Winkel  y,  der  aus  II)  imd  III)  (pag.  472,  473)  stets  mit  ge- 
nügender Sicherheit  resultirt,  in  den  Gleichungen  bei,  so  findet  sich  leicht: 

.  =  K-oo8/|/;^._!:ij:  +  ^^|  IV  w) 

wobei  der  Wurzelausdruck  stets  positiv  zu  nehmen  ist,  da  cos^  selbst  die  Entschei- 
dung über  das  Zeichen  bringt ;  da  die  Berechnung  von  z  nach  dieser  zweiten  Form 
nicht  wesentlich  erschwert  ist,  so  dürfte  sich  die  Kechnung  nach  derselben  zur  Cos- 
trole  empfehlen. 

Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse  2;  :=  sin^^'  als  Argument  fax 
die  ^-Tafel  direct  zu  erhalten,  und  von  da  ab  auf  die  Berechnung  der  Formlln  \a] 
einzugehen,  wenn  nicht  ein  anderer  Weg  den  Vorzug  verdienen .  würde ;  ich  werde 
demnach  nur  kurz  auf  die  Ableitung  von  z  aus  z  hinweisen. 

Es  wird  sein: 

sing^  =  4sin^y2  cos^^^  ; 

man  hat  also  mit  Eliminirung  des  Imaginären  sofort: 

-i-  =  4a:  (1—2:) 

wo  X  leicht  durch  eine  quadratische  Gleichung  aus  z  bestimmt  werden  konnte,  doch 
wird  die  indirecte  Lösung  in  der  Form: 

z 
X  = 


4a  (i— «) 

bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  x  rascher  und  bequemer  das  Ziel  erreichen 
lassen. 

Ist  z  ermittelt,    so  kann  die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  in  der  fol- 
genden Weise  erlangt  werden.    Aus  den  Gleichungen  (I  pag.  48) : 
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Vr'c6s\v  =  Va  (1 — e)  cosJJS 
Vr'Bia^v  =  Va  (i  -{-e)  sin^^ 
}/7co8ic'=  Va  (i—e)  cos^E' 
Vr  smj^v'  =  Va  (i+e)  sm^^' 

folgt,  wenn  man  das  Product  der  "zweiten  und  dritten  Glddhung  von  dem  Producte 
der  ersten  und  vierten  abzieht,  und  wie  früher: 

2/=V—V 

2jrs=  K  —  !E 
setzt,  sofort: 


asin^  Vi — e^^^^Vrr  sin/; 


6) 


berücksichtigt  man,  dass: 


ist,  so  resultirt: 


p  :=  a  co6  9>3=:  a  (i — e^) 


^ rr^  Bin/« 

'^  Z 


Vi) 


sin^ 


sin/  V^^'        4,  t 

y  —  za 


7) 


Auch  die  Bestimmung  der  Excentricität  ist  jetzt  unmittelbar  möglich;   denn 
man  erhält  leicht  aus  6) : 

a  positiv :  a  negativ : 

Via 

e  ==s  cos  y  e  =  sec  y 

I  — e  =  2  sin-|^y*  e —  1=2  sin^/^  sec/ 

«  =  ^^=tangfy2  *  =  T?e   =-*«WH/» 

wobei  die  ^Berechnung  des  Unterschiedes  von  e  gegen  die  Einheit  und  des  Ausdruckes 
für  €  deshalb  besonders  angeführt  ist,  weil  die  genaue  Kenhtniss  dieser  Werthe  bis- 
weilen erwünscht  sein  kann ;  doch  werden  sich  leicht  Formeln  finden,  durch  welche 
die  Bechnung  noch  bequemer  gestaltet  wird« 

Nach  der  bekannten  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

I  1  -f-  <  eo%v 

^  ~        V 

wenn  man  also  zur  Abkürzung: 

setzt,  so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction: 


I         I 

r         r' 

-+- 


—  sinysmi^ 

cos/  cos  F ; 

9         9''  * 


8) 
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ersetzt  man  den  Parameter  in  der  ers^n  Gleichung  durch  den  Werth  aus  \b) ,  so 
findet  sich: 

2CZ  8injF=  (/  — r)  sin/ ;  9) 

multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  in  8]  beiderseits  mit  cosy,  so  wird  zunichst 


r-f-r'         /.      2  CO»/    , 
rr         •'  p 


8in/2  cosj' ; 


rr' 


ersetzt  man  im  letzten  Gliede  -^•'—  nach  der  Gleichung  Vi)  durch  ^  und  mul- 
tiplicirt beiderseits  mit  rr',  so  findet  sich  weiter: 

-Et  /     I     f\  j»   i    ^{ßO%f-^ecoBF}rr' 

2ez  cosl^=  —  [r  +  r)  cos/ H — ^ — ^^—^ ■ —  ; 

nun  ist  aber  nach  I  pag.  188  Gleichung  2) : 

cos/H-  flcosl^=     ,-^-=  cosy  ; 

yrr' 

wenn  man  also,  um  Imaginäres  zu  vermeiden 

cosg  =1/1  — 

setzt,  so  erhält  man  schliesslich: 


t 

a 


2ezcosF=:  2  yrr'  (i ^1  —  [f-h^')  cos/. 


10) 


Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  F  und  2ez,  welche  letztere  Ghrösse, 
da  sie  stets  positiv  ist,  die  Bestimmung  des  Quadranten  von  F  ermöglicht,  und  zu- 
dem, da  z  bekannt,  eine  Bestimmung  der  Grösse  e  ergibt,  die  folgenden  Gleichungen: 

2ez  sin fss  (r — r)  siny 

F  =  2  Yry  (1  —  -f )  -  ir+r')  cos/ 


2  02  cos 


V  =  F—f 


VI6) 


a 

7t  =  tl  +  Q  — D  =  W'  +  Q f?' 

Aus  0  und  v'  kann  die  Ferihelzeit  nach  irgend  einer  für  nahezu  parabolische 
Bahnen  (I  pag.  55  f.  f.)  geltenden  Methode  ermittelt  werden;  doch  werden  geeigset 
construirte  Hilfstafeln  die  Rechnung  wesentlich  erleichtem.  Führt  man  die  I  pag.  60 
angezeigte  Integration  durch  Reihen  aus,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man: 


I  —  e 


ö  =  — j— tang|r- 


setzt,  und  die  Zeit  vom  Perihel  aus  zählt: 


2  o* 
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Uiese  Reihen  können  mit  dem  Argumente  0  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden. 
Herr  F.  K.  Ginzel  hat  eine  solche  Tafel  sorgfilltig  neunstellig  berechnet,  und  ich 
theile  dieselbe   auf  7  Stellen  abgekürzt   als  l'afel  XVIII  mit;    diese  Tafel  gibt  mit 

dem  Argumente  0  die  Werfche  der  obigen  Beihen,  hoch  mit  dem  Factor  -^    multi- 

'-'  .. 

plicirt,  so  dass 

-il^^  =  P,tang'it»  +  P,tangft)3  .• 

,  .  .      •    .  •         •  • .  ■       ■•  -  ,  . »    .    . ' 

ist,  wpbei  für  k  der  bekannte  Gauss' sehe  Werth . benutzt  w^nde.  ^  . 

Man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  Perihelzeit  7!  zunächst:., 

d  ==  -i^  tang  i  t>«  ; 

P 

ZU  bestimmen  und  die  Tafel  XVIII  gibf  mit  0  als  Argument  die  Werthe  von  log  P| 
und   log  P3;  dann  ist: 

r=<--i/p,tangit)+P3tangl^4.  VHÄ) 

Diese  Formel  muss^  wenn  dieselbe  auch  auf  tx  angewendet  wird,  innerhalb  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  denselben  Werth  für  T  finden  lassen,  welche  werthvolle 
Controle  auszuführen  niemals  unterlassen  werden  sollte. 

Man  wird  bemerken,  dass  man  die  eben  gegebenen  Formelsysteme  wohl  auch 
für  die  Rechntmg  parabolischer  Elemente  benützen  kann;  es  ergeben  sich  hierbei 
einige  interessante  Relationen.     Zunächst  ist  offenbar  (veigl.  i)  pag.  475) : 

2«==r  +  r'  —  2  Vrr'  cos/  , 

und  hiermit  der  Perihelabstand  und  das  Mittel  der  wahren  Anomalien : 

rr' sin/* 

q  =  ^  0 

tirF= ^^-rUxnf      ■ 

^  a  1/rr'^  (r-fr')  CO«/ 

wobei  der  Quadrant  von  F  wieder  so  zu  wählen  ist ,  dass  sin  F  das  Zeichen  des 
Zählers,  cos  F  das  Zeichen  des  Nenners  erhält.  Doch  wird  man  für  die  Parabel 
auch  die  in  I  pag.  143  angeführten  Methoden  zur  Ermittelung  der  Elemente  mit 
Yortheil  verwenden  können. 

Schliesslich  möge  noch  der  Zusammenhang  der  Grösse  z  mit  dem  in  den 
Gau ss^  sehen  Entwickelungen  eine  so  wichtige  RoUe  spielenden  Verhältnisse  des 

■ 

Sectors  zum  Dreiecke,  1}  angeführt  werden;  es  ist  nach  I  pag.  188: 

2  —  t8j>  ^ 

^  4(rr')«8in/2cos/«  ' 

führt  man  für  den  Parameter  den  Werth  aus  Vi)  (pag.  477]  ein,  so  findet  sich 
sofort : 

T 
17    =     p==     . 
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§  3.  TftriatloB  der  Dtetanxe«. 

Es  wird  nicht  immer  nöthig  sein,  die  in  dem  Abschnitte  B  vorgetragenen 
Methoden,  die  den  AnscUuss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  strenger  He- 
riicksichtigung  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ermogUehen,  anzu- 
wenden. Man  wird  sich  häufig  genug  mit  solchen  Elementen  begnügen  können, 
die  nur  näherungsweise  den  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gestellten 
Forderungen  ent8pi:echen.  Eine  derartige  Methode  ist  bereits  im,  ersten  Bande 
[I  pag.  146  §  12]  erwähnt  worden;  ich  werde  mich  aber  darauf  beschränken,  nur 
wenige  Methoden  vorzunehmen,  die  als  sicher  und  bequem  empfohlen  werden  können 
und  die  sich  sowohl  vom  theoi;etifichßn,  als  auch  vom  practischen  Standpunkte  be- 
währt haben. 

Es  seien  die  vorhandenen  Beobachtungen  eines  Himmelskörpers  in  ein^  ent- 
sprechende Anzahl  von  Normalortßn  zusammengefasst;  man  wähle  zwei  derNormal- 
orte  unter  Berücksichtigung  gewisser  weiter  ui^ten  näher  zu  erörternder  Umstände; 
diese  zwei  Orte  wird  man  durch  ein  ^System  von  Elementen  vollständig  darstellen, 
während  an  die  übrigen  Orte  nur  ein  Anschluss  nach  den  Principien  der  Wahr- 
scheinlichkeit erreicht  werden  soll.  Dieser  Forderung  wird  am  bequemsten  ent- 
sprochen werden,  wenn  man  vorerst  ein  Elementensystem  herstellt,  welches  den 
zwei  gewählten  Orten  und  zugleich  denjenigen  geocentrischen  Distanzen  entspricht, 
die  sich  aus  den  besten  vorhandenen  Näheningselementen  für  diese  beiden  Orte 
ergeben.  Seien  diese  letzteren  ^  und  q  ,  so  wird  man  zunächst  die  geocentrischen 
Coordinaten  des  Himmelskörpers  rechnen  nach: 

^  =3  ^  cos  il  cos  ß  ,  f  =  p'  cos  X'  cos  ß* 
1]  =^  Q  «in  X  cos  ß  ,  rj'  sss  (f'  sin  X'  cos  ß^ 
Z  =  Q  ün  ß  ,         r  =  ?'  sin  /^  , 

wobei  es  dem  Ermessen  des  Rechners  überlassen  bleibt,  welches  Coordinatensystem 
er  der  Rechnung  au  Grunde  legen  will;  es  wird  sich  wohl  empfehlen,  das  System 
dresAiequators  oder  der  Ekliptik  als  maassgebend  zu  betrachten,  imd  namentlich  wird 
das  erslere  den  Yoczug  verdienen,  insbesondere,  wenn  die  Anzahl  der  Noimalofte 
gross  ist.  Nun  macht  man  den  Uebergang  auf  die  heliooentrichen  Orte  mittelst  der 
Soimeln: 

r  cos  ^  cos  i  3=s  $  —  X  ,      r'  cos  f  cos  6'  :*=  g*  —  X' 
rsin/cpsiasi}  —  y,      f'  wa  l  oob  V  =srj'  —  Y 

rsinÄ^f  — Z   ,  r'siny^r  — -Z'  , 

ii^  welche]^  ^U^sdrücken  4ie  grossen  rönusch^u  Buchstaben  die  Qi^ocentrijH^hen  Sonnen- 
coordinatcn  bezogen  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  vorstellen.  Man  erhält  so 
zwei  heliocentrische  Orte  und  die  zugehörigen  Radienvectoren,  aus  welchen  in  Ver- 
bindung mit  der  bekannten  Zwischenzeit  nach  den  angegebenen  Methoden  leicht 
Elemente  ermittelt  werden  können.  Diese  so  erhaltenen  Elemente  haben  die  Eigen- 
schaft,  dass  dieselben  den  zwei  ausgewählten  Normalorten  völlig  genügen  und  es 


481     

wird  sich  stets  empfehlen,  zur  üoutrole  der  durchgeführten  Rechnungen  die 
Darstellung  der  Orte  durch  die  gefundenen  Elemente  zu  rechnen;  man  muss 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  die  der  Berechnung  zu  Grunde  ge- 
legten Werthe'^,  X,  ß  und  q'j  l\  ß*  wieder  erhalten.  Ueberdiess  rechnet  man 
die  geocentrischen  Orte,  welche  diese  Elemente  für  die  übrigen  Normalorte  finden 
lassen.  Es  werden  sich  ioi  Allgemeinen  .Unterschiede  zwischen  den  Normalorten 
und  den  so  gerechneten  geocentrischen  Orten  ergeben,  die  mit  hX^^  hJ^,  ...hßi, 
bß2  ...  bezeichnet,  und  im  Sinne :  Beobachtung — Rechnung  angesetzt  werden  sollen; 
ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  man  für  die  Rectascensionen,  eventuell  Längen,  die 
gefundenen  Unterschiede  durch  Multiplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination, 
eventuell  der  Breite,  auf  den  Parallel  zu  redüciren  hätte.  •  Es  wird  übrigens  auf 
diesen  Umstand  später  gehörig  Rücksicht  genommen  werden. 

Die  aus  diesen  Elementen  gefundenen  geocentrischen  Coordinaten  selbst  sollen 
mit  ^i^y  A^^  ...  B^^^  B»^  . . .  bezeichnet  werden,  wobei  also  der  untere  Index  auf 
den  Normalort,  der  obere  auf  die  Hypothese  hinweist,  wenn  man  die  zu  Grrunde 
gelegten  geocentrischen  Distanzen  als  hypothetische  Annahmen  gelten  lässt ,  was  sie 

thatsäcUich  sind. 

* 

Die  diesem  ersten  Elementensysteme  zu  Grunde  gelegten  geocentrischen  Ent- 
fernungen werden  von  dem  wahren  Werthe  mehr  oder  weniger  abweichen;  denkt 
man  sich  demnach  die  erste  Distanz  mit  einem  von  der  Einheit  wenig  verschiedenen 
Factor  multiplicirt ,  so  wird  dies  bedingen,  dass  der  zu  Grunde  gelegte  Logarith- 
mus von  q  einen  etwas  veränderten  Werth  erhält;  man  wird  also  in  einer  zweiten 
Hypothese  annehmen: 

für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  ^  -|-  dx, 
»      »  9  i>    zweiten  »  »  log  ^', 

d.  h.  für  q'  den  Werth  der  ersten  Hypothese  verwenden.  Rechnet  man  unter  diesen 
Annahmen  wieder  ein  Elementensystem,  und  mit  diesem  die  Darstellung  der  Orte, 
so  werden  sich  für  die  übrigen  Normalorte  die  geocentrischen  Coordinaten : 

-^iS  -^1^  •  •  •  -SiS  -Ba*  •  •  • 
ergeben;  bildet  man  nun  die  Unterschiede 

A^^  —  A^^ 

•  • 

5,»  —  Äi« 

HO  wird  man,  wenn  d;r  nicht  allzu  gross  genommen  wurde,  annehmen  dürfen,  dass 
bcispielBweise  die  Grösse: 

den    Differentialquotienten  der  ersten  geocentrischen  Rectascension  (Länge)   in  Be- 
zug  auf  die  Variation  des  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Distanz  mit  ge- 

Oppolier,  Daliiib«ttimiii«Bg«B.  II.  61 
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nügender  Annäherung  darstellt,  wobei  als  Einheit  für  bz  die  oben  angenommene 
Aenderung  zu  betrachten  ist.  Man  hat  hiermit  auf  empirischem  Wege  die  Diffe- 
rentialquotienten zwischen  den  geocentrischen  polaren  Coordinaten  und  dem  I^oga- 
rithmus  der  ersten  geocentrischen  Distanz  hergestellt.  Es  soll  daher  mit  Rücksicht 
auf  die  angenommene  Einheit  geschrieben  werden: 


^.^-^."  ll. 

5.._A«-^ 

^«•-^«o^^', 

^'-^"  =  1? 

^3'-^3-          ä', 

^3*-^3"  =  j7 

.                                 .                                 • 

•  •                                                                         • 

*  «                                           m 

A\ 


Diese  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  weist  bereits  auf  die  noth- 
wendigen  Beschränkungen  hin,  die  man  bei  der  Wahl  von  bx  zu  beachten  hat. 
Wählt  man  d  z  sehr  klein,  so  wird  man  sich  allerdings  der  theoretischen  Forderung 
des  Differentialquotienten  sehr  annähern,  dagegen  werden  aber  die  Differenzen  für 
die  einzelnen  Orte  berechnet  nach  den  beiden  Systemen  sehr  gering  werden  und 
dieselben  werden  wesentlich  kleiner  ausfallen,  als  die  Variationen  der  Distanzen. 
namentlich  in  jenen  Fällen,  wo  man  diese  Methode  gewöhnlich  anwendet,  d.  h.  in 
den  Fällen  verhältnissmässig  kleiner  heliocentrischer  Bogen. 

Wählt  man  also  hz  zn  klein,  so  werden  diese  Differenzen  allzusehr  von  den 
unvermeidlichen  Fehlem  der  Rechnung  beeinflusst  erscheinen,  und  somit  können 
in  diesem  Falle  die  gefundenen  Werthe  der  Differentialquotienten  völlig  illu- 
sorisch werden.  Nimmt  man  dagegen  für  da:  grosse  Werthe  an,  so  werden  die  da- 
durch bedingten  Aenderungen  in  den  geocentrischen  Orten  im  Allgemeinen  beträchtlich 
werden  9  es  wird  daher  von  dieser  Seite  die  Sicherheit  der  Bestimmung  wenig  zu 
wünschen  übrig  lassen,  dagegen  entfernt  man  sich  beträchtlich  von  der  theoretischen 
Forderung  des  Differentialquotienten.  Man  kann  aber  in  Bezug  auf  die  obere  Crrenzo 
jedenfalls  sehr  weit  gehen,  ohne  die  letztere  Forderung  allzusehr  zu  schädigen.  Bei 
kleinen  Planeten  etwa,  für  welche  die  Elemente  aus  einer  Opposition  abgeleitet 
werden  sollen,  wird  man  ohne  Bedenken  für  da;  eine,  ja  auch  zwei  Einheiten  der 
dritten  Decimale  des  log  q  annehmen  dürfen ,  ohne  den  vorausgesetzten  linearen 
Charakter  des  Differentialquotienten  allzusehr  zu  benachtheiligen.  Bei  Kometen,  die 
sehr  verschiedene  Verhältnisse  bieten,  lässt  sich  im  Allgemeinen  diesfalls  keine  be* 
stimmte  Annahme  machen;  nur  so  viel  kann  man  etwa  bemerken,  dass  man  die 
Aenderungen  wohl  immer  grösser  annehmen  soll,  als  die  zu  erwartenden  Correctionen 
voraussichtlich  betragen  werden ;  doch  bedarf  es  zur  Abschätzung  der  letzteren  einer 
durch  zahlreiche  Erfahrungen  erlangten  Uebung,  die  unter  Umständen  wohl  anch 
nicht  immer  ausreicht.  Man  kann  als  allgemeine  Regel  indessen  festhalten«  die 
Aenderungen  lieber  zu  gross,  als  zu  klein  anzimehmen. 

Führt  man  nun  eine  dritte  Hypothese  durch,  indem  man: 
für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  ^ 
»I»  »  »      zweiten  »  »  log  q'  +  ijf 
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annimmt,  wobei  für  dy  dieselben  Bemerkungen  wie  oben  gelten ,  so  gelangt  man 
zu  einem  dritten  Elepentensysteme,  welches  für  die  übrigen,  dieser  Rechnung  nicht 
zu  Grande  gelegten  Orte,  die  geocentrischen  Coordinaten : 


finden  lassen  wird;  man  erhält  also  wie  oben: 


^2  _  ^^0 
^3^  -  ^30 


5,»- 

-5,0 

5,»- 

-Ä,o 

5,i- 

-^3« 

dy 


Ä) 


und  hat  daher  für  die  Bestimmung   der  Unbekannten  Jx  und  Jy   aus  A)  und   J5) 
die  Bcdingungsgleichungen : 


_/3A 


ß-f)^.  +  (l5)^, 


»i»i  =  n^Ma: 


öÄ  =  (jf)'^^+(^)'^y 


C) 


in  welchen  Gleichungen  die  partiellen  Differentialquotienten  mit  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen  A)  und  B)  bekannte  Grössen  sind.  Ehe  man  diese  Gleichungen  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auflöst ,  wird  man  aber  die  ersteren  die  zu  den 
Keetascensionen  (Längen)  gehören,  mit  denen  der  zweiten  Gruppe  homogen  machen, 
indem  man  dieselben  durch  die  Multiplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination 
(Breite)  auf  den  Parallel  reducirt.  Haben  die  Gleichungen  selbst  verschiedene 
Gewichte,  so  wird  diese  Multiplication  mit  der  Quadrat^'urzel  der  Gewichte  vereinigt 
durchgeführt  werden  können. 

Man  erlangt  dann  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  von  Jx  und  Jy^  welche  beziehungsweise  an  die  ursprünglichen  Werthe 
von  log  n  und  log  ^'  angebracht,  die  nunmehr  definitiven  \Yerthe  von  log  q  und  log  q' 
geben.  Mit  Zugrundelegung  dieser  so  verbesserten  Distanzen  und  der  beiden  zugehö- 
rigen Normalorte  ist  es  nun  leicht,  die  definitiven  Elemente  zu  rechnen.  Der  sonst 
häufig  zu  findende  Vorschlag,  dieses  neue  Elementcnsystem  durch  Interpolation  zwischen 
den  vorigen  drei  Systemen  abzuleiten,  scheint  in  denjenigen  Fällen,  für  welche  diese 
Methode  gewöhnlich  in  Anwendung  kommt,  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  nicht 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  die  Elemente  bei  kleinen  heliocentrischen  Bogen  viel- 
fach grössere  Aenderungen   erfahren,    als   die   eingeführten  Variationen  ^x  und  dy, 

nnd    defunach  der  lineare  Charakter  leicht  verloren   geht;   wendet   man  aber  diese 

61* 
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Methode  an,  wenn  grosse  heliocentrische  Bogen  zur  Verfügung  stehen  und  die  Aen- 
derungen  in  den  Elementen  gering  sind,  so  wird  man  wohl  das  letzt  erwähnte  Ver- 
fahren einschlagen  können.  Bezeichnet  man  etwa  mit  Eqj  J?i,  ^  die  beziehungs- 
weise in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Hypothese  gefundenen  Werthe  für  irgend 
eines  der  Elemente,  so  wird  der  neue,  der  vierten  Hypothese  entsprechende  Werth 
E  dieses  Elementes  gegeben  sein  durch: 

E=Eo+[Ei—Eo)Jx+lE2'-Eo)Jyj 
wenn  man  durch  /fx  und  Jy  die  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmten  Werthe 
in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderungen  hz  und  hy  darstellt. 

Bei  der  Auswahl  der  zwei  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Orte  muss 
man  bedacht  sein,  dieselben  nicht  allzu  nahe  an  einander  zu  wählen,  da  sonst  die 
kleinen,  den  Orten  anhaftenden  Fehler  allzu  nachtheilig  hervortreten  würden.  Man 
vnrd  daher,  wenn  es  nur  irgend  möglich  ist,  die  äussersten  Orte  als  diejenigen 
annehmen,  welche  vollkommen  dargestellt  werden  sollen.  Doch  vnrd  man  bisweilen 
von  dieser  Bestimmung  absehen  müssen,  da  in  der  Regel  der  erste  und  letzte  Ort 
in  Folge  der  hierbei  obwaltenden  Beobachtungsverhältnisse  wesentUch  unsicherer 
sein  kann ,  als  andere  Normalorte ;  man  wird  indessen  von  dieser  Wahl  nur  dann 
abgehen,  wenn  die  vermuthete  Unsicherheit  eine  sehr  beträchtliche  ist. 

Die  Methode  wird  aber  auch  dann  unsichere  Resultate  gewähren,  wenn  die 
zu  den  beiden  geocentrischen  Orten  gehörenden  heUocentrischen  Orte  nahe  zusanmien- 
treffen  oder  um  i8o^  von  einander  abstehen.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  eine 
genaue  Bestimmung  der  Bahnlage  unthunlich  wird,  und  man  wird  demnach  bei  der  Aus- 
wahl der  Beobachtungen  auf  diesen  Umstand  möglichst  Rücksicht  nehmen ;  übrigens 
findet  derselbe  unter  den  hier  obwaltenden  Verhältnissen  gewöhnlich  schon  durch 
die  Wahl  der  äussersten  Orte  ausreichende  Berücksichtigung,  da  der  Fall,  wo  die 
heliocentrische  Bewegung  nahezu  i8o^  oder  deren  Vielfache  beträgt,  bei  Anwendung 
dieser  Methode  selten  genug  auftreten  wird.  Indess  wird  man  sich  diese  Umstände 
bei  der  Wahl  der  Beobachtungen  doch  stets  gegenwärtig  halten  und  in  einem  der 
letzteren  Fälle  lieber  zwei  Orte  wählen,  deren  scheinbarer  heliocentrischer  Abstand 
etwa  90°  beträgt. 

Ich  will  die  vorstehende  Methode  durch  ein  Beispiel  erlautem  uncl  übrigens 
noch  bemerken,  dass  sich  später  im  §  5  des  vorliegenden  Abschnittes  (pag^.  507  ff.) 
noch  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  findet. 

Für   den    Planeten   Concordia   (^   waren   die   folgenden   auf  den  mittleren 
Acquator  bezogenen  geocentrischen  Positionen  und  Sonnencoordinaten  angenommen 
worden : 
mittl.  Berl.  Zeit  ad  X  Y  Z 

1.  1860  März  24.5     i8o*'28'i8"9  4"2°5i'25"i  +0.9948582  +0.0725170  +0.0314716 

2.  April  13.5     177°  i'32"5  +4"53'»o"7  +0-9^58787  +0.3776846   +0.1638S93 

3.  »       25.5     i75°48'2o"8  +5^36'  9"2  +0.8154794  +0.5419252   +0.2351599 

4.  Mai     18.5     i75*'52'2i"9  +5*'43'42"8  +0.5341899  +0.7887986   +0.3422870 
Der  erste  Ort  beruht  auf  einer  einzigen  Beobachtung,   die  übrigen  O^te  sind 
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gut  bestimmte  Normalorte ;  es  wird  sich  daher  nicht  empfehlen,  den  ersten  Ort  als 
einen  der  beiden  Orte  zu  wählen,  die  völlig  dargestdlt  werden  sollen ,  da  man  bei 
einer  Einzelnbeobachtung,  abgesehen  von  dem  ihr  anhaftenden  unvertneidlichen  Be- 
obachtungsfehler,  nie  mit  Sicherheit  voraussetzen  kann,  dass  dieselbe  nicht  durch 
iigend  ein  Versehen  besonders  entstellt  ist.  Man  wird  deshalb  mit  Vortheil  wohl 
den  zweiten  und  vierten  Ort  als  diejenigen  annehmen,  die  völlig  dargestellt  werden 
sollen.  Nach  genäherten  Elementen  waren  als  geocentrische  Distanzen  für  diese 
Orte  angenommen  worden : 

log  ^   =   0.22I    6390 

log  Q^  =  0.297  4660  ; 
für  bx  wurde  für  die  zweite  Hypothese  der  Werth  •— 0.000 1,  und  ebenso  für  by 
der  Werth  — o.oooi  angenommen.  Diese  Aendenmgen  sind  wohl  etwas  zu  klein 
gewählt  und  hätten  wohl  zehnmal  grösser  angenommen  werden  sollen;  doch  war 
die  hier  gemachte  Annahme  theilweise  gerechtfertigt,  weil,  wie  man  sieht,  das  System 
der  ersten  Hypothese  nur  ganz  unbedeutende  Fehler  in  der  Darstellung  der  Orte  übrig 
liess.  Die  Hauptmomente  der  Rechnung  finden  sioli  für  die  einzelnen  Hypothesen 
nachstehend  übersichtlich  neben  einander  gestellt.  Die  Epoche  der  Elemente  ist. 
1860  April  13.5. 


Hypothese 

0 

I 

2 

löge 

0.2210390 

0.2209390 

0.2210390 

löge' 

0.2974660 

0.2974660 

0.2973660 

/•) 

i8e°28'24"o9 

i86°28'29"o8 

i86°28'24''o9 

r 

I94°29'i9''i5 

I94°29'i9''i5 

294°29'3o"73 

d-) 

— o°29'29''o3    . 

— o°29'3i''89 

— o°2g'2g"o3 

d 

— 3°ii'4i"o3 

-3"i  i'4i"o3 

-3°ii'46"57 

logr 

0.4128389 

0.4127756 

0.4128389 

logr' 

0.4131410 

0.4131410 

0.4130695 

M 

2°22'4l''l4 

3''47'i4''8o 

o''49'46''78 

n! 

,83°58'  7''58 

i82''26'3i''30 

i85°39'  5"34 

0' 

5°  i'aa'öy 

5"   l'28"62 

-    5°  i'33"57 

»•' 

i8°45'  7"95 

i8''45'  o''48 

i8°45'i8''7i 

9 

2°22'23"36 

2°2o'46"3i 

2°24'  3''6o 

/* 

800*2500 

8oi''o869 

799*5989 

l 

177°  i'32"49 

177"  i'32"49 

177°  i'32''53 

X 

I75°52'2i"82 

i75°52'2i"86      ' 

•      I75°52'2r89 

ß 

+4''53'io''70 

+4''53'io> 

+4"53'io''69 

if 

+5''43'42"8i 

+5''43'42"85 

4-5°43'42''82 

^1 

i8o°28'i2''33 

i8o°28'i6''85 

i8o°28'  9"63 

«««1 


*)  Heliocentriache  Ractascenrionen. 
**)  Heliocentriache  DecHnationen. 
***)  Dnroh  diese  Zahlen  ist  die  Richtigkeit  der  Kechnnng  controlirt. 
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Hypothese                   o  i                                 2 

Bx              +2°5i'3i"34  +2°5r28''66            +2«5i'33''o4 

A2              I75°48'2ri2  i75°48'2o''6o             I75®48'2r29 

Ä,              +5°36'  7"63  +5^36'  7^97         -    -5^36'  7^49 

Mit  Rücksicht  auf  B)  pag.  483)  stellen  sich  die  Gleichungen  C)  wie  folgt: 

i)  +  6"57  =  +  4"52  ^x  —  2"70  Jy 

2)  —  0.32  =  —  0.52  Jx  4"  0.17  Jy 

3)  —  6.24  =  —  2.68  Jz  +  1.70  Ay 

4)  +  »-57  =  +  0-34  ^x  —  0.14  Jy  . 

Die  Kleinheit  der  Aenderongen  in  den  Orten  zeigt,  dass  es  zweckmässigvr  gewesen 
wäre,  ^x  und  hy  wesentlich  gröeser  anzunehmen. 

Den  aus  dem  zweiten  Orte  folgenden  Bedingungsgleichungen  wird  das  Ge- 
wicht 4  ertheilt,*  weil  dieser  Ort  ein  |>formalort  ist,  wahrend  der  erste  Ort  nur  auf 
einer  einzelnen  Beobachtung  beruht;  es  müssen  also  die  Gleichungen  2]  und  4] 
(pag.  314)  mit  2  durchmultiplicirt  werden,  bevor  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate zur  Anwendung  kommt;  ausserdem  aber  sind  die  Gleichungen  i)  nnd  2) 
(pag.  483)  beziehungsweise  mit  cos  B^  und  cos  B'  zu  multipliciren,  um  die 
Bogengrössen  auf  den  Parallel  zu  beziehen.  Dadurch  nehmen  die  Bedingungs- 
gleichungen (logarithmischj  die  folgende  Gestalt  an: 

0.8171  SS  0.6546^/0;  +  0||4309  ^y 
9^8040  =  0^0149  dx  +  9.5293  Jy 
Ofi7952  =  o»428i  ^o:  +  o.  2304  Jy 
0.4969  =  9.8325^^2;  +  9«447i  ^y     • 

Macht  man  dieselben  homogen  (veigl.  pag.  318],  indem  man: 


X  =  0.6546  dx 


y  s=  0.4309  Jy 
log  der  Fehlereinheit  9s  0.81 71 

annimmt,  so  stellen  sich  die  Gleichungen  wie  folgt: 

0.0000  =  0.0000  X  +  o,|Ooooy 
8^9869  =  9»36o3  X  +  9.0984 y 

9^9781  =  9«7735  X  +  9- 7995 y 
9.6798  =  9.17792:  +  g^oitiy 


und  man  hat: 

« 

an 

bn 

aa 

ah 

hb 

4-  i.oooo 

—  I.oooo 

+  I.oooo 

—  I.oooo 

+  I.oooo 

+  0.0222 

—  0.0122 

+  0.0525 

—  0.0288 

+  0.0157   , 

+  0.5644 

0.5992 

+  0.3524 

—  0.3741 

+  0,3972 

+  0.0721 

—  0.0497 

+  0.0327 

—  0.0156 

4-  0.0108 

+  1.6587  ,    —  I.66II      4-  1.4276      —  I.4I85      4-  »•4237  . 
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Die  Auflösung  stellt  sich  nunmehr  in  folgender  Art 


X 

y 

n 

+1.4276 

O.I546I 

— I.4I85 

0„i5i83 

+1.6587 
0.21977 

9n99722 

+1-4237 
+1.4095 

— 1,6611 
— 1.6481 

+0.0142 
8.15229 

—0.0130 
8«! 1394 

und  es  folgt: 

log  y  =  9ii96i65 
log  X  =  9.40181  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  üomogeiiitätsfactoren  und  die  Einheit  für  Jx  und  Jyi 

Jx  =  —  0.0000367 

Jy  asx   +  0.0002227  • 

Die  schliesslichen  Werthe  für  die  Logarithmen  der  geocentrischen  Distansen  sind  also : 

^  log  ^  =  0.221  0023 

logp'  =  0.297  6887  , 
und  die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  wird : 


cosdda 


dd 


I) 


r'i 


n. 


I  5 


3)  +  o"!  +   f"l   . 

Rechnet  man  aus  den  so  gefundenen  Werthen  für  log  ^  und  log  q'  die  Elemente 
und.  aus  diesen  die  Darstellung  der  Orte,  so  findet  sich  dieselbe: 


i) 

3) 


n. 


—  »  3 


.n 


O"! 


—  I  4 
+  i'j 


genügend  mit  den  aus  den  Differentialformeln  abgeleiteten  Werthen  übereinstim- 
mend. Die  kleinen  Unterschiede  erklären  sich  völlig  durch  die  Unsicherheit  der 
siebenstelligen  Rechnung,  welche  natürlich  auch  auf  die  Genauigkeit  der  obigen 
Werthe  der  Differentialquotienten  Einfluss  nimmt. 


§  4.    Ytrlitloii  des  TerhlltftliMi  defr  MgteaieB. 

a.    Parabolische  Elemente. 

Benfitst  man  die  Methode  der  Variation  des  VeThältnisses  der  Distanaen  srar 
Bahnverbesserung,  so  knüpft  sich  daran  unmittelbar  die  Bemerkung,   dass  aus  dem 
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angenommenen  Verhältnisse  der  Distanzen  allein  ohne  weitere  Voraussetzungen  noch 
kein  Schluss  auf  die  Kahn  selbst  gemacht  werden  kann.  In  der  That  vermittelt 
aber  die  Annahme  a  =  oo  eine  Lösung  und  ist  dieselbe  bereits,  wenn  auch  nur  an- 
deutungsweise,  im  ersten  Bande  (I  pag.  146)  behandelt  worden.  Es  soll  hier  auf 
diese  Lösung  nochmals  zurückgegangen  werden. 

Handelt  es  sich  um  die  Auswerthung  einer  parabolischen  Bahn  (a  =  00),  so 
wird  man  mit  der  besten  Annahme ,  die  man  über  das  Verhältniss  der  Distanzen  M 
für  zwei  Normalorte  (bei  deren  Auswahl  wird  man  dieselben  Vorsichtsmaassregeln  zu 
befolgen  haben,  wie  bei  der  Methode  der  Variation  der  Distanzen]  (vgl.  pag.  484}  machen 
kann,  parabolische  Elemente  berechnen,  die  in  den  übrigen  Orten  etwa  die  Fehler 
dit|,  hXi. ,  ,hßi^  ^ß^. ,  ,vAir\f^  lassen.  Die  durch  die  Elemente  selbst  berechneten 
Positionen  der  nicht  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  seien  uix^^  A^^  . . .  Bi^,  B^^, . . 
Hierauf  variirt  man  Jf,  oder  was  noch  bequemer  ist  log  M  in  log  M+  hz,  wobei 
hz  eine  den  Verhältnissen  entsprechende  Grösse  ist,  und  wiederholt  die  Rechnung. 
Diese  neuen  Elemente  werden  für  die  übrigen  Normalorte  die  Positionen  ^j^,  A^\ 
...  Bi^,  ^2^ . . .  ergeben.  Man  hat  also  ähnlich,  wie  bei  der  vorausgehenden  Me- 
thode die  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  zwischen  den  Coordi- 
naten  des  Normalortes  und  der  Variation  von  log  M  hergestellt  und  hat  hierfür: 


« 

wobei  für  bz  als  Einheit  die  angenommene  Variation  von  log  M  zu  betrachten  ist. 
Man  erhält  also,  wenn  man  sofort  die  Reduction  auf  den  Parallel  ausfuhrt,  als  Be- 
dingungsgleichungen, die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  leicht  aufgelöst 
werden  können: 


cos  ft  öX,  =  i^)^^^ßi^^ 

cos  ß2  0^2  =  (-J-^l  C0Bß2Jz 

•  •  •  • 

.  •  •  • 


Multiplieiit  man  jede  dieser  Bedingungsgleichungen  mit  der  Quadratwunel 
ihres  Gewichtes,  und  bezeichnet  dann  der  Kürze  halber  die  links  vom  Gleichheit»- 
zeichen  stehenden  Werthe  mit  n, ,  112,  ^ '  •  -)  die  Coef&cienten  von  ^x  mit  a^  a^. 
Os  • » •  I  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  den  wahrschein- 
lichsten Werth  der  Unbekannten  haben: 
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[a  a] 

wobei  also  Jz  in  Einheiten  Yon  bx  ausge^itückt  erscheint. 

Man  kann  nun  mit  dem  Werthe  log  M -{-  bx  neue  Elemente  ableiten,  oder 
man  interpolirt,  was  bei  dem  oft  grossen  helioce'kitrischen  Bogen  vortheilhafter  ist, 
unmittelbar  die  Elemente  aus  den  beiden  vorher  ermittelten  Systemen.  Es  wird 
nämlich : 

E  =  Eo+  {Ex—  Eo)  Jx  . 

Wir  wollen  diese  Vorschriften  durch  ein  ausführliches  Beispiel  erläutern  und 
gleichzeitig  die  Formeln  anfuhren,  deren  man  zur  Berechnung  der  auftretenden  Grös- 
sen bedarf,  die  Ableitung  derselben  übergehe  ich  aber,  da  das  Nöthige  bereits  im 
ersten  Bande  erläutert  ist. 

Ich  wähle  als  Beispiel  den  I.  Kometen  des  Jahres  1847;  die  Mittheilung  der 
Normalorte  und  der  Sonnencoordinaten  verdanke  ich  Herrn  Professor  Hörnst  ein, 
Director  der  Prager  Sternwarte.  Dieselben  sind  bezogen  auf  die  mittlere  Ekliptik 
1847.0,  wie  folgt: 

Mittl.  Berl.  Zeit.  l  ß  L  log  ii 

I    1847  Febr.  18.0         26'*2i'i6"43       +62^44'  5''i8         329°i3'3i.05         9.9951324 
II  »      26.0         2249    8.25       +542931.07         3371624.50        9-9959194 

III  März     4.0         20  59  23.75       +47  35  53.42         343  17  13.98         9.9965726 

IV  »       10.0         192022.28       +39  53    7-72         349*7    068         9-9972759 
V                 »       16.0         172710.54       +305826.60         3551545-52         9.9980025 

VI  »       20.0         154738.06       +24    138.24         3591416.82         9.9984879 

VII  April  24.0        441854.19       +1635    5-41  333741-36        0.0027526 

Als  völlig  darzustellende  Normalorte  werden  der  erste  und  der  letzte  Ort  gewählt, 
für  log  M  war  aus  genäherten  Annahmen  über  die  Elemente  der  Werth  0.2262773  ge- 
funden worden,  und  da  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  schon  sehr  genau  waren,  in- 
dem sich  dieselben  nahezu  allen  Beobachtungen  recht^  gut  anschliessen,  so  wurde 
hx  verhältnissmässig  klein  mit  +  0.000  3000  angenommen.  Es  sind  demnach  zwei 
Systeme  parabolischer  Elemente  abzuleiten,  die  den  obigen   äussersten  Normalorten 

geniigen  und   für  welche  einmal  log3f=log*^  =  0.226  2773,    das    andere  Mal 

Ic^  if  =  log  j-^i  =0.226  5773  gesetzt  ist.     Ich  unterscheide  die  aus  der  zweiten 

Annahme  resultirenden  Werthe  dadurch,  dass  ich  die  analogen  Buchstaben  in  Klam- 
mem ansetze.  « 

Zuerst  wircT  man  die  Berechnung  jener  Werthe  vornehmen,  die  von  der  An- 
nahme über  M  unabhängig,  sind.     Man  hat  zu  rechnen : 


g  cos  (G-  i)  =  i?  cos  [U—L]  —R  \  \\ 


g  sin  [G  —  L]  =  Ä'  sin  [L' —  L) 

Oppoli«r.  BahBbMtimmvBfen.  11.  62 
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cos  ^  =  cos  (X — L)  cos  ß  ,  cos  ^'  =:  cos  {X' — L')  cos  (f 

sin  tp  cos  P  =  sin  (X  —  L)  cos  ß  ,  sin  ^'  cos  1^  =  sin  (A'  —  L')  cos  /^     '  I) 

sin  1/;  sin  P  =  sin  /üf  ,  sin  i/;'  sin  P'  =  sin  /?*,  1 

wobei  ffj  sin  tp  und  sin  (/;'  stets  positiv  genommen  werden. 

Die  Rechnung  ergab : 

G  =  90°37'43"o8       Ä  sin  i/;  =  9.981  2753       lÜ  sin  ip'  =  9.529  4070 
log  g  =  0.026  6750       Ä  cos  ip  =  9.390  6985       ü'  cos  i/;'  =  9.976  6998  . 

Jetzt  sind  jene  Hilfsgrössen  zu  rechnen,  welche  die  Darstellung  von  r,  /  und  s 
(Sehne)  als  Funktionen  von  q  vermitteln ;  man  hat  demnach  für  jede  der  Annahmen 
von  M  zu  rechnen : 


f  =z  B  cos  ^  , 

~       M  ' 


B  =  Rsm  ip 


B'  = 


R'  ein  ^* 
M 


h  cos  t  cos  [H —  X)  =  M  cos  ß^  —  cos  (A'- 
Ä  cos  t  sin  (JEf  —  X]  =  sin  {X — X)  cos  ß 

A  sin  ^  =i  M  sin  ß'  —  sin  /i? 
h  und  cos  ^  stets  positiv 
cos  q>  =  cos  f  cos  [G — H) 
sin  q>  cos  Q  =  cos  f  sin  (G — H] 
sin  4jp  sid  Q  =  sin  C 
sin  (p  stets  positiv. 

y  =  i  cos  q> 
-4  =  -f-  sin  9 


A)  cos  ß 


11) 


Es  fanden  sich  aus  den  obigen  Zahlen: 


/ 

+0.2458660 

/' 

+0.5628887 

logS 

9.9812753 

logÄ- 

93031297 

H 

5iVi3"23 

cos  ^ 

9.9756926 

sin  ^ 

9n5i245i5 

logÄ 

0.0985225 

cos  tp 

9.8632550 

sin  r/) 

9.8347822 

y 

4-0.6185966 

log^ 

9.7629347 

log  ^  sin  ^ 

9.8614572 

(/•) 

+0.2458660 

(/) 

+0.5625000 

log  [B) 

9.9812753 

log  [ff] 

9.3028297 

m 

5i''8'5o''i6 

cos  (Q 

9-9757729 

sin(Q 

9n5i 17733 

log(Ä) 

0.0988473 

cos  [(p) 

9.8632954 

sin  (^) 

9.8347364 

w 

+0.6I81916 

log  (A) 

9.7625641 

log  (y  sin  ^p) 

9.8614114 

Nun  ist  q  so  zu  bestimmen,  dass  der  Eu  1er' sehen  Gleichung: 
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tk[(  —  t,  =  (r  +  r'+«)*ZF  (^ +  »•'—*)*  ,  log6A  =  9.0137327 
genügt  wird;  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner, 
das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180°  ist;  das  letztere  ist  im  vorliegenden 
Beispiele  der  Fall.  Da  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  im  Allgemeinen 
grosse  heliocentrische  Bogen  auftreten  ^  so  wird  die  Anwendung  der  Encke' sehen 
fi  Tafel  (Tafel  VIII  des  ersten  Bandes)  nicht  empfohlen  werden  können ;  vielmehr 
wird  man  von  einem  Werthe  von  q  ausgehen,  der  den  vorhandenen  nahe  richtigen 
Elementen  zu  entlehnen  ist.     Man  berechnet  also  unter  einer  Annahme  über  q: 


r  =  M  sinilj  sec  6 
r'  =  Ä'  sin  tfj'  sec  ff 


tang  ^  =    ~1^   >     8  =  ff  ein  (p  sec  & 


ni) 


und  sieht  nach,  wie  weit  der  letzteren  Relation  genügt  wird,  und  zwar  sei  ^  der 
Fehler  im  Logarithmus  von  tk(f  —  t]  im  Sinne:  Wahrer  Werth  —  Berechneter 
Werth. 

Es  würde  nicht  angemessen  sein,  durch  empirische  Variation  und  nachherige 
Interpolation  den  wahren  Werth  von  q  zu  ermitteln;  man  wird  vielmehr  die  noch 
nöthige  Correction  sofort  auf  differentiellem  Wege  zu  ermitteln  trachten.  Mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  27  (pag.  471)  und  den  I  pag.  127  aufgestellten  Differentialquo- 
tienten wird  man  leicht  die  folgende  Relation  finden : 


^  =  (   '^''^'Is]^  '«'>* ^  +  ^«^^  *'  +  *  «^'^  ^)  =F 


4« 

_  /    r+r'  —  s     vi 


sm  e  +  itf  sin  ff  —  h  sin  &] 


^?  =  (to)  (''-^)  ^-  ^  '      ^«?  (b&)=  9-'999 


IV) 


und  zwar  ist  in  dieser  Formel  für  den  gegenwärtigen  Fall  a  =  00  zu  setzen. 

Man  wird  mit  dem  durch  diesen  Ausdruck  ermittelten  corrigirten  Werthe  von 
Q  die  Rechnung  wiederholen,  um  sich  durch  die  Uebereinstimmung  der  Werthe  die 
Ueberzeugung  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  verschaffen.  Es  wird  aber  auch 
fiir  die  zweite  Annahme  von  M  die  entsprechende  Aenderung  von  q  sofort  auf  dif- 
ferentiellem Wege  ermittelt  werden  können,  und  man  wird  auf  diese  Weise  den 
wahren  Werth  gleich  im  ersten  Versuche  mit  genügender  Annäherung  erhalten.  Mit 
Rücksicht  darauf,  dass  für  den  letzteren  Fall  auch  ^variabel  ist,  werden  die  I  pag.  127 
aufgestellten  Ausdrücke  rfr,  dr'  und  da  gesrhrieben  werden  müssen: 

dr  =:  Bin  d  d  Q 
dr'  =  MBmff  d^  +  QBinff  dM 

d  8  =:  h  Bin  '9^  d  Q  +  (jif)  d  M ; 

6r 
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um  den  in  dem  letzteren  Ausdrucke  Totkommenden  Differentialquatienten  zu  er- 
halten, nehme  ich  den  Ausdruck  [I  pag.  105) 

««  :s=  ^2  A2  ^  ^2  —  z^q^h  g  cos  C  cos  [Q  —  H] 
vor  und  differentiire  denselben  nach  M,     Hit  Rücksicht  auf  die  erste  Qleichnng   1) 
(I  pag.  105J  erhalt  man,  wenn  für  %,  und  ^,„  die  polaren  Coordinaten  mit  der  hier 
abgeänderten  Indexbezeichnung  eingeführt,  und  alle  Längen  vom  Punkte  G  aus  ge* 
zählt  werden,  sofort : 

h  cos  t  cos  [G  —  H\  =  3f  cos  ß'  cos  (i'—  C?)  —  cos  jtf  cos  (i—  ö). 
Durch  DifTerentiation  dieser  Gleichung  nach  M  findet  sich : 

— — =  cos  p  cos  ((r  —  A  J 

hierdurch  wird: 

*  JS=  ?^  *  [ts)  —  ?  y  cos  ((?-X')  cos  ^  l 

aus  den  Gleichungen  3]   (I  pag.  106)  ergibt  sich  aber  auch: 

— -  =s  cos  t  cos  [H — X')  cos  /?'  4-  sin  ?  »in  ß'  , 

und  hiermit  stellt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  in  beiden  Lösungen  die  Zwischen- 
zeiten dargestellt  werden,  also: 


o  = 


V) 


sein  muss,  die  Rechnung  wie  folgt: 

P  =  i I  y cos ß'  cos  (G — A')  —  Q[h cos  ^cos  {H — l')  cosß'  +  h  sin f  sin/5?']  1 

dß=i\r.3f.  Qölogif  , 

wobei  in  der  Formel  für  Q  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung  kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grosser  als  180"  ist,  und  wobei  iV^  seinem 
Werthe  nach  aus  IV)  [pag.  49 ij  zu  entnehmen  ist,  überdiess  aber  für  die  Parabel 
a  =:  00  gesetzt  werden  muss. 

Ich  werde,  um  die  obigen  Formeln  durch  Beispiele  zu  erläutern,  die  Yer- 
suche  hier  ausführlich  durchführen,  dieselben  aber  der  Raumerspamiss  w^;en. 
nicht  nach  einander,  wie  sie  thatsächlich  ausgeführt  wurden,  sondern  neben  einan- 
der ansetzen.  Der  erste  der  drei  Versuche  entspricht  dem  ersten  Werthe  von  M 
und  ist  mit  einer  genäherten  Annahme  über  ^,  welche  den  vorhandenen  Nähe- 
rungen entlehnt  wurde,  durchgeführt;  für  den  zweiten  Versuch  ist  der  durch  Anwen- 
dung der  Formeln  IV  verbesserte  Werth  von  q  benützt  und  die  Durchführung  des 
Versuches  zeigt,  dass  der  wahre  Werth  bereits  erreicht  ist.  Der  dritte  Versuch 
ist  für  die  zweite  Annahme  von  M  durchgeführt  und  dabei  nur  jener  Werth  von  ^ 
in  Anwendung  gezogen  worden,  der  sich  durch  die  Benützung  der  Formeln  >' 
ergibt. 


JO       

[M] 

Versuch 

I 

2 

I 

? 

+  i.o53Cxx>o 

+  1.0530458  * 

+  I.O5252I7 

log  (?-/) 

9.9069457 

9.9069703 

9.9066882 

log  {9-f} 

9.6902947 

96903353 

9.6902153 

log  {q  —  Y) 

96378932 

9-6379390 

9.6378199 

tang  6 

9.9256704 

9.9256950 

9.9254129 

tangd' 

0.3871650 

0.3872056 

0.3873856 

tang  &■ 

9.8749585 

9.8750043 

9.8752558 

cos  0 

9.8834848 

9.8834746 

9.8835917 

cos  ff. 

9.5790876 

9.5790528 

9.5788987 

cos  ^ 

9.9031269 

9.9031105 

9.9030199 

r 

0.0977905 

0.0978007 

0.0976836 

/ 

9.9503194 

9.9503542 

9.9505083 

Add. 

0.2335241 

0.2335344 

0.2336472 

r4-r' 

0.3313146 

0.331335^ 

0.3313308 

8 

99583303 

9.9583467 

9-9583915 

Add. 

0-1534058 

0.1534045 

O.I534I9I 

Smbtr. 

0.2393199 

0*2393169 

0.2393530 

(r+r'  +  ») 

0.4847204 

0.4847396 

0.4847499 

(r+r'4-«)* 

0.2423602 

0.2423698 

0.2423749 

(r^-r'-») 

0.0919947 

0.0920182 

0.0919778 

(r-fr'-*)l 

0.0459973 

0.0460091 

0.0459889 

(r+r'  +  *)« 

0  7270806 

0.7271094 

0.7271248 

(r +/-«)« 

0.1379920 

0.1380273 

0.1379667 

Add. 

0.0995354 

0.0995368 

0.0995212 

log  (6*0 

0.8266160 

0.8266462 

0.8266460 

Veigleicht  man  das  Resultat  des  ersten  Versuches  für  log  (6  k  t)  mit  dem 
.strengen  aus  den  Zwischenzeiten  abgeleiteten  Werthe,  nämlich  log  6  A ^=0.826646 1, 
80  ergibt  sich  im  Sinne :  Strenger  WertTi  —  Berechneter  Werth  ein  Fehler  ^  =  +  301 
Einheiten  der  siebenten  Decimale.  Diese  Differenz  wird  verwerthet,  um  nach  den 
Formeln  lYj  (pag.  491)  den  definitiven  Werth  von  q  zu  erhalten.  Die  Rechnung 
stellt  sich  wie  folgt: 

•sin d -|-  Msin'6^  -f-Ä  sin ^  0.4706 

sinö  4- ilf  sin  ö' — Asin^  0.1613 

log  I  0.7130 

log  11  0.2073 

Add.  o.  1180 

\ag.N  9.1690 

1«?  tö)  ('' -  <)      '«"ö 


sin  6 

9.8092 

M  Bin  ff 

0.1925 

Add. 

0.1504 

iine  +  Msinff 

0.3429 

Ä  sin^ 

9.8766 

Add. 

0.1277 

Subtr. 

9.8184 

494 


Es  besteht  also  die  Relation  (logarithmisch) : 


hQ  =  0.1818  J  , 

woraus  folgt,  dass  mit  dem  obigen  Werthe  von  J  die  Correction  von  d^  =  +  458 
Einheiten  der  siebenten  Decimale  beträgt ;  mit  dem  so  resultirenden  Werthe  von 
^=4-  I «0530458  ist  der  zweite  Versuch  durchgeführt,  der  für  ^  den  Werth  — i 
finden  lässt,  also  eine  völlige  Uebereinstimmung  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung.  Es  wurde  aber  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Kleinheit 
der  Aendenmgen  die  Differentialformeln  fast  streng  erscheinen  lässt,  für  die  de- 
finitive Lösung  gleichsam  das  Mittel  der  beiden  Versuche  benützt  und  ^  =  -|-  i  .0530457 
gesetzt. 

Um  nun  für  den  Werth  (M)  sofort  eine  hinreichende  Annäherung  einzuführen, 
wurde  nach  V)   (pag.  492)  gerechnet: 


G-X'    - 

-46°i8'8 

cos  {G—X') 

98393 

ff  cos  /f 

0.0682 

cos  ^  cos  {H —  X')  co8/!r 

0.0527 

A  sin  ^  sin  /^ , 

9*0665 

Add. 

9.9527 

log  [. . .; 

0.0054 

legi 

9.8475 

log?  [...] 

0.0278 

Subtr. 

9-7"5 

log{. ..} 

9n5590 

Q  :  s 

0.0641 

P 

9,6231 

Q  änO' 

9.9887 

Subtr. 

0.1556 

Add. 

0.1208 

P    Qsine' 

o„i443 

P+Q  sin  ff 

9-7439 

log  {1} 

On3867 

log  {11} 

9.7899 

Add. 

0.0980 

lg  {I-U) 

0^4847 

Q 

0^8469 

N.M 

9-3953 

d  ?  :  d  log  M 

0»2422 

hx  =  dlog  M 

3-4771 

bQ 

—5240 

Es  war  also  für  die  zweite  Annahme  über  M  im  ersten  Versuche  zu  setxen : 

?  =  1-0530457  —0.0005240  , 

welcher  Werth,  wie  die  Zahlen  der  dritten  Columne  zeigen ,  in  der  That  eine  fast 
völlige  Uebereinstimmung  ergab;  es  wurde  für  die  weitere  Rechnung  der  Elemente 
einem  Fehler  ^  =  4-  0.5  entsprechend 

Q=  1.0525217 

angenommen.  Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  wurde  ausgeführt  nach 
den  Formeln :    . 

9'  =  3f  e  j 

rcosicos(/ — Zf)=^cos(il — L)cosß — Ä,  r  cosJ'co8(f — i')  =  ^'cos(i' — L')cos//— Ä^l 

rcosisin  (/ — Zf)=^8in(i— i)  cos//    ,     r'cosJ'8in(r— Zf')=^'sin(il' — L']cosß' 

rsini  =  ^sin/^  ,  r'sin6'  =  f'sin/f 

und  ergab  für  die  beiden  Annahmen  von  M  durchgeführt : 


logr 

9Z 

0.0978007 

log{r) 

0.0976836 

/ 

120°  5'39"" 

w 

120®  6'38"47 

tangi 

0.0510135 

tang(i) 

0.0507892 

logr 

9-9503541 

log  (/) 

9.9505085 

r 

59°  2'  2"48 

in 

59°  r39''o6 

tangi' 

9.8382382 

tang(i') 

9.8381343 

Die  Uebereinstünmung  der  so  gefundenen  Radienvectoren  mit  den  Werthen, 
die  sich  aus  den  Versuchen  ergaben,  erweist  sich  als  genügend.  Nach  I) ,  II) 
;pag.  472)  und  lUb)   (pag.  473)  findet  sich: 


Q 
f 

u 
u' 

f 


21^4323  19 
48  3942-85 

95  33  4-88 

49    5  5-6i 

156  46  0.36 

15646  0.31 


(Q) 

w 

(*K-«)) 


2iV'28'94 

48  38  58.33 
95  3425.72 

49  512.19 
1564523.23 
156  4523.22 


Nach  V)  und  VI)   (I  pag.  143  und  144)  ergab  sich: 


log?         8.6287758 

V    — i58^45'4o''38 
V  1544620.35 

w         254  1845.26 

7t  276      2      8.45 

und  nach  VII)   (I  pag.  144)  3 

1847  März 
Tauso     30.32270 
Taus  ©'     30.32273 
T    30.322715 


log(;)         8.6291866 

W  -i58^44'53"37 

K)  154  45  5310 

(cu)  254  19  19.09 

[it)  276    I  48.03 

1847  März 
(r).au8  [v]    30.30868 
.  (T)  aus  (r)     30.30865 
[T]    30.308665 


Man  hat  daher   die  zwei  Elementensysteme,    bei  welchen  die   Perih^lzeit  T 
sich  auf  den  Monat  März  1847  bezieht: 


System 
log3f 
T 
logy 

Q 
f 


0.2262773 
30.322715 
8.6287758 
276°  2'  8"45 
21  4323-19 


0.2265773 
30.308665 
8.6291866 
276°  i'48''o3 
21  42  28.94 

48  38  58.33 


48  3942.85 

Rechnet  man  aus  diesen  Elementen   die   für  die  Zeiten   der  Normalorte   fol- 
genden  geocentrischen  Positionen  nach  den  bekannten  Methoden,  so  erhält  man: 

^  E"  A^  B^ 

1)  26°2i'i6''36  +  62*^44'  5"i4       26^2i'i6''44       +  62*^44'  5"i5 

2)  2249    6.82  +542941.57       224844.68       +542923.06 

3)     20  59 14.40      +  47  36  8.49    20  58  38.95    •^-  47  35  32.39 
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4) 
5) 
6) 
7) 


19^20  22  25 
17  27  16.59 

154748.13 
44  1854.20 


+  39°53'32"85 

+  3059    2-31 
+  24    2  23.20 

+  16  35    5.42 


^1 

I9°i9'33"25 
17  26  11.65 

1 5  46  30. 24 

44  18  54.20 


B^ 

+  39°52'35''23 
+  30  57  37.80 
+  24  036.72 
+  16  35    5.42 


Die  Darstellung  der  beiden  äussersten  Orte  durch  die  Elemente  ist  eine  be- 
friedigende. Es  sind  also  (vergl.  pag.  488)  die  Bedingungsgleicbungen ,  die  sich 
aus  den  übrigen  Normalorten  ergaben: 

+  i''43  cos/?2  =  —    22^14  co^ß^  Jx 

4-    9.35  008/^3  =  —      35.45  COS/^j  Jx 

+    0.03  C0S/S^4  = 49.00  C0S/S^4  Jx 

—    5.85  COS/^5  =  —     64.74  C0S/?5  Jx 

— 10.07  cos/?Q  r=  —    77.89  COS/?e  ^^ 

— 10^50  =  -^  18.51^2; 
— 15,07=—  36.10^2? 
— 25.13  =  —  57.62^2? 
—35.71  ==—  84.51  Jx 
— 44.96  =  —  106.48  Jx  . 

Setzt  man  diese  Gleichungen  logarithmisch  an  und  macht  die  auftretenden 
Coefficienten  dadurch  homogen,  dass  man  den  Logarithmus  der  Fehlereinheit  1.6528 
und  ausserdem: 

loga?  =  2.0273  -f-  \og/tx 

setzt,  so  erhält  man,  wenn  man  allen  Gleichungen  gleiches  Gewicht  gibt : 

Längen  Breiten 

8.2666  =  9f|0820d?  9fi3^84  =:  9^2401  x 

9.1469  =  9n35i2  2:  9ii5253  =  9»5302  2: 

6. 7093  =  9ii5479  ^  9ii7474  =  9ii7333  ^ 

9^0476  =  9n7 1 7 1  ^  9n9000  =  9n8996  x 

9fi3io8  =  91^82472?  0^0000  =  0||00002; 


Da  demnach 


ist,  so  folgt: 


[an]  =  4-  2.2480  ,         [aci\  =  +  z.gjs^ 

log2;  =  9.8783 
logJx^  9.5038  . 


Setzt  man  diesen  Werth  von  ^2;  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  bleiben 
für  die  wahrscheinlichste  Parabel  die  folgenden  Fehler  in  den  Normalorten  übri^. 
wobei  cos/?  ^k  angesetzt  erscheint,  um  sogleich  einen  Ueberblick  über  die  absolute 
Grösse  der  Fehler  asu  erlangen: 


W7 


2 

3 

4 

5 
6 


C08/Sf  hl 
0"0Q 

^   4.93 

+  1394 
+12.02 

+  12.69 

f-13-49 
0.00 


o  00 

—  4.60 

—  3-55 

—  .6.75 

—  8.75 

— 10.99 
0.00 


Die  Fehler  zeigen,  dass  die  Parabel  deii  Beo^bacht^uxigexi  nicht  völlig  genügt. 
Ohne  jedoch  vorecst  .diese  Unterschiede,  die  durch  die  Einführung  eines  Wer- 
thes  der  Excentricität ,  der  von  der  Einheit  verschieden  ist,  'weAC^tlich  verUeinej;t 
werden  können,  weiter  zu  beachten,  will  ich  die  wahrscheinlichsten  parabolischen 
Elemente  ableiten.     Die  Yergleichung  der  beiden  Systeme  gibt: 


Ä — JS!q 
T    —1405p 
log!?+  4108 

7t      —    2p"42 

ö    —  54.25 


—448? 

+1310 

-  6^'5i 

—17.31 
— 14.20  ; 


f     —  44.52 
es  sind  also  .die  wahrscheinlichsten  parabolischen  Kiemente  die  folgenden: 

cf  I1847 

r=März  30.318234  miUl.  Berl.  Zeit 

log  q  ==  8.6289068 


TT  =  276°  2'  i"94 


mittl.  Aequinoct. 
1847,0  . 


Q  =    21  43    5.88 
f  =    48  3928.65 

Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  mit  diesen  Elementen  zeigt  in  der  That 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  eine  völlige  Uebereinstim- 
mung  mit  der  oben  aus  den  Differcntialformeln  angegebenen  Darstellung  der  Orte. 
Wenn  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Parabel  den  Beobachtungen  nicht  völlig 
genügt,  so  entspricht  die  hier  durchgeführte  Rechnung  einem  geeigneten  Rechnungs- 
beispiele und  es  können  die  hier  gegebenen  Methoden  auf  jeden  Kometen  ohne  Ab- 
änderung angewendet  werden. 

ß.    Bestimmte  Annahme  über  a. 

Die  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  wird  auch  noch  in  jenen  Fällen 
mit  y.ovtheU  angewendet  werden  können,  wo  man  eii^e  bestimmte  Annahme  über  a 
zu  machen  in  der  J^age  ist,  ein  Fall,  der  dann 'eintreten  wird,  wenn  die  in  der 
ersten  Näherung  abgeleiteten  parabolischen  Elemente  eine  auffallende  Aqhnlichkeit 
mit  den  Elementen  eines  früher  erschienenen  Kometen  zeigen.  Man  wird  sich  dann 
zunähst  mit  Ililfe  dieser  ersten  parabolischen  Elemente  (vergl.  jl  pag.  150],   wenn 

Oppolser,  B^luibMÜBaianfaii.  II.  53 
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sonst  keine  besseren  Näheningen  bekannt  sind,  einen  möglichst  genauen  Werth  von 
M  verschaffen  und  alle  Formeln  bis  zur  Auflösung  der  Lambert 'sehen  Gleichung 
eventuell  gleichzeitig  mit  einem  entsprechend  variirten  Werthe  von  M  durchrechnen. 
Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  für  M  gemachten  N'äherungsannahmen  von 
der  Natur  des  Kegelschnittes  unabhängig  sind ;  es  wird  also,  wenn  man  in  M  nur 
die  aus  den  Zwischenzeiten  folgende  Näherung  einsetzt,  der  betreffende  Himmels- 
körper zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  bis  auf  kleine  Grössen  derselben  Ord- 
nung in  dem  gewählten  grössten  Kreise  stehen,  mag  man  über  die  grosse  Achse  der 
Bahn  eine  beliebige  Annahme  machen. 

Es  sei  die  gefundene  Perihelzeit  T,  die  dem  anderen  Kometen  mit  ähnlichen 
Elementen  angehörige  Perihelzeit  r ;  dann  kann  die  Umlaufszeit : 

r— T      T—t  - 

T — T,  ,    ,    u.  8.  f. 

sein  und  demgemäss  wird  die  grosse  Halbachse,  wenn  man  den  so  gefundenen  Zeit- 
unterschied in  Einheiten  des  siderischen  Jahres  ansetzt,  sein  können: 


a=(r-.)l,    [^]\     (^)*u.s.f. 


Man  wird  gewöhnlich  mit  dem  grössten  Werthe  von  a  beginnen,  q  ent- 
sprechend der  Lambert' sehen  Gleichung  mit  Hilfe  der  sehr  bequemen  Relation  17) 
(pag.  468)  und  unter  Benützung  der  Formel  IV  (pag.  491)  bestimmen,  dann  die 
Elemente  nach  den  obigen  Formeln  (§  2  pag.  472  ff.)  ableiten  und  die  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  suchen.  Man  wird  wohl  bald  denjenigen  Werth  der  Halbachse  er- 
kennen, der  den  Beobachtungen  am  besten  zu  entsprechen  scheint.  Für  diesen 
Werth  wird  man  mit  dem  variirten  Werthe  von  M  die  Rechnung  wiederholen,  um 
die  möglichst  beste  Darstellung  zu  erreichen.  Waren  aber  die  Zwischenzeiten  nicht 
gross,  so  dass  die  in  M  eingeführten  Näherungen  hinreichend  zutreffen ,  so  wird  man 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachte  Bei^erkung,  dass  die  Richtigkeit  von  3f  nicht 
durch  die  Wahl  von  a  beeinflusst  wird,  von  einer  Variation  von  3f  Abstand  nehmen 
können. 

Ich  gebe  für  diese  Methode  kein  Beispiel,  da  dieselbe  ganz  nach  den  für  die 
Parabel  geltenden  Vorschriften  durchgeführt  werden  kann,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  man  statt  der  Eul  er  sehen  Gleichung  die  Lamb  er  tische  und  zwar 
in  der  Form  17)   (pag.  468)  anwendet. 

y,     Uebergang  von  der  Parabel  auf  nahezu  parabolische  Bahnen. 

(Hornstein's  Methode.) 

Zeigt  sich  bei  dem  Anschlüsse  parabolischer  Elemente  an  die  Beobachtungen, 
dass  die  Parabel  nicht  völlig  genügt,  so  kann  man  nach  Hornstein^s  VorscUig^ 
(Bestinmiimg  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1847,  nebst  Bemerkungen 
über  den  Uebergang  von  der  Parabel  zur  Ellipse  oder  Hyperbel,  Märzheft  1854  ^^^ 
Sitzungsberichte  der  math. -naturw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaftan 


499 

iu  Wien)  in  sehr  bequemer  und  zweckmässiger  Weise  mit  Benützung  der  vorhan- 
denen Rechnungen  den  Uebergang  auf  den  wahrscheinlichsten  Kegelschnitt  aus- 
führen; ich  werde  übrigens  im  folgenden  Paragraphen  (§  5  pag.  507)  noch  eine  an- 
dere Methode  anfuhren,  die  bisweilen  in  mancher  Beziehung  noch  bequemer  erscheint. 

Macht  man  über  M  dieselbe  Annahme,  wie  in  der  ersten  Hypothese  bei  der 
Ermittelung  einer  parabolischen  Bahn  und  lässt  an  die  Stelle  der  Euler' sehen 
Gleichung  die  Lambert'sche  (pag.  468)  treten^   so  wird  man  mit  Hilfe   derselben 

eine  Lösung  erhalten,  sobald  man  eine  bestimmte  Annahme  über  —   ==  y    macht. 

Man  wird  für  y  einen  kleinen  Werth,  etwa  0,01  oder  0,02  annehmen.  Die  Zahl 
der  Versuche  bei  der  Lösung  der  Lambert' sehen  Gleichung  kann  durch  Benützung 
der  Differentialformeln  wieder  wesentlich  vermindert  werden.  Vergleicht  man  näm- 
lich die  Euler'sche  und  Lambert'sche  Gleichung: 

*  [Ü-i]  =  *  [r  +  T*  +  *)«  q=  t  [T^T  -  B)\ 
k(t—i)  =  [r+r'  +  8)iQ,=p  [r  +  r'  —  s)iQa 

so  erhält  man  durch  Subtraction  den  Unterschied: 

[r  +  r'  +s)i  (i-  Q,)  =p  (r+r'-s)i  (J-  Q^  =  J  IV4) 

zwischen  k(f  —  t),  der  sich  ergeben  würde,  wenn  «man  in  der  Ellipse  die  für  die 
Parabel  geltenden  Werthe  einfuhrt.  Mit  Benützung  der  Formeln  IV)  (pag.  491) 
oder  was  hier  bequemer  ist,  ohne  Anwendung  des  logarithmischen  Incrementes  er- 
hält man  alle  jene  Aenderungen,  die  man  mit  Beibehaltung  des  Werthes  von  M,  an 
den  für  die  Parabel  gefundenen  Werth  von  q  anbringen  muss,  um  der  bestimmten 
Halbachse  zu  genügen.     Es  ist  (vergl.  27)  pag.  471): 

-TT  =  (sinö  4-  M  smö      / —      ■  T .     \    -+-  /  — -^—r-t —  \  I  + 


"'M^n^mt] 


+  Ä  sin 


-qm^Mt^m] 


hQ  =  ^JN. 


l\c) 


wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner,  das  un- 
tere Zeichen  für  solche,  die  grösser  als  180^  sind,  gilt. 

Diese  so  ermittelten  Coefficienten  wird  man  bei  allenfalls  auftretenden  Unter- 
schieden  auch  für  die  weiteren  Verbesserungen  benützen  dürfen.  Ist  dann  derjenige 
Werth  von  q  ermittelt,  der  einerseits  unter  Benützung  des  angenommenen  Werthes 

von  —  =  y  der  Lambert' sehen  Gleichung,  andererseits  dem  zu  Grunde  gelegten 

Werthe  von  M  genügt,  so  rechnet  man  aus  diesem  nach  den  oben  angeführten  Me- 
thoden die  Elemente  und  mit  diesen  die  Darstellung   der  Orte.     Von   diesen  Orten 

müssen  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  völlig  daigestellt  werden, 

63  ♦ 
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« 

welcUer  Umstand  eine  Cönirole  fiir  die  Richtigkeit  der  Rechnung  abgibt.  Wenn 
dann  für  die  übrigen  nicht  völlig  dargestellten  Normalorte  ^i^,  A^  ...  Äj*,  B^  . . 
die  aus  diesen  Elementen  folgenden  geocentrischen  Coordinaten  sind,  so  efhälttiian 
au^  empirischein  Wege  die  Differentialquotienten  der  Variationen  das  geocentrischen 
Ortes  durch  die  Variation  des  reciproken  Werth^s  der  grossen  Halbachse  ^  wi«  folgt : 


wobei  wieder  der  angenommene  WeHh  von  y  als  Einheit  für  dy  gilt  Mit  Berück- 
sichtigung der  oben  (pag.  488)  für  eine  Variation  von  M  erhaltenen  Wetthe  werden 
nunmehr  die  Kedingungsgleichungen  die  Form  haben: 

oos/?i  d^  =  |-j^j  cos/?,  ^a:4-  (-5-)  cos/?i  Jy 

co8/?2  ^^  =  ("5"^)  cos/?2  Jx  +  (-5-^)  cos/?2  Jy 

•  •  . 

•  •  • 

Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man,  nachdem  man  dieselben  noch  vorher  mit 
den  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte  durchtnultiplicirt  hat  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  Jx  und  z/^  ab;  Jx  gibt  di^ 
erforderliche  Aenderung  in  3f  in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderung,  Jy  gibt 
den  reciproken  Werth  der  grossen  Halbachse  iii  Einheiten  der  obigen  Annahme, 
wobei  inan  auf  eine  Hyperbel  gefuhrt  würde,  falls  Jy  negativ  gefunden  wird.  Man 
kann  nuh  mit  den  Werthen: 

loglf  ==  logiUJ)  +  Jx 

neue  Elemente  ableiten,  oder  dieselben  auch  nach  der  oben  (pag.  484)  angegebenen 
nunmehr  auf  zwei  Variable  zu  erweiternden  Interpolationsmethode  erhalten,  welche 
in  den  meisten  Fällen,  besonders,  wenn  die  heliocentrischen  Kogen  gross  sind,  eben- 
falls genügend  genaue  Resultate  geben  wird.     Es  wird  für  jedes  Element 

Ist  aber  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  bedeutend,  so  wird  diese  Me- 
thode erst  nach  mehrfachen  Versuchen  zum  Ziele  führen;  indem  man  vorerst  einen 
Näherungswerth  von  a  erhält,  wird  man  diesen  benützen,  um  mit  zwei  Annahmen 
über  M  mit  Beibehaltung  des  Näherungswerthes  von  a  einerseits,  und  einem  abge- 
änderten Werthe  von  a  andererseits  das  Verfahren  fortzusetzen.     Indess  wird  es  nch 
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in  dielieii  Fällen  der  ^ifitkeren  AbMreichtingf  xüehr  empfS^hlen,  difect  nach  eisiet  der 
im  ersten  Hände  Mttri^k^It^ti  Methoden  au»  den  3  tti  Grunde  gelegten  Oiten  ge-* 
näherte  Elemente  abzuleiten,  auf  welelie  man  daliil  die  hl  dem  betreff'endeil  Pfllte 
geeignet  erscheinenden  VerbeBserungsmethoden  anwendet. 

Es  soll  scnnächst  Hornstein^s  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden, 
und  ich  wähle  das  früher  für  die  Parabel  durchgeführte  Beispiel  einer  Hahnver- 
besserung für  den  ersten  Cometen  des  Jahres  1847.  ^^^  ^^^  j^^^  leicht  einsehen, 
weshalb  ich  dort  ein  Beispiel  gewählt  habe,  welches  der  Parabel  nicht  völlig  genügt. 

Zunächst  kann  man  alle  Hilfsgrössen  benützen,  die  oben  für  die  Parabel  in 
der  ersten  Annahme  über  M  berechnet  wurden  und  hat  darauf  die  Lambert*  sehe 
Gleichung : 

k[i'  —  t)  =  (r  +  r'+s)iQ,  =p  (r+r'—s)iQa 

Q.  aus  Tafel  XVIl  mit  dem  Argumente  '^  1 

^  **  }      Vi) 

Qi  aus  Tafel  XVH    »       »  ,  »         r  +  f*-*  j 

durch  Versuche  zu  lösen.     Für  die  Ermittelung  der  ersten  Näherung  von  q  wird 

man  die  Formeln  TVb)  und  IVc)  (pag.  499)  rechneli ;  nimmt  man  a  =  —  =  50, 
so  folgt: 


r  +  r'  +  s 

0. 4847 

1  ■ 

40 

9-9933 

40 

2.3010 

I 

40 

9-9973 

r-\-r' — « 

0.0920 

(■ 

r  +  r'+M 
4«       / 

9.9966 

Arg.  für  Q, 

+0.015266 

(■ 

40      / 

9.9986 

Aig.  für  Qj 

+0.006180 

Vr+r'+s 

0.2424 

logQ, 

9. 2238496 

Vr+r'-s 

0.0460 

logQd 

9.2226559 

Z,    N, 

0.2458 

Sub, 

2-3376 

Zi'.Ni 

0.0474 

Subi 

2.7312 

Add. 

0.2131 

iog(*-QJ 

6.8662 

Subtr. 

0.4357 

log  ii  -  Qä) 

M9>5 

(+) 

0.4589 

I 

7i|6i33 

nn^+MnnO' 

0.3429 

II 

6,6i95 

(-) 

9.8101 

Add. 

0.0429 

Asin^ 

9.8766 

J 

7n65*2 

logl 

0.8018 

4^ 

8*2583 

logll 

9.6867 

iV 

9.I66I 

Add. 

0.0321 

Es  ist  somit  c/^  =  —  0.0026571,  also  q  =  1.0503887.  Die  Durchführung  der 
Hypothese  mit  diesem  Werthe  gibt  in  k(f — ()  den  Fehler  ^  =  —  75  Einheiten  der 
7 .  Decimale.     Hieraus  ergibt  sich  in  Vetbinduhg  mit  dem  Werthe  von  N  nach  der 


m 


Add.         0.2904794 
0    — I58°49'i7''32 

t>'     +»544518-33 
276    641.69 


q         8.631P250 

I  —  6         6.9320550 

I  — • 


6.63 12 107 
7.7961154 


7t        270    041.09  q^iVi+e 

Nach  Vllij   (pag.  479)  stellt  sich  die  Bechnung  für  die  beiden  Orte  mit  Be- 
nützung der  Tafel  XVIII  wie  folgt: 


I. 


2. 


\v 

— 79^24'38''66 

+77^22'39".i9 

tang^e^ 

1.4565448 

1.2997450 

e 

+0.0122393 

+0.0085301 

tang^p 

0^7282724  . 

0.6498725 

Pt 

2.o6ii92L93 

2.0629908 

tang\v^ 

2,11848172 

1. 94961 75 

A 

I- 58^9853 

1.5838996 

I 

2,^790201 7 

2.7128633 

^ 

3^7668035 

3-5355 171 

Add. 

0.0435727 

0.0611238 

{...} 

3»8i03752 

3.5946409 

Jt 

+40.41016 

24.58987 

r  =  Mäns  30.41016 

30.41013 

7=30.410145 

• 

Stellt  man   daher  die  gefundenen  Elemente  zusammen,    so  erhält   man  das 

System : 

9 

r— 1847 

'  März  30.410145 

■ 

log«  =  8.63 

10250 

—       0.0200000 

a 

7t  —  276° 

6'4i"69 

Q  —     21 

3453-76    1 

'    jnittl. 

Aequin.   1847^0 

f —    48  36  14.09  ] 

• 

und  die  geocentrischen  polaren  Coordini 

iten  für 

die   Zeiten  der  obigen  Normalorte 

ergeben  sich  aus  diesen  Elementen  in  der  bekannten  Weise  wie  folgt: 


^ 

B^ 

I) 

26°2l'l6"29 

+62°44'  5"  15 

2) 

22  51  48.16 

+54  30   3.06 

3) 

21      329.55 

+47  37  »3-55 

4) 

19  25  56.16 

+39  55  4848 

5) 

17  34      1.56 

+3«    3    358 

6) 

•5  5523.17 

+24    8    4.75 

7) 

44  1854-15 

+1.6  35    5-3^  • 
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Die  Darstellnng  der  beiden  äussersten  Orte  durch  die  obigen  Elemente  gibt 
eine  befriedigende  Controle  für  die  Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Rechnungen. 
Kildet  man  nun  den  obigen  Entwickelungen  entsprechend  (pag.  500J  die  Differential- 
qnotienten  für  Jy^  und  setzt  zugleich  die  bereits  oben  (pag.  496)  ermittelten,  für 
^x  geltenden  Coefficienten  an,  so  erhält  man  nunmehr  die  Bedingungsgleichungen : 

für  die  Längen: 
+  i"43  cos/?2  =  —  22"i4  008/^2  Jx  -|-  i6i"34  cos/^j  Jy 

+   9.35  C08/?3  =  —  35.45  CO^ß^  Jx  +  255.15  C08/:^3  Jy         * 

+  0.03  cos/^4  =  —  49.00  cos/^4  Jx  +  333.91  cos/?4  Jy 
—  5.85  CO8/S5  =  —  64.74  C0S/S5  Jx  +  405-17  CO8/S5  Jy 
— 10.07  cos/I/j  =  —  77.89  cos/?e  Jx  4-  455.04  cos/?5  Jy 

für  die  Breiten: 

—  io"50  =  —    i8"5i  Jx  4-    2i"49  Jy 
— 15,07= —    36.10  ^ar+    65.06  ^y  , 
—25.13=—    57.62  ^a:+ 135.63  ^y 
—35-71=—    84.51  ^a:  4- 241.27  ^y 
—44.96  =  —  106.48  Jx  +  341 .55  Jy . 

Gibt  man  allen  diesen  Bedingungsgleichungen  gleiches  Gewicht  und  setzt 
man,  um  dieselben  möglichst  homogen  zu  gestalten,  wieder  wie  oben  (pag.  496) : 

log  Fehlereinheit  =  1.6528 

loga:  =  2.0273  +  log  [Jx] 

und  ausserdem : 

log'y  =  2.6186  -h  log  (Jy) 

so   erhalten  die  Normalgleichungen  die  folgende  Gestalt: 

+  2.9752  a: — 2.9632y  =  +  2.2480 
—  2.9632T -f-3.4485y  =  —  1.7654 

und  die  Auflösung  ergibt: 

log^^r  =  9.8569  ,     log^y  =  9.0129  . 

Wollte  man  sowohl  die  Elemente  als  auch  die  Darstellung  der  Orte  als  Funk- 
tionen von  y  darstellen,  so  würde  man  die  erste  der  obigen  Normalgleichungen 
hierzu  benützen  können ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Darstellung  nicht  ein,  weil  schon 
oben  für  dieses  Verfahren  hinreichend  erläuternde  Beispiele  angeführt  sind.  Durch 
Einführung  dieser  Werthe  der  Unbekannten  in  die  obigen  Hedingungsgleichungen 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 

OppoU«r,  BrnbalMitimnaBfen.  U.  $4 
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cos/?dil 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 


o"o 


+0.4 
+5.8 
+0.7 
—0.9 

9 
0.0 


o  o 
+0.6 
4-4-2 

+2.3 
+0.2 

—3.5 
0.0  . 


Interpolirt  man  die  Elemente  nach  der  oben  (pfig.  500)   angesetzten  Formel, 
KO  findet  man  das  folgende^  nunmehr  als  definitiv  anzusehende  Elementensystem: 

cf  I.  1847 
r=  März  30.321616  mittl.  Berl.  Zeit. 

log  q  ==  8.6293030 

loga=  2.686  1328     (0  =  485.437) 

TT  =  276°  2'2l"9I 

Q=    2i°4i'5i"69 
1=    48^38  V32 


mittl.  Aequinoct. 
1847,0 


Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  aus  diesen  Elementen  gibt  gegen  die 
obige  aus  den  DiiFerentialformeln  abgeleitete  Darstellung  derselben  eine  geniigende 
Uebereinstimmung.  Sollte  man,  wie  dies  bei  der  Rechnung  aus  kleinen  helio- 
centrischen  Bogen  zu  befurchten  ist,  die  Interpolation  zwischen  den  Elementen  selbst 
ihrer  Linearität  nach  für  nicht  genügend  gesichert  halten,  so  wird  man  die  Ele- 
mente aus  dem  verbesserten  Werthe  von  M  mit  Zugnmdelegung  des  oben  gefun- 
denen Werthes  von  a  direct  berechnen  und  dann  einen  viel  besseren  Anschluss  an 
die  Resultate  der  DifTerentialquotienten  erhalten.  Der  Grund  dieser  Bemerkung  ist 
nach  den  früher  gegebenen  Erklärungen  (pag.  483)  leicht  ersichtlich;  in  dem  hier 
gewählten  Beispiele  hätte  man  also  anzunehmen: 

log  M  =  0.2262773  4-  0.0003000  Jz  =  0.2264931  , 

0  =  485.437  ; 

doch  führen  diese  Zahlen  in  dem  vorliegenden  Falle  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  auf  die  oben  durch 
Interpolation  erhaltenen  Elemente. 
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§  5.   Yariatioii  der  Diirtanzen  mit  Benützung  der  Tarlation  des  Terhältnisses 

der  Distanzen. 

Man  kann  das  durch  die  Variation  des  Verhältnissen  der  Distanzen  M 
erhaltene  Resultat  noch  in  anderer  Weise  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten 
Kegelschnittes  yerwerthen,  und  zwar  bietet  das  hier  vorgeschlagene  Verfahren  in 
jenen  Fällen  besondere  Vortheile,  wo  durch  die  Variation  von  M  die  beiden  geocen- 
trischen  Distanzen  beeinflusst  werden;  jene  Fälle',  in  denen  bei  der  Variation  von 
if  die  eine  geocentrische  Distanz  fast  unverändert  bleibt,  würde  sich  für  die  An- 
wendung dieses  Verfahrens  nicht  eignen;  man  wird  dies  leicht  durch  die  vorhan- 
denen Rechnungen  entscheiden  können. 

Es  wurde  oben  (pag.  493]  gefunden  für  die 

erste  Parabel  zweite  Parabel 

log  ^  0.022  4472  0.022  2311 

log  ß'  0.248  7245  0.248  8084  ; 

es  ändern  sich  also  die  beiden  geocentrischen  Distanzen  in  genügender  Weise.  Rechnet 
man  nun  ein  Elementensystem,  indem  man  den  Werth  von  q  aus  der  zweiten ,  den 
Werth  von  q'  aus  der  ersten  parabolischen  Bahn  nimmt,  so  hat  diese  Bahn  als 
Grundlage  die  Werthe: 

log  q  =  0.022  23 II 
log  Q  =  0.248  7245  . 

Betrachtet  man  die  auf  diesem  Werthe  beruhenden  Elemente  als  Ausgangs- 
elemente.  so  hat  man  das  vorliegende  Problem  auf  die  Methode  der  Variation  der 
Distanzen  reducirt,  die  in  §  3  ^pag.  480  u.  ff.)  ausführlich  behandelt  wurde.  Das 
aus  diesen  letzteren  Distanzen  abgeleitete  System  ist  also  als  das  System  I,  die 
erste  Parabel  als  System  11,  die  zweite  Parabel  als  System  III  zu  betrachten  und 
es  ist  weiter  mit  Beibehaltung  der  dort  gewählten  Bezeichnung  (pag.  481,  482) : 

h  X  =  +  0.000  2161 
ö  y  =  4-  0.000  0839  . 

Da  hiermit  Alles  auf  eine  bereits  bekannte  Methode  zurückgeführt  erscheint, 
so  ist  weiter  für  die  Durchführung  des  Beispieles  nichts  zu  bemerken  imd  ich  will 
hier  nur  beifügen,  dass  die  Vortheile  dieser  Methode  gegen  die  in  §  4  (pag.  498  ff.) 
auseinandergesetzte  nicht  unerheblich  sind.  Man  hat  nämlich  vorerst  nicht  nöthig,  die 
heliocentrischen  Orte  von  Neuem  aus  den  geocentrischen  Distanzen  abzuleiten,  da 
die  heliocentrischen  Orte  unverändert  den  früheren  Rechnungen  entlehnt  werden 
können;  ausserdem  hat  man  nicht  nöthig,  die  Lambert' sehe  Gleichung  durch 
Versuche,  bei  denen  r,  r'  und  s  variabel  sind,  zu  lösen,  sondern  man  gelangt  durch 
die  in  den  meisten  Fällen  völlig  ausreichende  Formel  26)  (pag.  471)  direct  zur 
KenntnisB   des  Werthes  von  a,   woraus  die  übrigen  Elemente  mit  Hilfe  der  oben 

64* 


508     

gegebenen  Vorschriften  leicht  gefunden  werden  können.  Sollte  die  versuchsweise 
Lösung  dennoch  nothwendig  sein,  was  wohl  kaum  je  der  Fall  sein  wird,  so  wird 
die  Un Veränderlichkeit  der  Werthe  r,  r'  und  s  diese  Rechnungen  wesentlich  abkürzen. 
Ich  will  nun  das  Beispiel  des  Kometen  I  1847  nach  dieser  Methode  durchführen. 

Nach  pag.  495)  finden  sich  die  heliocentrischen  Orte,  und  swar  der  erste 
Ort  nach  der  zweiten  Hypothese  über  M^  der  zweite  nach  der  ersten  Hypothese  mit 
den  Annahmen: 

log  ^  =  0.022  2311  ^^  f'  =  0.248  7245 

für  die  geocentrischen  Entfernungen  wie  folgt: 

logr    0.097  6836  logr'     9.950  3541 

/     I20%'38"47  r     59"2'2"48 

tang  b    0.050  7892  tang  b'     9.838  2382  , 

welche  Angaben  also  der  früheren  Rechnung  unverändert  entlehnt  sind. 
Es  sind  nach  Formel  I)  und  II)  (pag.  472) : 

ö     2i"42'i6"20  u     95*'34'34"i4 

f     48^38'59"27  «*'     49*"  5'49"8i 

!(«'_,,)  =/=,56«45'37"83 5  , 

und  die   Controlrechnung  nach  lila)   (pag.  473)  ergab  in  guter  Uebereinstimmuiig : 

/=  i56°45'37"83  • 
Bestimmt  man  die  Sehne  8  nach  der  Formel: 

«*  =  r^  +  ^'^  —  rr'  cos  2/  , 
so  erhält  man: 

log  8   =    9.958    3262    . 

Bfit  Benützung  der  Formeln  24}  und  25)    (pag.  471)  findet  man  weiter: 

log  a  =  7.04276 
log  ß  =  9n58644  ; 

die  Berechnung  von  y  erscheint  bereits  unnöthig ;  aus  den  letzteren  Werthen  erhält 
man  endlich: 

—  =  -f-  0.001   1029,9  also  log  a  =  2.957  4284  , 

wobei  es  in  der  Natur  der  Sache  gelegen  ist^  dass  a  selbst  numerisch  nicht  genau 
zu  bestimmen  ist;  für  die  Darstellung  der  Beobachtungen  aber  ist  diese  Un- 
Sicherheit  unschädlich.  Die  Controlrechnung  mittelst  der  Lambert' scheu  Ulei- 
chung  nach  17)  (pag.  468J  ergab  eine  vollständige  Bestätigung  für  die  Richtifkeil 
der  Bestimmung  von  a. 

Weiter  wurde  ermittelt  nach  IV  b)  (pag.  476)  und  Vb)   (pag.  477): 

log  z  =  0.310  0819 
log  p==  8.930  2156 


UV 

dann  nach  VIb)    (pag.  478) : 

f*F 

F-- 1^59  40^52 

V  —  — 

i58°45'»8''35 

log  e  —  9.999  9795 

V    

i54°45'57''3» 

log(i— «)  =5-671   7674 

w  = 

254°i9'52"50 

log  q  —  8.629  1958 

TT  = 

276°2'8"70  ; 

endlich  fand  sich  nach  Yllb)   (pag.  479J  die  Perihelzeit 

aus:  D  ,     r=März  30,31734 
D     V  ,     T=Wkr£  30,31740 
also  im  Mittel:     r=MaTZ  30,317370  , 

womit  die  Rechnung  der  Elemente,  die  nach  den  obigen  Vorschriften  als  Aus- 
gangselemente zu  betrachten  sind,  erledigt  ist.  Um  alles  übersichtlich  beisammen 
zn  haben,  stelle  ich  die  Elemente,  die  sich  aus  den  voranstehenden  und  den  oben 
für  die  beiden  Parabeln  (pag.  495  ff.)  gefundenen  Zahlen  ergeben,  neben  einander : 


I 

II 

m 

T 

30.317370 

30.322715 

30.308665 

logy 

8.6291958 

8.6287758 

8.6291866 

1 

a 

o.ooi  1029.9 

0 

0 

7t 

276°  2'  8"7o 

276°  2'  8"45 

276°  i'48"o3 

Q 

2I°42'l6"20 

2i"43'23*'i9 

2 1°42'28"94 

• 

48°38'59''27 

48°39'42"85 

48°38'58''33 

Die  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  entsprechenden  geo- 
centrischen  ('oordinaten,  mit  Weglassung  der  äusseren  Orte,  die  als  Grundlagen  der 
Rechnung  durch  alle  drei  Systeme  völlig  dargestellt  werden,  sind  : 


l 

II 

III 

Ai 

22°48'59"67 

22"49'  6''82 

22''48'44"68 

^i 

20  59    2.84 

20  59  14.40 

20  58  38.95 

-u 

19  20   5.24 

19  2022.25 

19  193325 

yi. 

17  2651.85 

17  27  16.39 

17  26  11.65 

^h 

15  47  16.86 

154748.13 

15  46  30.24 

Ä, 

+  54  29  29  42 

+  542941.57 

+  54  29  23.06 

B, 

+  47  35  4605 

+  47  36    8.49 

+  47  353239 

Bx 

+  395258.78 

+  395332-85 

+  39523523 

B, 

+  30  58  14.61 

+  3059    2.31 

+  30  57  37-80 

B, 

+  24    1  25.21 

+  24    2  23.20 

+  24    036.72 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  3  (pag.  480  ff.)  auseinandergesetzten  Vorschriften 
stellen  sich  die  Bedingungsgleichungen  zur  Ermittelung  der  Correctionen  de(  Lo- 
garithmen der  geocentrischen  Distansen  in  folgender  Weise: 
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Für  die  Längen : 

+    8"58  =  4-    fi5  ^^  —  i4"99 ^V 
+  20.91  =  +  11.56  Jz  —  23.89  Jff 

+  17.04  =  +  17.01  ^z  —  31.99  ^y 

+  18.69  =*  4-  24.54  Jz  —  40.20  ,^y 
4-  21.20  =  -f"  31  27  ^a:  —  46.62  Jff 

Für  dip  Breiten: 

4.    i"65  =  +  i2"i5  Jz  —    6"36  Jy 

+    7*37  =  +  22.44  ^^  —  13.66  Jy 

4-    8.94  =  4- 34-07 -^^  — ^3-55  ^y 
4-  11.99  =  +  47.70  ^^  -—  36.81  J  y 

4-  13-03  =  4-  57-99  ^^  —  48-49  ^y     . 

Die  Bedingungsgleichungen  für  die  Längen  sind  mit  dem  Cosinus  der  Breite, 
und  ausserdem  wären  alle  Gleichungen  noch  mit  den  Quadratwurzeln  ihrer  zuge- 
hörigen Gewichte  durchzumultipliciren ;  letzteres  entfiel  hier^  da  alle  Normal- 
gleichungen  gleiches  Gewicht  erhielten.  Führt  man,  um  diese  Gleichungen  homogen 
zu  machen  (vergl.  pag.  318),  die  Relationen  ein: 

Logarithmus  der  Fehlereinheit  =  1.2869 
log  z  =  log  ziz  4-  1.7633 
log  y  =  log  Jy  +  1116856  , 

,  so  sind  nim  die  neuen,  logarithmisch  angesetzten  Bedingungsgleichungen : 

9.4107  =  8.8551  z  +  9-2543  y 
9.8623  =  9.1286  z  4-  9.5215  y 

9.8295  =  9.3524  X  4-  9.7044  y 

9.9179  =  9.5598  z  4-  98518  y 
0.0000  =:  9.6924  z  4-  9.9436  y 
8.9306  =  9-3213  ^  +  9.ii79{y 

9.5806  =  9-5877  ^  +  9-4498  y 
9.6644  =s  9.7691  z  4-  9.6864^^ 
9.7919  =  9-9152  Ä?  4-  9.88o3^y 
9.8280  SS  0.0000  z  +  0.0000  y , 

die  sich  in  die  folgenden  Normalgleichungen  vereinigen: 

4-  2.6639  z  4-  2.9084  y  =  +  2.6801 
4-  2.9084  z  4-  3.5843  y  =  4-  3-5825  . 

Die  Auflösung  gibt: 

log  ar  =  9,^8731   ,     log  y  =  0.2056, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Homogenitätsfactoren  folgt  hieraus: 

log  ^x  =  9ii3967  y     log  Jy  =  9118069  . 
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Wollte  man  nun  die  Distanzen  bestimmen,  die  man  der  Ennittelung  der 
neuen  Elemente  zu  Grunde  zu  legen  hätte,  so  wäre  zu  beachten,  dass  die  Werthe 
von  Jx  und  ^j^  in  Einheiten  der  gewählten  Aenderungen  zu  verstehen  sind;  letztere 
wurden  oben  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  beziehungsweise  4"  2161  und 
+  839  gefunden;  die  Correctiopen  für  die  Distanzen  würden  also  sein: 

für  log  q  —  539 

für  log  q'  —  538  ; 
doch  wird   es  in   dem  vorliegenden  Falle  nicht  nöthig    sein^    die   Berechnung  der 
neuen  Elemente  aus  den  Distanzen  durchzufuhren,  sondern  es  wird,  da  die  Aende- 
rungen der  Elemente  hinreichend  klein  sind,    die  Interpolation  zwischen   den  Ele- 
mentne  zu  demselben  Resultate  führen. 

Ermittelt  man  vorerst  die  übrig  bleibenden  Fehler,  indem  man  die  obigen 
Werthe  von  ^x  und  Jy  in  die  ursprünglichen  Hedingungsgleichungen  einsetzt,  so 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 


co^ßhX 

^ß 

I. 

o"o 

0.0 

2. 

+0.4 

-j-o.6 

3- 

+5.7 

+4.2 

4. 

+0.6 

+2 '3 

5. 

—0.8 

+0.3 

6. 

—0.8 

-3.6 

7- 

0.0 

0.0 

welche   mit  jener    nach  der  in   §  4   entwickelten   Methode  (vergl.  pag.  506)    ange- 
führten Darstellung  der  Orte  so  gut  wie  völlig  stimmt. 

Die  Interpolation  der  Elemente  (vergl.  pag.  5cx>]  ergibt: 

(f  I  1847 
T=  März  30.321618  mittl.  Berl.  Zeit. 

log  q  =s  8.629  3064 

log  a  =  2.680  8752 


n  =  276°  2'22"oi 


2i®4i'5r33 


1 


mittl.  Aeq.  1847.0 


Q  —  ««  ^<  j*  jj  M 
i=  48«38'49"oi  I 
Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  Elemente  um  geringe  Grössen  von 
den  auf  pag.  506  angeführten.  Der  Unterschied  in  a  ist  aber  beträchtlich,  doch 
erklärt  sich  derselbe  hinreichend  durch  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rech- 
nung y  da  beide  Systeme  in  nahezu  völliger  Uebereinsdmmung  die  Beobachtungen 
darstellen.  Hätte  man  die  Elemente  als  Funktionen  der  Aenderungen  des  reci- 
proken  Werthes  der  grossen  Achse  dargestellt  (vergl.  die  Andeutung  pag.  505),  so 
würde  man  in  der  That  finden,  dass  die  Einfuhrung  des  Unterschiedes  in  a  in  den 
beiden  Systemen  eine  völlige  Uebereinstimmung  herstellen  würde. 
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Anhang. 
Am   Schlüsse  der  folgenden  Tafelsammlung  habe  ich    eine  mir  von  Herrn 
R.  Schräm  freundlichst  znr  Verfügung  gestellte  Tafel  als  Tafel  XK  aufgenommen. 
Dieselbe  hat  den  Zweck,    die  Verwandlung  grosser  Zwischenzeiten  in  Tage  zu  er- 
leichtern^ indem  sie  die  vorgelegten  Daten  unmittelbar  in  Tage  der  julianischen  Pe- 
riode umzusetzen  gestattet,  ohne  dass  man  nöthig  hätte,  sich  um  die  Art  des  Jahres 
(ob  Schaltjahr  oder  nicht)  zu  bekümmern,  und  dürfte  insofern  einen  Vortheil  gegenüber 
den  ähnlichen  in  der  Connaissance  und  im  englischen  Nautical-Almanac  enthaltenen 
Tafeln  bieten.     Die  Tafel  gibt  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Beginne 
der  julianischen  Periode  verflossenen  Tage  für  den  Anfang  eines  jeden  Jahrhundertes 
sowohl  für  den  julianischen  als  für  den  gregorianischen  Kalender,  und  auf  der  linken 
Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Anfange  des  Jahrhundertes  bis  zum  Anfange  des  ge- 
gebenen Monates  vchrflossenen  Tage ;  die  Summe  dieser  zwei  Zahlen,  mehr  dem  Mo- 
natsdatum gibt  die  verlangte  Tageszahl  der  julianischen  Periode;  negative  Jahreszahlen 
sind  im  Sinne  der  astronomischen  Zählweise  (Astr:  —  Hist:  =  4-1)  verstanden.   Es 
ist  noch  eine  Hilfstafel  beigefügt,  um  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  in  Tagesbruch- 
theile  streng  zu  verwandeln.  Weiter  ist  zu  bemerken^  dass  in  der  Tafel  für  die  einzelnen 
Jahre  die  Anordnung  entsprechend  jener  der  Logarithmentafeln  so  getroffen  ist,  dass  der 
erste  Theil  der  Zahl  abgetrennt  und  durch  einen  Strich  über  der  ersten  Ziffer  des 
zweiten  Theiles  angezeigt  ist,  wann  der  Uebergang  auf  die  nächsthöheren  Anfangs- 
Ziffern  stattfindet ;  für  jene  Jahrhunderte,  welche  bei  der  gregorianischen  Zeitrechnung 
in  Klammem  gesetzt  sind,  ist  für  das  nullte  Jahr  des  betreffenden  Säculums  die  erste 
ober  dem  Striche  stehende  Zeile  auf  der  linken  Seite  zu  benützen.     Es  soll  nun  die 
Anwendung  der  Tafel  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden ;   man  hätte  die  Zwischen- 
zeit zwischen  —  399  Juni  21 ,    6^  9"  21  "60  julianisch  und   1850  Januar  o,  o^  o"  o* 
gregorianisch  zu  bestimmen.     Die    Rechnung  stellt  sich  wie  folgt,    wenn   man  be- 
achtet,   dass  —  399  =  —  400  -f-  I  : 
Jahrhundert  — 400     .     .     1574957 


Jahr  I  und  Monat  Juni 
Monatstag  21 

6^  o«  o"  . 
9"  2 1  ■  60 
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21 

0.25 
65 


1800    ....    2378495 
50  Januar   .  .      18263 
o  o 

i85oJan.o»o^o"o*oo  =  2396758.00 


—  599  Juni  2iy  6*  9"  21"  60  =  1575495.2565 
also  die  Zwischenzeit  821262,7435.  Hansen  rechnet  die  Zwischenzeit  in  dem 
Supplemente  zu  seinen  Sonncntafeln  und  findet  sie  gleich  2248  julianischen  Jahren 
180,7435  Tagen,  was  mit  dieser  l^estimmung  identisch  ist.  Einige  der  Tafel  ange- 
hängte Bemerkungen  bedürfen  kaum  einer  Erläuterung;  so  fände  man  z.  li.  dass  der 
21.  Juni — 399  ein  Samstag  und  der  o.  Januar  1850  ein  Montag  war.  da  die  erste 
Tageszahl  (1575495)  durch  7  dividirt  den  Rest  5,  die  zweite  (2396758]  den  Rest  u 
gibt.  Bezüglich  der  das  Berliner  Jahrbuch  betreffenden  Bemerkung  ist  es  klar,  dax«* 
für  die  erstere  schon  die  drei  letzten,  für  die  folgende  aber  schon  die  zwei  letzt4*n 
Ziffern  der  Zahl  genügen,  die  Entscheidung  zu  bringen. 
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Tafel  L 


log  {JVi»(«)}. 


Tergi.  pag.  18. 


±n         ■  N 
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—  J 

±  n 
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—  ^ 
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Ji 
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±fi 
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o.ooo'9^2Xi  849 

2 

0.050 

9«»i8 

579 

132 
136 

138 
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144 
146 
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151 
154 

O.IOO 

9,1 208  610 

270 

»73 

275 

279 
282 

284 
287 

290 

293 

0.150 

91.191  497 

420 
424 
427 
43« 
433 
437 
441 
443 
447 

0.200 

9,166 

331 

594 
598 
601 
606 

c.oor  9,^221  847 

4 
6 

o.05i'9^2i8 

447 
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9»ao8  350 

0.151 

9,191  077 

0.201 

9*165 

737 

0.00z    9^221    843 

0.052  9||2i8 

3" 

0.102 

9^208  077 

0.152 

91.190  653 

0.202 

9*165 

139 

0.003  9i,"i   837 

9 
12 

H 

17 

0.053  9f."8 

173 

0.103 

9^207  802 

0.153 

9,190  226 

0.203 

9*164  538 

c.oo4>  9^221   828 
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033 
889 
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595 
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9,188  484 
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9,162 
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22 
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444 
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0.208 
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0.059 

9i.a«7 

290 

0.109 

9,206  087 
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91.187  594 
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15 
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450 

629 
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309 

0.115 
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0.165 
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016 
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40 

43 
46 

48 
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91.203  953 

314 

316 
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0.166 

9*184  375 
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473 
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9*156  363 
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0.067 
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0.117 

9»203  637 
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0.217 

9*155 

707 
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9»203  318 
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046 
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1 
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0.219 

9*154 

382 

51 
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9*181  975 
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364 
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850 
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64 
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69 
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0.124 
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0  026 '9,,  220  967 

0.076  9^214 

257 

0.126 

9,200  655 
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9*131 

672 

65» 
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fi 


JV 
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±n 


N 


^J 


N 


^J 


K 


z.' 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
o.ool 
0.009 


O.OIO 
O.OII 
O.Otl 

0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
o.oai 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 

o  035 
0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


8.920 
8.920 

8.920 

8.920 

8.920 
«•9*o 
8.920 
8.920 
8.920 
8.920 


8.920 
8.920 

«»9«o 
8.920 
«•9*0 
8.920 
8.920 
8.920 

«ii9«o 


«ii9»o 
8.920 
«1.920 
8.920 
8.920 
««9*0 

•i»9»o 
8.920 
8.920 
8.920 


««9»o 
«»9«9 
8|.9«9 
8«9«9 
«ii9«9 
8i.9«9 
M«9 
«•9»9 
8|i9«9 
81.919 


819 
818 

815 
811 
805 

797 

7«7 
776 

763 
748 


73* 

714 
694 

672 

648 

623 

596 

568 
537 
505 


471 

436 

398 

359 
318 

276 

»3« 

185 

«37 

088 


036 

983 
928 

872 

814 

754 
692 

628 

563 
496 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


««9«9 
81.919 
8n9«9 
8|.9«9 
8«9«9 
8«9I9 
8.918 
8«9«8 

8»9i8 
8|.9«8 
8.918 


4*7 
356 
284 
210 

134 

056 

977 
896 

813 
728 
64a 


1 

3 

4 
6 

8 

10 

II 

«3 
»S 

16 

18 
20 
22 

*4 

*7 
28 

31 
3* 

34 

35 
38 
39 
41 
4» 
45 
46 
48 
49 

5* 

53 
55 
56 
58 
60 
62 

64 
65 
67 

69 

71 
72 

74 

•76 

78 

79 
81 

83 

85 
86 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0,056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


8.918  642 
8«9»8  554 
8.918  464 
8.918  372 
8«9i8  279 
8.918  183 
8.918  086 
8.917  988 
8.917  887 
8»9«7  785 


8.917  681 

8«9«7  575 
8.917  467 
8.917  358 
8.917  246 

8|.9«7  133 
8.917  019 

8.916  902 

8.916  784 

8.916  664 


81,916  54* 
8.916  418 
8.916  292 
8.916  165 
8.916  036 

905 

773 


81.915 

8n9l5 
8.915  638 


81.915 
8.915 


502 
364 


8.915  224 
8.915  082 

8.914  939 

8.914  793 
8.914  646 

8.914  497 
8.914  347 

8.914  194 
8.914  040 

8.913  884 


8.913 
8.913 
8.913 
8.913 
8.913 
8.91* 
8.91* 
8.91* 
8.91* 
8.91» 
8.91» 


726 
566 

404 
241 

075 
908 

739 
568 

396 1 
221  ^ 

045 


88 
90 
9* 

93 
96 

97 
98 

Ol 

02 

04 

06 
08 
09 
12 

13 

14 

17 
18 

20 
22 

»4 
26 

27 
*9 
3I' 
3* 
35 
36 
38 

40 

4* 
43 
46 

47 
49 
50 

53 
54 
56 

58 

60 
62 

63 
66 

67 
69 

71 
72 

75 

76 


0.100 
0.101 
0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


0.110 
0.111 
0.112 
0.113 
0.114 
0.115 
o.  116 
0.117 
0.118 
0.119 


0.120 
0.121 
o.  122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0,130 

0.131 

0.132 

0.133 

0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 

0.142 
0.143 

0.144 
0.145 
0.146 

0.147 
0.148 

0.149 
0.150 


8.91» 

8.911 

8.911 

8.911 

8.911 
8.911 

8.910 

8.910 

8.910 

8.910 


045 
867 

687 

505 
321 
135 
948 

759 
568 

375 


8.910  180 

8.909  983 
8.909  784 
8.909  584 
8.909  381 
8.909  177 
8.908  971 
8.908  763 
8.908  553 
8.908  341 


8.908  127 
8.907  912 
8.907  ^4 
8.907  475 
8.907  254 
8.907  030 
8.906  805 
8.906  578 
8.906  349 
8.906  119 


8.905  886 
8.905  651 
8.905  414 
8.905  176 

8.904  935 

8.904  693 

8.904  449 
8.904  202 

8.903  954 
8.903  704 


8.903  45* 
8.903  198 
8.90»  94* 
8.902  684 
8.902  424 
8.902  162 
8.901  898 
8.901  632 

8.901  364 
8.901  094 

8.900  822 


178 
180 
182 
184 
186 

187 
189 

191 
193 

195 

197 

199 
200 

203 
204 
206 
208 
210 
212 

214 

215 

218 
219 
221 

224 

225 
227 
229 
230 

*33 

*35 
237 
238 
241 
242 
244 

*47 
248 
250 

*5* 

*54 
256 

258 
260 
262 
264 
266 
268 
270 
272 


o.i 
o.i 

O.l 

0.1 
0.1 

O.I 
0.1 
O.I 

0.1 

O.I 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.1 

O.I 

0.1 
0.1 

O.I 

0.1 

O.I 

0.1 

0.1 

O.I 


0.180 
0.I8I 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 

0.194 
0.195 

0.196 

0.197 

0.198 
0.199 
0.200 


8.900  822 

8.900  548 
8.900  272 

8.899  995 
8.899  715 
8.899  433 
8.899  149 
8.898  863 
8.898  575 
8.898  285 


8.897 
8.897 
8.897 
8.897 
8.896 
8.896 
8.896 

8.895 
8.895 
8.895 


8.894 

8.894 

8.894 

8.894 

8.893 

8.893 

8.893 
8.892' 

8.892 

8.892 


8.891 
8.891 

8.891 

8.890 

8.890 

8.890 

8.889 

8.889 

8.888 

8.888 


993 
699 

403 
105 
805 

503 

199 
893 
585 
*74 


962 

647 

331 
012 

692 

369 

044 
717 
388 
057 


7*3 
388 

050 

711 
369 

025 

679 

331 

980 

628 


8.888 
8.887 
8.887 
8.887 
8.886 
8.886 
8.886 
8.885 
8.885 
8.884 
8.884 


*73 
916 

557 
196 

833 

467 

100 

730 

357 

983 
607 


274 
276 

277 
280 
282 

284 
286 
288 
290 

292 

294 
296 

298 
300 

302 

304 
306 

308 
311 

31* 

315 
316 

319 
320 

3*3 
3*5 
3*7 
3*9 
331 

334 

335 

338 

339 
34* 

344 
346 

348 
351 
35* 

355 

357 
359 
361 

363 
366 

367 
370 

373 
374 
376 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0,205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


0.240 

0.241 

0.242 

0.243 

0.244 

0.245 

0.246 

0.247] 

0.248, 

0.249. 
0.250' 


8.884 
8.884 
8.883 
8.883 
8.883 
8.882 
8.882 
8.881 
8.881 
8.881 


607 

22« 

847 
464 
078 
691 
301 

909 

117 


8.880 

8.880 
8.879 

8.879 
8.879 

8.878 

8.878 

8.877 

8.877 

8«877 


718 

914) 
508 1 
100. 
689 

277 
862 


8.876 
8.876 
8.875 
«.875 
«1.874 
8,874 
«1.874 
«•873 
«•«73 
8.87» 


8.87» 

«.871 
8.871 
8.870 
8.870 

«•«<^9 
«.«69 
8.869 
8.868 
8.868 


025 


603 
17« 

75» 

3*3 

891 

458 

022 

58J 
142 
699 


*$3 
805 

355 

902 


989 

066 
601 
134 


3«! 

386 

3«' 
390 
39i 
39? 

39- 

399 

401 

403 
406 

40I 

4IJ 
4»  5 
41« 
4K 

421 

4:c 

«•« 
*>• 

4n 

43" 
441 
441 

44* 
4?5 

*  •  • 

4\* 

4^* 
4tC 

4*? 


«.867 
«,867 
8.866 
8.866 

«.«*5 
8.865 

«.«^ 
«.«^ 
8.863 
8.863 
8.86» 


664i 
191 

ri6 

75^ 
2  — 

•92 
304 
814 

3»2 
82- 


4*3 

*•: 
*•> 

4<C 
4M 
4« 
4«S 

40» 
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n 
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n 


—J 


n 


N 


—  ^ 


n 


N 


—  ^ 


c.ooo  S.5S2  879 
c.ooi  8.511  877 
0.001  8.511  872 
0.00318.511  864 
3.004  8.511  853 
:.005'8.5ii  838 
:  006  8.511  810 
:.0O7,8.5ii  799 
008  8.511  775 


•:  009 


8.511  747 


5.010  8.511  716 

c.oii  8.511  681 

^012   8.511  644 

0.013   8.511  603 

001418. 511  559 

:  01518.511  511 

■  016   8.511  461 

■  017   8.511  408 

■  018   8.511  351 
0019   8*521  191 


"020  8.511  217 
0.021  8.511  160 
=  022  18.  511   090 

^oa3J8.5ii  017 

-■024.8.511  940 

'  02^|8.5ii  860 

=  026  8.511  777 

'OX-I8.511  690 

'02818.511  600 

•  0*9  8.511  507 


8.511  411 
8.511  311 
8.51t  209 
8.511  102 
8.510  993 
8.520  880 
8.510  764 
8.510  645 
8.510  512 
8.520  396 


8.510  267 
8.510  134 
8.519  998 
8.519  859 
8.519  716 
8.519  571 
8.519  421 
8.519  269 
8.519  113 
8.518  954 
8.518  79« 


1 

5 

8 

II 

XS 
18 

II 

»4 
18 

31 

34 
3« 
41 
44 
47 
50 
54 
57 
60 

64 

67 
70 

73 
77 
80 

83 
87 
90 

93 
96 

99 

03 
07 
09 

M 
16 

19 

»3 
16 

*9 

33 
36 

39 
43 

45 
50 

5» 
56 

59 
63 


0.050 
0.051 
0.051 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0,059 


0.060 
0.061 
0.061 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 

0.071 

0.073 
0.074 

0.075 

0.076 

0.077 

0.078 

0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.091 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


8.518 
8.518 
8.518 
8.518 
8.518 
8.517 
8.517 
8.517 
«.517 
8.517 


79" 
616 

457 
184 
108 
919 

747 
561 
371 
179 


8.516  983 
8.516  784 
8.516  581 
8.516  375 
8.516  166 

8.515  953 
8.515  736 
8.515  517 

8.515  194 
8.515  067 


8.514  838 
8.514  604 


8.514 
8.514 
8.513 

8.513 

8.513 

8.513 
8.511 


368 
118 
884 
637 
387 

■33 

876 


8.511  615 


8.51a  351 
8.511  084 
8.511  813 

8.511  538 
8.511  160 
8.510  979 
8.510  694 
8.510  406 
8.510  114 
8.509  818 


8.509  519 
8.509  117 
8.508  911 
8.508  601 
8.508  188 

8.507  97a 
8.507  651 
8.507  318 
8.507  001 
8.506  670 
8.506  336 


165 
169 

173 
176 

179 

181 

186 

190 

191 

196 

199 

203 

106 
109 
213 
117 
219 

223 

117 

119 

134 

236 

140 
244 

247 
150 

254 
257 
161 

164 

167 

171 

275 
178 

181 

185 

188 

192 

296 

199 

301 
306 
310 

313 
316 

320 
324 
327 
331 
334 


O.IOO 
O.IOI 

0.101 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 
O.IIl 

0.II3 
0.114 
0.115 
0.116 
0.II7 
0.118 
0.119 


O.  HO 
O.lll 

0.111 
0.113 
0.114 
0.125 
0.116 
0.117 
0.118 
0.129 


0.130 
0.I3I 
0.131 

0.133 
0.134 

0.135 

o.  136 

0.137 

0.138 

0.139 


0.140 
0.I4I 
0.141 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


8.506 

8.505 

8.505 
8.505 

8.504 

8.504 

8.504 

8.503 
8.503 

8.503 


336 

998 
656 

311 
963 

6ti 

255 
895 
532 

165 


8.501  795 
8.501  411 
8.501  043 
8.501  661 
8.501  177 
8.500  888 
8.500  496 
8.500  100 
8,499  700 
8.499  ^9^ 


8.498  889 
8.498  478 
8.498  063 
8.497  645 
8.497  213 
8.496  797 
8.496  367 
8.495  933 
8.495  496 
8.495  055 


8.494  610 
8.494  161 

8.493  709 
8.493  »52 
8.491  79* 
8.491  318 
8.491  860 
8.491  388 
8.490  911 
8.490  433 


8.489  949 
8.489  462 
8.488  970 
8.488  475 
8.487  976 

8.487  472 
8.486  965 
8.486  454 

8.485  939 
8.485  420 
8.484  896 


338 

342 

345 
348 
352 
356 
360 

363 
367 

370 

374 
378 
381 
385 

389 
392 

396 

400 
404 

407 

411 

415 
418 

421 

426 

430 
434 
437 
441 

445 

449 
452 

457 
460 

464 
468 
472 
476 

479 

484 

487 
492 

495 
499 
504 
507 
511 
515 

519 

524 


o.i 

O.  1 

o.i 
0.1 
0.1 
0.1 

O.I 
O.I 

0.1 
0.1 


0.160 
o.  161 
0.162 
0.163 

o.  164 

0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 
0.172 

0.173 

0.174 

0.175 

o.  176 

0.177 

0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.I9I 
o.  192 

0.193 
0.194 
0.195 

0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.100 


8.484 
8.484 
8.483 
8.483 
8.481 
8.481 
8.481 
8.48t 
8.480 
8.480 


8.479 
8.478 
8.478 

8.477 
8.477 
8.476 

8.475 
8.475 
8.474 
8.474 


8.473 

8.471 

8.471 

8.471 
8.471 
8.470 

8.469 
8.469 

8.468 
8.467 


8.467 

8.466 
8.465 
8.465 

8.464 

8.463 

8.463 
8.461 
8.461 
8.461 


896 

369 
838 

303 
763 

110 
671 
110 

565 

005 


441 

871 
300 

723 
143 

558 

968 

375 
777 
175 


569 

959 

344 

725 
101 

474 
841 

105 

564 

919 


169 

615 
956 

293 
615 

953 
176 

595 

909 
119 


8.460 

8.459 

8.459 
8.458 

8.457 
8.456 

8.456 

8.455 
8.454 
8.454 
8.453 


524 
814 

HO 
411 
698 
980 

257 
530 

797 
060 

318 


527 
531 
535 
540 

543 
548 
552 

555 
560 

564 

569 

572 

577 
580 

585 
590 

593 
598 
601 

606 

610 

61s 

619 
614 
617 

633 
636 

641 

645 

650 

654 

659 
663 

668 

671 

677 
681 
686 
690 

695 

700 

704 
708 

714 
718 

723 
727 
733 
737 

742 


0.200 
o.ioi 
0.101 
0.103 
0.104 
0.205 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.ltO 

0.111 
0.111 
0.113 
0.114 
0.115 
0.116 
0.117 
0.118 
0.119 


0.110 
0.111 
0.112 
0.113 
0.114 
0.115 
o.ii6 
0.117 
0.118 
0.119 


0.130 
0.131 

0.131 
0.233 
0.134 
0.135 
0.136 

0.237 
0.138 
0.239 


0.140 
0.141 
0.141 
0.143 
0.244 
0.145 
0.146 
0.247 
0.148 

0.249 
0.150 


8.453 

8.452 

8.451 

8.451 
8.450 

8.449 
8.448 

8.447 
8.447 

8.446 


318 

572 
810 
064 

303 
537 
766 

990 
110 

424 


8.445  633 
8.444  838 
8.444  037 
8.443  »31 
8.442  410 
8.441  605 
8.440  784 

8.439  958 
8.439  1*6 
8.438  190 


8.437  448 
8.436  602 

8.435  750 
8.434  891 
8.434  030 
8.433  162 
8.432  288 
8.431  410 
8.430  526 
8.419  636 


8.418  741 
8.417  841 
8.426  935 
8.416  013 
8.415  106 
8.414  184 
8.413  156 
8.411  311 
8.411  381 
8.410  437 


8.419  486 

8.418  530 

8.417  567 

8.416  599 

8.415  615 

8.414  645 

8.413  659 
8.411  667 

8.411  669 

8.410  666 

8.409  656 


746 
752 
756 
761 
766 

771 
776 
780 
786 

791 

795 
801 

806 
811 

815 
821 

816 

831 

836 

841 

846 
851 
858 
861 
868 

874 
878 

884 
890 

895 

900 
906 
911 

917 
912 
918 

934 
940 

945 

951 

956 

963 
968 

974 
980 
986 

992 

998 

1003 

1010 
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log  {N,^(n)}. 


N 


^J 


o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.01s 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 

0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 

0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

0.036 

0.037 

0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

0.044 

0.045 

0.046 

0.047 

0.048 

0.049 
6.050 


8.045  757 
8.045  756 
8.045  753 
8.045  748 
8.045  740 
8.045  730 
8.045  718 
8,045  704 
8.045  688 
8.045  669 


8.045  ^9 
8.045  ^^^ 
8.045  ^01 
8.045  574 
8.045  545 
8.045  5"3 
8.045  479 
8.045  444 
8.045  406 
8.045  366 


8.045  323 
8.045  278 
8.045  »3* 
8.045  183 
8.045  >3» 
8.045  079 
8.045  023 
8.044  965 
8.044  906 
8.044  844 

8.044  779 
8.044  713 
8.044  645 

8.044  574 
8.044  501 
8.044  426 
8.044  349 
8.044  269 
8.044  187 
8.044  104 

8.044  018 
8.043  9*9 
8.043  839 
8.043  746 
8.043  ^52 
8.043  555 
8.043  455 
8.043  354 
8.043  250 
8.043  145 
«.043  037 


I 

3 
5 
8 

10 
12 

16 
19 

20 

»3 

»5 
27 

29 

3» 

34 
35 
38 
40 

43 

45 
46 

49 
51 

53 
56 
58 

59 
62 

65 

66 
68 

71 
73 
75 
77 
80 

82 

83 

86 

89 
90 

93 

94 

97 

100 

101 
104 

105 
108 


n 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
o  099 
0.100 


n 


N 


—  J 


8.043  037 
8.042  926 
8.042  814 
8  042  699 
8.042  583 
8.042  464 
8.042  342 
8.042  219 
8.042  093 
8.041  965 


8.041  835 
8.041  703 
8.041  569 
8.041  432 
8.041  293 
8.041  152 
8.041  008 
8.040  863 
8.040  715 
8.040  565 


8.040  412 
8.040  258 
8.040  101 
8.039  942 
8.039  781 
8.039  617 
8.039  451 
8.039  »83 
8.039  113 
8.038  941 

8.038  766 
8.038  589 
8.038  410 
8.038  228 
8.038  045 
8.037  859 
8.037  670 
8.037  480 
8.037  287 
8.037  092 


8.036  895 
8.036  695 
8.036  493 
8.036  289 
8.036  082 
8.035  874 
8.035  663 
8.035  449 
8.035  234 
8.035  016 
8.034  795 


II 
12 

15 
16 

19 
22 

*3 
26 

28 

30 

3» 

34 
37 
39 
41 
44 
45 
48 
50 

53 

54 

57 

59 
61 

64 

66 

68 

70 
72 

75 

77 

79 
82 

83 
86 

89 
90 

93 
95 


197 

200 
202 
204 
207 
208 
211 
214 
215 
218 
221 


0.100 
o.ioi 
0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
o.  106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 

0.112 
0.II3 
0.114 
0.II5 
o.ti6 
0.117 
0.118 
0.119 


0.120 
0.121 
o.  122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 
0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
o.  142 

0.143 

o.  144 

0.145 

o.  146 

0.147 
o.  148 

0.149 

0.150 


8.034 
8.034 

8.034 

8. 034 
8.033 
8.033 

8.033 
8.0 
8.03 
8.03 


>33 


795 

573 
348 

121 

892 
660 
426 
190 

95« 

710 


8.032 
8.032 
8.031 
8.031 
8.031 
8.031 
8.030 
8.030 
8.030 
8.030 


8.029 
8.029 
8.029 
8.029 
8.028 
8.028 
8.028 
8.027 
8.027 
8.027 


8.017 
8.026 
8.026 
8.026 
8.025 
8.025 
8.025 
8.025 
8.024 
8.024 


8.024 
8.023 
8.023 
8.023 
8.022 

8.022 
8.022 
8.021 
8.021 
8.0x1 
8.020 


467 
221 

973 

7*3 
470 

ai5 
958 
698 

436 
171 


90s 
636 
364 
090 
814 

535 

»541 
971 1 
685! 

397 


107 

814 

519 
221 

921 

618 

3»3 
006 

696 
384 


070 

753 

433 
111 

787 
460 

13« 

799 
465 

128 
789 


222 
225 
227 
229 
232 

»34 
236 

239 

241 

»43 

246 
248 
250 

»53 
»55 
»57 
260 
262 
265 

266 

269 

27» 

»74 
276 

»79 
281 

283 

286 

288 

290 

»93 

»95 
298 

300 

303 

305 
307 
310 

3«» 
3«4 

3«7 

320 

3»» 
3»4 
3»7 
3»9 
33» 
334 
337 
339 


N 


^J 


o.i 
0.1 

O.  1 
O.  1 

o.d 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 


8.020 
8.020 
8.020 
8.019 
8.019 
58. 019 
6|8.oi8 
7'8.oi8 
8*8.017 
9  8.017 


o.  160 

0.161 I 

0.162I 

o  1631 

o. 164' 

0.165I 

0.166I 

0.167 

0.168 

0.169 


0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 


8.017 
8.016 
8.ot6 
8.016 
8.015 
8.015 
8.015 
8.014 
8.014 
8.013 


8.013 
8.013 
8.012 
8.012 


418.011 


5|8.oii 
6 i 8. 011 

78. 010 


0.180 
o.i8t 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
o.  188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 
0.193 
0.194 

0.195 
o.  196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


8.010 
8.009 


789 

447 
103 

757 
408 
056 
702 
346 

987 
625 


261 

895 
526 

154 
780 

403 
024 

642 

258 

871 


482 
090 
695 
298 
898 
496 
091 
683 

»73 
860 


8.009 
8.009 
8.008 
8.008 
8.007 
8.007 
8.006 
8.006 
8.006 
8.005 


8.005 
8.004 
8.004 
8.003 
8.003 
8.00a 
8.002 
8.001 
8.001 
8.001 
8.000 


445 
027 

606 

183 

757 
329 

897 
463 

027 

588 


146 

701 

»54 
804 

35» 

896 
438 

977 

514 
048 

579 


34» 

344 
346 

349 
35» 
354 
356 

359 
362 

364 

366 
369 

37» 
374 
377 
379 
38» 
384 
387 

389 

39» 
395 
397 
400 

402 

405 
408 

410 
4«  3 

415 

418 
421 
423 
426 
428 

43* 

434 
436 

439 
442 

445 
447 
450 

45» 

456 
458 

461 

463 

466 

469 


n 


A"  s — \ 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 

0.221 

0.222 

0.223 

0.224 

0.225 

0.226 

0.227 

0.228; 7 

0.229 


8.000 
8.000 

7*999 
7.999 
7.998 
7.998 
7.997 
7.997 

7.99^ 
7.996 


7.995 

7.995 

7.994 

7.994 

993 

993 

99» 

99» 
991 

99« 


579I 

107 

632 

«55 

675! 

«93' 

707 
219 
728 
»34 


4"? 
4" 

4": 
4^J 

4X'' 
491 
4^4 


73?( 

23"' 

735 

230- 

7»« 
211 
69? 
180 
661 


«39; 


49* 

50c 

sc: 

>  > 

>»4 


0.230 
0.231 
0.231 

0.133 
0.234 

o.»3S 
0.236 

0.237 
0.238 
0.139 


0.140 
0.241 
0.X41 
0.243 

0.144I 

0.245: 

0.246 

0.247' 

0.X48 

0.149 
0.150 


.990  61; 
.990  c«^ 

.989  554 
.989  02c 

.988  4«4 
.987  944 
.98?  40* 
.986  8;f> 
.986  3c- 
.985   T?b 


7,985  »O« 
7.984  ^44 
7.984  o*5 
7.983  5»<^ 
7,982  954 
7.982  3M 
7.981  ti: 
7.981  23»- 
7.980  65* 
7.980  0*6 , 


?2b 


•  •• 


•2C 

«»3 


.9*9  4^> 
.9-8  9C4 

.978  JI4 
.9^ 

.9*6  «> 

.9?^    Q20 

.975  3«4 
.974  •=< 
.974  <H»s 
.975  4- 


;•* 


rfhi 
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log  {iVi'(n)) 

• 

±n 

N 

— ^ 

±n 

iV 

—  ^ 

±  n 

N 

—  ^ 

±n 

N 

—  ^ 

±Ln 

N 

—  ^ 

o.ooo 

0  301 

C.002 
C.OO] 

7«85 

7^85 

7«85 

t7»8s 

3  871 
3  870 
3  865 
3  856 

2 
5 

9 

1 9 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 

7n«49  4»« 
7„849  241 

7n849  056 
7^848  869 

180 

185 

187 
192 

«95 

«99 
401 

O.IOO 
0.  lOI 

0.102 
0.103 

7«835  854 
7«835  486 
7n835   ««4 
7n834  73« 

368 

37» 
376 
380 
384 
388 

39« 
396 

400 

0.150 
0.151 
0.152 

0.153 

7„8i2  487 
7„8il  912 

7««««   333 
7„8io  749 

575 
579 
584 
588 

593 

0.200 
0.201 
0.202 
0.203 

7,,778  030 
7m777  »15 
7«776  394 
7#,775  568 

8«S 
821 
826 

83« 
837 
84» 
847 

853 
858 

:.oo4  7.85 

3  844 

1  * 
16 

0.054 

7^848  677 

0.104 

7«834  358 

0.154 

7^810  161 

0.204 

7n774  737 

c.coy  7„85 

3  828 

I  %i 
20 

»3 

»7 
30 

0.05s 

7^848  482 

0.105 

7«833  974 

0.155 

7»8o9  568 

0.205 

7n773  900 

:  »6  7»85 

3  808 

0.056 

7n848  283 

0.106 

7n833  586 

0. 156 

7„8o8  971 

597 
602 
606 

0.206 

7h773  058 

•  ÖC7  7„85 

3  785 

0.057 

7*1848  081 

0.107 

7n833    «95 

0.157 

7n8o8   369 

0.207 

7m77»  »«« 

^00%  7i|85 

3  758 

0.058 

7n847  875 

%  1  0 

0.108 

7,,83»  799 

0.158 

7,|8o7  763 

610 

0.208 

7«77l   358 

:  009  7^85 

3  7*8 

0.059 

7^847  665 

X  I  u 

0.109 

7«832  399 

o.«59 

7»8o7  153 

0.209 

7»770  500 

33 

»«3 

403 

616 

864 

0-oio!7,85 

3  695 

38 

^  ■ 

0.060 

7n«47  45» 

218 

0.110 

7n83«   996 

408 

411 
416 
419 

424 
4»8 

43« 

436 
440 

0. 160 

7,.8o6  537 

619 

625 

628 
634 
638 

643 
647 

6s» 
657 

0,210 

7^769  6j6 

870 

874 
881 
886 
891 
897 

903 
908 

9«5 

o.on,7„8j 

3  657 

0.061 

7n847  »34 

220 

»»5 
228 

232 
»35 
»39 
»43 

»47 

0. 111 

7n83«   588 

0.161 

7,»8o5  918 

0.211 

7„768  766 

:.oi2,7„85 

3  616 

4» 

A  A 

0.062 

7n847  014 

O.II2 

7n83«    «77 

0.162 

7«8o5  293 

0.212 

7,1767  892 

;oij  7„85 
0.314  7«8S 

3  57» 
3  5*4 

44 
48 

r  t 

0.063 
0.064 

7^846  789 
711846  561 

0.113 
0.114 

7^830  761 
7»83o  34» 

0.163 
0.164 

7„8o4  665 
7«8o4  031 

0  213 
0.214 

7„767  Oll 
7^766   125 

:  21?  7^85 

3  473 

5» 

55 

59 
^2 

0.065 

7^846  3»9 

0,115 

7n8»9  9« 8 

0.165 

7«8o3   393 

0.215 

7^765  »34 

C.016  ^85 

3  418 

0.066 

7^846  094 

0.116 

7«8»9  490 

0.166 

7„8o2  750 

0.216 

7n764  337 

^-^W^S 

3  359 

0.067 

7«845  855 

0.117 

7n8»9  059 

0.167 

7«8o2   103 

0.217 

7^763  434 

'  CI8 

7»8s 

3  »97 

66 

0.068 

7^845  612 

O.II8 

7n828  623 

0.168 

7^801  45« 

0.218 

7„76»  5*6 

:  019 

7«85 

3  »3« 

0.069 

7n«45   365 

0.119 

7n828   183 

0. 169 

7n8oo  794 

0.219 

7^761  611 

69 

250 

443 

661 

920 

O.OlO 

5  021 

7h85 

3  162 

3  o«9 

73 
76 
80 

83 

87 

n  ff 

0.070 
0.071 

7n«45  ««5 
7„844  861 

»54 
»58 
261 

»6S 
269 

»73 
376 

0.120 
0.121 

7^827  740 
7^827  292 

448 

45» 
456 
460 
464 
469 

47» 
477 
481 

0.170 
0.171 

7n8oo   133 
7«799  467 

666 
67« 

675 
680 
685 
690 
695 
699 

0.220 
0.221 

7^760  691 
7H759  766 

9»5 
93» 
937 
943 

c  021 

'.02  3 

7»85 
7h«5 

3  o"3 
»  933 

0.072 
0.073 

7„844  603 
7h844  34» 

0.122 
0.123 

7„826  840 
7^826  384 

0.172 

0.173 

7»79«  796 
7m798  121 

0.222 
0.223 

7«758  834 
7n757  897 

•t>24!7^85 

2  850 

0.074 

7n844  077 

0.124 

7n8»5  9»4 

0.174 

7n797  44« 

0.224 

7h756  954 

:. 02517^85 

2  76J 

0.075 

7„843  808 

0.125 

7w8»5  460 

0.175 

7n796  756 

0.225 

7«756  005 

949 

955 
960 

967 
973 

'•-26|7„85 

2    672 

9' 
94 
98 

101 

0.076 

7n«43  535 

0.126 

7,»«  »4  99« 

0. 176 

7^796  066 

0.226 

7m755  050 

=.02.17^85 

2    578 

0.077 

7n843  »59 

0.127 

7n8»4  5«9 

0.177 

7»795   37« 

0.227 

7„754  090 

^  028 

7«85 

2    480 

0.078 

7«84»  979 

284 

0.128 

7^824  042 

0.178 

7,i794  67» 

0.228 

7«753  «»3 

-.C29 

7n85 

*  379 

0.079 

7h842  69s 

0.129 

7n8»3  56« 

0.179 

7n793  968 

704 

0.229 

7«75»  150 

105 

288 

• 

485 

709 

979 

o.cjo 

:  --31I 

7«85 
%85 

2  274 
2  165 

109 
112 

116 

0.080 
0.081 

7„84»  407 
7«842  n6 

291 

296 

»99 

302 

0.130 
0.131 

7^823  076 
7„822  587 

489 

493 
497 

502 

506 
510 

5«5 
518 

r  «  4 

0.180 
0.181 

7,i793  »59 
7h79»  545 

7«4 
719 

7»4 
728 

1 1  ^ 

0.230 
0.231 

7«75«   «7« 
7f,750  187 

984 
99« 

997 
1003 

1009 

1016 

t  m  1 

•'3»'7„8s 

2  053 

0.082 

7^841   820 

0.132 

7^821  094 

0.182 

7«79«   8»6 

0.232 

7,»749  «96 

*  -31  7„85 

>   937 

I  1  vi 

119 

t  4  t 

0.083 

7«84«   5»« 

0.133 

7n8»«   597 

0.183 

7„79«   «0» 

o.»33 

7«748  199 

'  =u  7*85 

I   818 

0.084 

7n84«   »«9 

0.134 

7„82i  095 

0.184 

7m790  374 

0.234 

7n747  «96 

-036.7^85 

I   69$ 
1   569 

123 

126 

I  4/% 

0.085 
0.086 

7^840  912 
7^840  602 

307 
310 

3'5 

3«8 

0.135 
0.136 

7n820  589 
7«820  079 

0.185 
0.186 

7^789  640 
7„788  902 

"34 
738 

t  A  A 

0.235 
0.236 

7^746  «87 
7n745   «7« 

"  '3'  %85 

■  439 

130 

«34 

0.087 

7^840  287 

0.137 

7«8l9  564 

0.187 

7«788  158 

744 
748 

0.237 

7h744  «50 

tni8 

-3« 

7«85 

I   JOS 

0.088 

7„839  969 

0.138 

7«8i9  046 

0.188 
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508 

512 

516 

520 

5*5 
530 

534 
538 
543 

547 

55* 

556 
56« 

565 

570 

574 

579 

583 
588 

593 

597 


0.150 
0.151 
0.152 
0.153 

0.154 
0.155 

0.156 

0.157 

0.158 

0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 

0.172 

0.173 
0.174 

0.175 
0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 
0.193 

0.194 

0.195 
0.196 

0.197 
0.198 

0.199 
0.200 


.«57 
.156 

.156 

«55 

«54 

.«54 

«53 

.«53 
.152 

.151 


357 
755 
«49 
538 
922 

301 
676 
046 
412 

77* 


,151  128 

150  479 
,149  826 

149  «67 
148  504 
147  836 

147  «63 
146  485 
«45  803 
«45  ««5 


«44  4*3 
«43  7*5 
«43  023 
14*  3«6 
141  603 
140  886 
140  164 

«39  436 
138  704 
137  966 


.«37  **4 
.136  476 

.«35  7*3 

.«34  965 
.134  202 

.«33  434 
.132  660 

.131  881 

.131  097 

.130  308 


.1*9  5«3 
.128  713 

.127  908 

.127  097 

.126  281 

.125  460 

.1*4  633 
.123  801 

.122  963 

.122  119 

.121  271 


602 
606 
611 
616 
621 
625 
630 

634 
640 

644 

649 

653 
659 

663 

668 

673 

678 

682 
688 

692 

698 

702 
707 
713 

717 

722 

7*8 

73* 

738 

74* 

748 

753 

758 

763 
768 

774 
779 
784 
789 

795 

800 
805 
811 
816 
821 

827 
832 

838 

844 

848 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 

0.2tl 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 

0.135 
0.236 

o.*37 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 

0.243 

0.244 

0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


.121  271 
.120  416 

.««9  556 
.118  691 
.117  820 
.116  943 
.116  061 

.115  173 
.114  279 

.««3  379 


.112  474 

.111  563 
.110  646 

.«09  7*3 
.108  795 

.107  860 

.106  920 

.105  974 

.105  021 

.104  063 


.103  098 

.102  128 

.101  151 

.100  169 

.099  180 

.098  185 

.097  184 

.096  176 

.095  163 

.094  «43 


.093  116 

.092  083 

.091  044 

.089  999 

.088  947 

.087  888 

.086  823 

.085  75« 
.084  673 

.083  588 


082  496 
081  398 
080  293 
079  181 
078  062 
076  937 
075  804 
074  665 
073  5«8 
07*  365 
071  *o5 


855 
860 

865 

87« 
877 
882 
888 

894 
900 

905 

911 

917 

9*3 
928 

935 
940 

946 

953 
958 

965 

970 

977 
982 

989 
995 

[OOl 

[008 
1013 

t020 

[O27 

1033 
1039 
1045 
[O52 
059 
[065 
1072 
1078 
1085 

[O92 

[O98 

«05 
112 

119 

«*5 
«33 

«39 

«47 

«53 
160 
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Tafel  L 


log  (iV,io(„)}. 


dz  n 


N 


—  J 


o.ooo 
o.ooi 

0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.010 

O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
o.ozS 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

0.036 

0.037 

0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

0.044 

0.045 

0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


6.501  689 
6.501  688 
6.501  684 
6.501  678 
6.501  670 
6.501  659 
6.501  645 
6.501  629 
6.501  610 
6.501  589 

6.501  566 
6.501  540 
6.501  511 
6.501  480 
6.501  447 
6.501  411 
6.501  373 
6.501  33» 
6.501  289 
6.501  243 


6.501  195 
6.501  144 
6.501  091 
6.501  035 
6.500  977 
6.500  916 
6.500  853 
6.500  787 
6.500  719 
6.500  649 


6.500  576 
6.500  500 
6.500  422 
6.500  341 

h.$00  258 
6.500  173 
6.500  085 

6.499  994 
6.499  901 
6.499  ^06 


6.499  708 
6.499  608 
6.499  505 

6.499  399 
6.499  291 
6.499  >^i 
6.499  068 
6.498  952 

6.498  «34 
6.498  714 

6.498  591 


1 

4 
6 

8 

II 

»4 
16 

«9 
21 

*3 

26 
29 

3» 
33 
36 

38 
41 

43 

46 

48 

51 

53 
56 
58 
61 

63 
66 

68 

70 

73 

'76 
78 
81 

83 

85 
88 

91 
93 
95 

98 

100 

»03 
106 
108 
110 

>«3 
116 

118 

120 

i»3 


n 


N 


—  J 


±n 


N 


— *y 


±n 


N 


—■J 


±n 


N 


-J 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 

0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


6.498 

6.498 

6.498 

6.498 

6.498 

6.497 

6.497 

6.497 
6.497 

6.497 


6.497 
6.497 
6.496 
6.496 
6.496 
6.496 
6.496 
6.496 
6.495 

6.495 


6.495 
6.495 

6.495 
6.494 

6.494 

6.494 

6.494 

6.494 
6.494 
6.493 


6.493 
6.493 

6.493 

6.493 

6.49* 
6.492 

6.492 

6.492 

6.492 

6.491 


59« 
466 

338 
207 
074 

939 
801 

660 

517 
371 


223 

072 
919 

763 
605 

445 
281 

"5 

947 
776 


603 

427 
248 
067 

884 
698 
509 
318 
124 
927 


728 

S»7 

323 
116 

907 

695 
481 
264 
044 
822 


6.491  598 
6.491  370 
6.491  141 
6.490  908 
6.490  673 

6.490  435 
6.490  195 
6.489  952 
6.489  707 

6.489  459 
6.489  208 


125 
128 

131 

«33 
«35 
138 

141 

«43 
146 

148 

«5« 

«53 
156 

158 

160 

164 

166 

168 

171 

«73 

176 

179 
181 

183 

186 

189 

191 

194 

197 

«99 

201 
204 
207 
209 
212 
214 
217 
220 
222 

224 

228 
229 

233 
235 

238 

240 

243 
245 

248 

251 


O.IOO 
O.IOI 

0.102 
0.103 
o.  104 

0.105 

0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


0.110 

O.III 

0.112 
0.113 
0.114 

0.115 

o.  116 
0.117 
0.118 
0.II9 


O.  120 
O.  121 
O.  122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 

o.  127 

0.128 

o.  129 


o.  130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 

0.135 

0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
o.  142 

0.143 
0.144 

0.145 

0.146 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


6.489  208 
6.488  955 
6.488  699 
6.488  440 
6.488  179 

6.487  915 
6.487  649 
6.487  380 
6.487  108 
6.486  834 


6.486  557 
6.486  277 

6.485  995 
6.485  710 

6.485  423 

6.485  133 
6.484  840 

6.484  544 
6.484  246 

6.483  945 


6.483  641 

6.483  335 
6.483  026 

6.482  714 

6.482  400 

6.482  083 

6.481  763 

6.481  441 

6.481  116 

6.480  788 


6.480  457 

6.480  124 

6.479  788 

6.479  449 
6.479  108 

6.478  764 

6.478  4«7 
6.478  067 

6.477  715 
6.477  359 


6.477  001 
6.476  641 
6.476  277 

6.475  9»« 
6.475  542 
6.475  «70 

6.474  795 
6.474  418 
6.474  038 

6.473  655 
6.473  269 


253 
256 

259 
261 
264 
266 
269 
272 
274 

277 

280 
282 
285 
287 
290 

293 
296 

298 
301 

304 

306 

309 
3«2 

3«4 
317 

320 
322 

325 
328 

331 

333 
336 

339 
341 
344 
347 
350 
•352 
356 

358 

360 

364 
366 

369 
372 

3:'5 

377 
380 

383 
386 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 
0.155 
0.156 

0.157 
0.158 

0.159 


o.  160 
0.161 
0.162 
o.  163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


170 

171 

172 

173 
174 

0.175 
0.176 

0.177 
o.  178 

0.179 


o.  180 
o.  181 
0.182 
0.183 
0.184 

0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
o.  192 

0.193 
0.194 

0.195 

0.196 
0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


6.473  269 
6.472  880 
6.472  489 
6.472  095 

6.471  698 
6.471  298 

6.470  895 
6.470  490 

6.470  081 
6.469  670 


6.469  256 
6.468  839 
6.468  419 
6.467  996 

6.467  571 

6.467  142 
6.466  711 
6.466  277 
6.465  840 
6.465  400 


6.464  957 
6.464  511 
6.464  062 
6.463  610 
6.463  156 
6.462  698 
6.462  238 
6.461  774 
6.461  308 
6.460  838 


6.460  366 
6.4*59  891 

6.459  4«2 
6.458  931 
6.458  447 
6.457  959 
6.457  469 
6.456  976 

6.456  479 
6.455  980 


6.455  477 
6.454  972 
6.4^54  463 
6.453  952 
6.453  437 
6.452  919 

6.452  399 

6.451  875 
6.451  348 

6.450  818 

6.450  285 


389 
39« 
394 
397 

400 

403 

405 
409 

411 
414 

417 
420 

423 
425 
429 
43« 

434 
437 
440 

443 

446 

449 

452 

454 
458 
460 
464 
466 
470 

472 

475 

479 
481 

484 
488 

490 
493 
497 
499 

503 

505 

509 

511 

515 
518 

520 

524 
527 
530 
533 


0.200 

0.20I 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 

o  218 
0.219 


0.220 

O.  221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.2Z6 

o.  227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 

0.233 
0.234 
0.235 

0.236 

0.237 
0.238 

0.239 


0.240 
0.241 
0.242 

0.243 
0.244 
0.245 

o.  246 
0.24? 
0.248 

0.249 

0.2S0 


T 


6.450 

6,449 

6.449 
6.448 

6-448 

6.447 
6.447 
6.446 
6.445 
6.445 


2«S 

74« 
209 

6bb 
121 

571 
020 

90: 
345 


*8i 


SP 

•    •  * 


6.444   ,--  .,, 

6.444   »»J  .,, 

6.443  641  \ 

6.443  06S :.;; 

6.442  490  ;,, 

6.441  90<i  \ 

6.441  3*^  V. 

6.440  :i*  \^ 
6.440  14^ 

6.439  554 


sU, 


W 


6.438  9>-  ^. 
6.438  3S'  ,  . 
6.437  TU  ,-. 
6.437  »4-  ,.. 
6.436  53-  „: 
6.435  9M  ,  . 
6.435  50"  ,.. 
6.434  6H-  /. 
6.434  06;  ,  . 
6.433  45*. 


6.432 
6.432 
6.431 

6.430 
6.4JO 

6.429  60 ; 

6.428    <iys 
6,428    yCt 


8o- 
1-3 

8<»b 

2>2 


6,427 
6.416 


644 


6,426  319 
6.425  00 

6.424  9*- 
6.414  5^^ 

6.423  <>2< 
6.422  <t4*> 
6.422  261 
6.421  <*• 
6.420  KVO 
6.420    U4 

6.419  4»^ 


» ; 


» »: 


««* 
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Tafel  n. 


log  {3f,3(m)). 


vergl.  pag.  19. 


±m'       M 


c.ooo  8,j6i9  789 

0  ooi|8,|6i9  783 

0.002  8„6i9  768 

C.003  8^619  742 

C.004  8„6i9  705 

0.005  8^619  ^5^ 

:.co6  8„6]9  601 

c  007  8„6i9  533 

008  8^619  455 

0  009  8„6i9  }66 


o.oio 
:  011 

C.012 
0.013 
0.014 
J.015 
0.016 
0.017 
0.018 
^.019 


0.020 
:  021 
■.  022 
'  023 
:.0Z4 
:.025 
.026 
*-  027 

\028 

:  029 


0.030 
t  031 
'.  032 

'..034 


8„6i9  267 
8„6i9  158 
8^,619  038 
8„6i8  907 
8„6i8  766 
8^618  614 
8„6i8  45» 
8„6i8  280 
8„6i8  097 
8„6i7  903 


8„6 
8„6 
8„6 
8„6 
8^6 
8„6 
8„6 
8«6 
8^6 
8„6 


17 
17 
17 
17 
16 
16 
16 

15 
»5 
"5 


699 

484 

259 
023 

776 

5«9 
251 

973 

683 

383 


".Oji 

*  03b 

03' 

0  C38 

0039 


8^615  073 
8„6i4  751 
8„6i4  419 
8^614  076 

M«3  7»* 
««613   357 

981 

595 
197 
789 


•8„6i2 
I8,.6i2 
i8„6i2 
'8«6ii 


"040  «„611  369 
"  O4i'8,,6io  939 
'  042  8„6io  497 
-  ^43  8„6io  044 
"'  044  8  „609  ?8o 
'-  04vXrt6o9   105 

04^  8„6o8  619 
*  04" '«„60«  121 
■  O48m„6o7  613 
'  04'*  X„6o7  092 

0^0  8^606  560 


6 

15 
26 

37 
47 
57 
68 

78 
89 

99 

109 
120 

131 
141 

152 

162 

172 

183 
194 

204 
*I5 

225 

236 

247 

257 
268 

278 
290 
300 

310 

322 

332 

343 
354 
365 
376 
386 

398 
408 

420 

430 
442 

453 
464 

475 
486 

498 

509 
520 

53* 


±  m 


0^050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 

0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
071 
0.072 

0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 

0.091 

0.092 

0.093. 

0.094 

0.095 

0.096 

0.097 
0.098 
0.O99j 
o. loo; 


M 


^J 


8„6o6  560 
8,^606  017 
8^605  463 
8„6o4  897 
8„6o4  320 
8«6Ö3 
8„6o3 
8^)602 
8„6oi 


8,i6oi 


731 
130 

518 

893 

258 


8 „600  610 

8,,599  950' 
8„S99  *79 
8„598  595 
8«597  900 
8m597  19a 
8n59^  472 
8n595  740 
8n594  996 
8»594  *40 


8«593  471 
8„592  689 

8„59«  895 
8«59i  089 
8m59o  269 
8«589  437 
8„588  593 

8n587  735 
8,^586  865 

8„585  981 


8„585  084 

8„584  175 
8^583  252 

8„582  315 

8n58i  365 
8^580  402 

8»579  425 
8„578  435 
8«577  430 
8«576  4>* 


8„575  380 
8m574  334 
8„573  174 
8„572  199 

8,i57i  1" 
8„570  007 
8^568  890 

«»567  757 
8„566  610 

8„565  448 
8„564  271 


543 

554 
566 

577 

589 
601 

612 

625 

635 

648 

660 
671 
684 

695 
708 

720 

73a 
744 
756 

769 

782 

794 
806 

820 

832 

844 
858 
870 
884 

897 

909 

9*3 
937 

950 
963 

977 

990 

1005 

1018 

1032 

1046 
1060 
1075 
]o88 
1104 
1117 

"33 
1147 
1162 

1177 


=t  m 


O.IOO 
O.IOI 

102 

103 
104 

105 

106 

107 
108 
109 


O.IIO 
O.III 
O.  112 

0.II3 
0.II4 
0.II5 

116 
117 
118 
119 


0.120 

O.I2I 
122 

"3 
12^ 

1*5 

126 

127 

0.128 
0.129 


O.I 
O.I 


o. 

o, 

o, 

o 

o 

o, 

o 

o. 


0.140 
0.I4I 
0.142 

0.143 

0.144 

0.145 

0.146 

0.147 

o.  148 

0.149 

0.150 


M 


-J 


8,1564 

8n563 
8„56i 
8h56o 

8«559 
8«558 
8n556 
8n555 
8«554 
8n55* 


8n55i 
8„550 
8„548 
8n547 
8„546 

8«544 
8«543 
8«54i 
8,»  5  40 
8„538 


8n537 
8»535 
8n534 
8„53* 
8h531 
8»5*9 
8»5*7 
8„526 

8„5*4 
8n5*3 


8n5*i 
8«5i9 
8«5i7 
8«5i6 

8„5i4 
8„5i2 

8„5io 
8„5o8 

8m507 
8„505 


8„503 
8„50i 

8„499 

8„497 
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8„396 
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045 
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849 
947 
009 

035 
022 
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495 
115 
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861 
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697 
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2179 
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2365 
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2422 

2450 
2480 
2509 

2539 
2569 
2601 

2632 
2664 

2696 

2729 
2763 
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2831 
2866 
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2938 
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o.  224 
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0.232 

0233 
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0.236 
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0.239 
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0.244 
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0.246 
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8»3i9 
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782 
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8n*87  940 
8n*83  181 
8^278  346 
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81,268  441 
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8^258  210 
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8«*47  634 
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8n*3»  079 
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8^213  628 
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8„20i  456 
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8„io9  466 
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8^092  884 
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8„057  235 
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4037 
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5714 
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6142 
6258 
6377 

6502 
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7497 
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72 
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76 
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0.152 

9h31o  657 
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0.155 

9#.3io  330 

1 10 

0.205 

9*303  907,;, 
9*303  759j  ,\^ 

0.006 

9»3i« 

746 

4 

A 

0.056 

9*317  668 

0.106 

9*314 

837 

0.156 

9^310  220 
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4» 
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42 
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0.160 

9*309  77a 

114 
114 

116 

116 
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-..=  14  6,841  395 
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<7S 

0.064 

0.06s 

6,8.8  373 
6„8i7  559 

8 14 

819 
843 
857 
871 

° 

"4 
'15 

6„7S8  750 
6„757  '  .6 

.164 
.i6s 

6,648  0.1 
6,645  o;5 

1956 

° 

"5 

6,43«  l'o 
6„43i  161 

.-.o.h  6,841  034 

199 
"3 

0.066 

6,816  7JO 

6„7S5  461 

.166 

6,641  061 

»99  3 
3030 
1068 
J.06 

1.6 

6,4»6  .01 

.■.-1-6,841  835 
■.  =  18  6,84,  615 

0  067 
0.068 

6„KiS  H87 
6„eis  030 

° 

118 

6„7SJ  789 
6„7  5i  095 

.167 
.168 

6,639  031 
6,635  964 

l 

i'7 

118 

6,4.9  833 
6,413  446 

6387 
6506 

=  .ol^|6,g4i  40J 

0.069 
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" 
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6,750  380 
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14« 
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6„8ii  174 
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6„748  646 

.170 

6„6i9  711 
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6„400  109 
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7018 
7.69 
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6„8,x  374 

6-746  890 

6„6i6  518 

6,393  55« 

■  oJi  6.840  660 

° 

"^^ 

6,81.  460 
6„8.o  ij. 

94J 

l 

ti3 

6„74S  "J 
6„743  316 

.173 
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l 

113 

6,386  661 
6,179  633 

i!4;6,840  lo; 

6„8o9  588 

6,741  496 

6,6.6  719'° 

114 

6,171  464 

.'.S!..b„*l^,     808 

6„8o8  630 

6,719  6S! 

.175 

6«6'1  378["S; 

115 

6,365  148 

7316 

7468 
76:6 

.026  6,8iv  5C» 

6„8o7  6(7 

988 
101 

116 

6,737  793 

.176 

6,609  985I  " 

116 

6,357  6E0 

■■■-'   6„8J9  179 

333 

345 

6,.Ko6  669 

6-715  90« 

..7716,606  54', nj; 
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6,350  OS4 

.=1K|(>„83«  846 

6„8oS  667 

6,714  001 

6.341  164 
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..):.,  b„8jS  {Ol 
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6„8o4  649 

° 

119 

6,7Ji  07. 

.179 

6„S99  SI6  " 

0 

119 

6,334  304 

1 

3S« 

1011 

1575 

8.18 

■■  =  P  6„8j8  14] 

-0 
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6„«03  616 
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.063 

I078 

1094 
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6,730  1.9 

.180 

6,595  96.  ^^, 
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0  110 

6„ii6  166 
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6,801  S68 

U' 

6„7i8  .43 

..8. 
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-  '!'  6,817  J9I 
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»3» 

6»7i6  .44 
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6„Boo  417 

'33 

6.,  7 14  '" 

■'83|6,,84  9.5o'  ::^ 

0 

133 

6,300  6.6 

8913 

.0J4. 6,836  S8B 

6„799  1J3 

134 

6,711  076 

..846,581  '«oh:° 

114 

6,19.  691 

■  'ii,6„Bj6  169;';: 

6,79«  *'l 

'35 

6„7io  ooi 

•i8S|6„!77  159  L,, 

»15 

6,181  55' 

9369 
9608 

9860 

-n''   6.8J5  7ä6,"; 

086 

6,797  098 

1141 

'36 

6,7.7  911 

..86,6,573  486,  «J 

21b 

6,173  '81 

■  -5-  6„835  1911**1 

6-795  957 

'3' 

6,715  791 
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..88  6,565  580,";° 
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6,794  Boo 
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6,711  647 
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6,»S1  714 
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0 
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0 

'39 

6,71.  478 

-.896,56.  541-'°'^ 

0 
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1 
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4091 
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'-,540  6,833  880 
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6„79»  438 

.105 
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6,709  181 
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° 
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6„79'  131 
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" 
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6,704  B14 
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.91  6,549  09',*,,^ 

° 
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6„7B8  774 
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6,188  55' 
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6,786  148 
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6.697  9'1 
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»45 

6,176  5J8 
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6„784  960 

.46 

6„69S  558 
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6.164  '44 
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6,783  65, 

6,691  175 

..9»,6.i.7 .1»«; 

»47 

6-'Sl  345 
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6.781  111 

'J39 
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6„690  764 
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° 
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6,780  994 
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• 
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6,688  114 
6„68s  B55 

° 
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150 

6,1 14  430 
6„.io  154 
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Tafel  IL 

log  (Jlf,*(m)). 


m 


M 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 

0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 
0.033 
0.034 
0.035 
0.036 

0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


8,iOoo 
8^000 
8,iOoo 
%fipoo 
SmOoo 
8,iOoo 
8,«ooo 
8^000 
8^000 
8^000 


8,iOoo 
8,^000 
8,iOoo 
8^000 
8f|000 
8,iOoo 
8^000 
8„ooo 
8,iOOO 
8,iOoo 


8^000 
8||0oo 
8„ooo 
8^000 
8„ooo 
8,iOOO 
8„ooo 
8^000 
8,iOOo 
8,iOOo 


457 
457 
455 
453 
449 
444 
43» 
43« 
4*3 
4*4 


404 

393 
381 

368 

353 

33« 
321 

304 
285 
266 


»45 
223 

200 

177 

15» 
126 

098 

070 

041 

oii 


7n999  979 
7w999  947 
7i»999  914 
7n999  879 
7n999  «43 
7«999  «07 
7n999  769 
7m999  730 
7»999  690 
7n999  649 


7i»999  607 
7«999  564 
7n999  5ao 
7n999  475 
7»999  4*9 
7n999  3«« 
7w999  333 
7«999  «84 
7n999  »33 
7n999  ««a 
7n999  "9 


—  ^ 


o 
2 
2 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 

II 
12 

13 
15 
»5 
17 
17 
19 
»9 

21 

22 

»3 

»3 

25 
26 

28 

28 

29 

30 

3» 

3* 
33 
35 
36 
36 
38 

39 

40 

4» 

4» 

43 

44 

45 
46 

48 

48 

49 
51 

51 

53 


m 


0.050 
0.051 
0.052 

0.053 
0.054 

0.055 

0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


M 


7n999  »»9 
7^999  075 
7n999  020 
7»99«  964 
7n998  907 
7»998  849 
7n998  790 
7«998  730 
7n998  669 
7n998  607 


7»99«  543 
7m998  479 
7n998  414 
7n998  347 
7»998  »79 
7n998  »II 
7«998  14» 
7n998  070 
7n997  998 
7«997  9»5 


7«997  851 
7w997  776 
7«997  700 
7w997  622 
7n997  544 
7ii997  465 
7n997  384 
7«997  303 
7w997  »»o 
7n997   136 


7«997  051 
7n996  965 
7n996  879 
7^996  790 

7»996  701 
7^996  611 
7,^996  520 
7„996  428 
7h996  334 
7n99^  240 


7n99^  »44 
7^996  047 

7»995  950 
7„995  851 
7h995  751 
7«995  650 
7n995  548 
7n995  444 
7»995  340 
7«995  »35 
7f.995  i»9 


—  ^ 


54 
55 
56 

57 
58 

59 
60 

61 

62 

64 

64 

65 
67 
68 
68 

70 

71 
72 

73 

74 

75 
76 
78 
78 

79 
81 
81 

83 
84 

85 

86 
86 

89 

89 
90 

91 
92 

94 
94 

96 

97 

97 

99 
100 

101 

102 

104 

104 

105 

106 


±m 


M 


—  J 


o.  100 
o  101 
o  102 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
o.  108 
0.109 


O.IIO 

0.111 

O.II2 
O.II3 
O.II4 
0.115 
0.^16 
0.117 
0.118 
O.II9 


o.  120 

O.  121 
0.122 

o.  123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 

0.133 

0.134 
0.135 

0.136 

0.137 

0.138 

0.139 


0.140 
0.I4I 
0.142 

0.143 
0.144 

0.145 

0.146 

0.147 

o.  148 

0.149 

0.150 


7h995  «»9 
7n995  021 
7«994  9>» 
7n994  803 
7h994  69» 
7«994  580 
7«994  467 
7«994  353 
7n994  »38 
7»994  »»» 


7«994  005 
7n993  886 
7n993  767 
7n993  646 
7,i993  5  »4 
7n993  40» 
7n993  »78 
7n993  «53 
7«993  027 
7n99»  900 


7h99»  77» 
7«99»  64» 
7h99»  51» 
7«99»  381 
7n99»  »48 
7n99»  "4 
7n99i  979 
7h99I  843 
7^991  706 

7«99«  568 


7«99«  4»9 
7^991  289 

7fi99i  "47 
7„99i  005 
7n990  «61 
7m990  717 
7»990  571 
7«990  4»4 
7„990  276 

7n990  i»7 


7*989  976 
7^989  825 

7«989  673 
7»989  519 
7*989  364 
7*989  »09 
7*989  052 
7*988  894 
7*988  735 
7*988  574 
7*988  4« 3 


08 

09 
09 
11 
12 

13 
«4 
15 
16 

17 

«9 

X9 
21 

22 

22 

»4 

»5 
26 

27 
28 

30 
30 
3» 
33 

34 
35 
36 
37 
38 

39 

40 

4» 
4» 

44 

44 
46 

47 

48 

49 

5> 

51 
5» 
54 
55 

55 
57 
58 

59 
61 

61 


±fn 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 
0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


o.  160 
0.161 
0.162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
o.  171 

0.172 

0.173 

0.174 
0.175 

0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
0.I8I 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.I9I 
0.192 

0.193 
0.194 
0.195 

0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


3f 


—  ^ 


7*988  4« 3 
7*988  251 
7*988  087 

7*987  9»» 
7*987  757 
7*987  590 
7*987  4»» 
7*987  »53 
7^987  082 
7*986  911 


7*986  73« 
7*986  565 
7*986  390 
7*986  214 
7*986  037 

7*985  859 
7^985  680 

7*985  499 
7*985  3« 8 
7*985  135 


7*984  95» 
7*984  766 
7*984  580 
7*984  393 
7*984  »05 
7*984  015 
7*983  «»5 
7*983  633 
7*983  440 
7*983  »46 


7*983  051 
7*98»  855 
7*982  657 

7*98»  459 
7*98»  »59 
7*9«»  058 
7*981  856 
7*981  653 
7*981  449 
7*9««  »44 


7*9«»  037 
7^980  829 
7*9«o  620 
7^980  410 
7*9«o  199 
7*979  9«7 
7*979  773 
7*979  559 
7*979  343 
7n979  »»6 
7*978  90« 


62 
64 
65 
65 

67 
68 

69 

71 

7» 

73 

73 
75 
76 

77 

78 

79 
81 

81 
«3 

84 

85 
86 

87 
88 
90 
90 
9» 
93 
94 

95 

96 
98 

98 
200 

201 
202 
203 
204 
205 


207 

208 
209 
210 
211 

212 
214 

»»4 
216 

217 
218 


±m 


M 


-J 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.22t 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.138 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 

0.245 
0.246 

0.247 

0.248 

0.249 

0.250 


7*978 
7*978 
7*97« 
7*978 
7*97« 
7*977 
7*977 
7*977 
7*977 
7*976 


7*976 
7*976 
7*976 
7*975 
7*975 
7*975 
7*975 
7*975 
7*974 
7*974 


908 

689 
46g 

»47 
024 
800 

575 
349 
111 

•93 


119 
221 

221 

"} 
"4 

226 
22: 
229 

210 


663 

43» 

100 

967 

n\ 

Ar 
261 

784' 


23b 
23b 


543: 


24« 


!  241 


7*974  302' y. 
7*974  059  ,^ 
7h973  8if  ,^. 
7*973  5-c  ut 
%973  3»4  ^. 
7*973  o-' 
7*97»  «»« 
7*97»  $•• 
7*97»  32* 
7*97»  o?b 


24« 


7*971  •« 
7*971  56« 
7*971  3»» 
7*971  055 
7*970  79' 
7*970  53» 
7*970  »- 
7*970  016 

7*969  '53 
7*969  4«9 


7*969 
7*96« 
7*968 
7*968 
7*96« 
7*967 
7*967 
7*967 
7*967 
7*966 
7*966 


124 

95- 
619 

420 
i$o 

8% 

60T 

333 

0(1 
7l» 

504 


2{4 

::» 

iw 
:♦»« 

2>4 
2«* 

•  ••• 

*  • 

2M 

:'4 

2V 

:•* 
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log  {M,^.(m)). 


±m 


M 


—  J 


3.000 
O.OOI 
0.001 
3.00} 
3.004 
3  005 
3.006 
3  007 
3  OOg 
0.009 


6.074  376 
6.074    369 

6.074  35« 
6.074  3*> 
6.074  *78 
6.074  »*3 
6.074  156 
6.074  07^ 

6.073  985 
6.073  881 


0.010  6.073  765 
o.oii  6.073  636 
0.012  6.073  496 
0  013  6.073  343 
0.014  6.073   *78 

3.015  6.073  ^^^ 

3. 016  6.072  810 

3  oir  6.072  608 

3.018  6.071   394 

3.019  6.072  167 


0.020 

3.021 
3.022 
3.023 

:  024 

'w  025 

:  026 

:,027 
'.028 
0.029 


0.030 

0.031 

3.032 

3033 

3  034; 

3.035 

3.036 

3  037 
S.O38 


.071 
.071 
.071 

.071 

.070 

.070 

.070 

.069 

069    566 
.06^    115 


928 
676 
412 
136 

847 

545 

»3» 
905 


039 


6.068  851 
6.068  474 
6.068  085 
6.067  683 
6.067  268 
6.066  841 
6.066  401 
6.065  948 
6.065  482 
6.065-003 


0.040  6. 
0.041  6. 
3.042  6. 
0  043  6. 

0044  6. 
0.045  6, 
0.046  6. 
3.047|6. 
0.048-6. 
0.049  6- 
0  050  6. 


064 
064 
063 
062 
062 
061 
061 
060 
060 


512 

007 
490 

959 
416 

«59 
289 

706 

110 


059  501 
058  478 


7 
18 

30 
43 
55 
67 
80 

9« 
104 

116 

129 
140 

«53 
165 
'78 
190 
202 
214 
227 

239 

252 
264 
276 
289 
302 

313 

3*7 
339 
351 

364 

377 

389 

402 

415 
4*7 
440 

453 
466 

479 
491 

505 

517 
53» 
543 
557 
570 

583 
596 

609 

623 


dbm 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
o  059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 

0.074 

0.075 
0.076 

0.077 

0.078 

0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


M 


6.058  878 
6.058  242 

6.057  59a 
6.056  929 
6.056  252 
6.055  562 
6.054  858 
6.054  141 
6.053  409 
6.052  664 


6.051  905 
6.051  132 
6.050  346 

6.049  545 
6.048  730 

6.047  900 
6.047  057 
6.046  199 
6.045  327 
6.044  44^^ 


6.043  539 
6.042  623 
6.041  693 
6.040  747 
6.039  787 
6.038  812 
6.037  822 
6.036  817 
6.035  796 
6.034  760 


6.033  710 
6.032  643 
6.031  561 
6.030  463 
6.029  350 
6.028  220 
6.027  075 
6.025  9*3 
6.024  73^ 
6.023  5^42 


6.022 
6.021 
6.019 
6.018 
6.017 
6.016 
6.014 
6  013 
6. 012 
6.010 
6.009 


33a 
105 
861 
601 

3*4 
030 

719 

391 
045 

682 

301 


—  J 


636 
650 
663 
677 
690 

704 
717 
73a 
745 

759 

773 
786 

801 

8x5 
830 

843 
858 

872 

887 

901 

916 
930 
946 
960 

975 
990 

1005 

1021 

1036 

1050 

1067 
1082 
1098 

1113 
1130 
1145 
1162 

1177 

"94 
1210 

1227 

x»44 
1260 
1277 
1294 

13" 

1328 

1346 
1363 
1381 


dt  m 


M 


0.100 

o.  lOI 
0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
o.  106 
0.107 
o.  108 
0.109 


O.IIO 

0.111 

O.II2 
0.113 
0.114 
0.115 
0.116 

0.117 
O.II8 
O.II9 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


120 
121 
122 

1*3 
124 

125 

126 

127 

128 

129 


0.130 
0.131 
0.132 
0.133 
0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
O.J38 
0.139 


0.140 
0.141 
0.142 
0.143 

0.144 
0.145 
0.146 

0.147 
0.148 
0.149 
0.150 


6.009  30X 
6.007  903 
6.006  486 
6.005  052 

6.003  599 
6.002  128 
6.000  638 

5.999  «30 
5.997  603 
5.996  057 


5.994  492 
5.992  907 

5.99»  303 
5.989  680 

5.988  036 

5.986  373 

5.984  689 

5.982  985 

5.981  260 

5-979  515 


977 

975 

974 
972 

970 

968 


749 
961 

152 

3*1 
469 

594 


966  697 
964  778 
962  836 
960  871 


5.958  882 
5.956  870 

5.954  835 

5.95*  775 
5.950  691 

5.948  582 

5.946  449 

5.944  290 

5.942  106 

5.939  896 


5.937  660 

5.935  398 

5.933  >o9 

5.930  793 
5.928  449 

5.926  078 

5.923  678 

5.921  250 

5.918  794 

5.916  308 

5-9U  79* 


—  ^ 


m 


M 


1398 

1417 
»434 

1453 

1471 

1490 
1508 

15*7 
1546 

1565 

1585 
1604 

1623 

1644 

1663 

1684 

1704 
17*5 
1745 

1766 

1788 
1809 
1831 
1852 

1875 
1897 
1919 
1942 

1965 
1989 

2012 

*o35 
2060 

2084 

2109 

*i33 
2159 

2184 

2210 

2236 

2262 
2289 
2316 
2344 
2371 
2400 
2428 
2456 
2486 
2516 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 

0.156 

0.157 

0.158 

0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


5.913 
5.911 

5.908 
5.906 

5-903 
5.900 

5.898 
5.895 
5.892 
5.889 


79* 
247 

671 

064 

426 

756 

054 

3x9 

55» 

750 


5.886 
5.884 
5.881 
5.878 

5875 
5.87* 
5.869 
5.866 
5.862 

5.859 


0.170  5.856 

0.171:5.853 
0.172I5.850 

0.173,5.846 

0.174I5.843 

0.175  5.839 
0.176  5.836 

0.177,5.832 

0.178  5.829 

0.179  5.825 


914 
044 
138 
197 
220 
206 

»54 
064 

936 

768 


560 

3»* 
022 

690 

316 

897 
435 
9*7 

373 
773 


—  ^ 


m 


M 


—  J 


0.180 

0.181! 

0.182' 

0.183 

0.184 

0.185' 

0.186 

o. 187' 

0.188' 


0.189 


0.190 
0.191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 
0.196 

0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


5.822 
5.818 

5.814 
5.810 

5.807 
5.803 

5.799 

5-795 

5-79' 
5.786 


*545 
2576 

2607 

2638 

2670 

2702 

*735 
2768 

2801 

2836 

2870 
2906 
2941 

2977 

3014 

305* 
3090 

3128 

3168 

3*08 

3248 
3290 

333* 

3374 

3419 
3462 

3508 

3554 
3600 

3649 

I28  3^96 

681^747 

«8a  3797 

^•3849 
035, 

:  '3901 
134  ^^ 

3955 
179. 
i^  4010 

"^9  ;o65 
104  ^  : 

-41*3 


981 


5 .  78* 

'5.778 

'5-774 
5.769 

5.765 
5.760 

5.756 

5.751 
747 
74* 
737 


4181 

4240 
4302 


800 
560 

4681^*7 
976^^' 

^'^4627 


I 


790 
093 

3*5 
483 


4697 
4768 

4842 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
o  218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 

0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
o  238 

0.239 


0.240 
0.241 
0.242 

o.*43 

0.244 

0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


737 
73* 
7*7 
722 
717 
712 
5.706 
5.701 

5.69s 
5.690 


483 
567 

574 
502 

349 
"3 
79* 
383 
884 
293 


5.684  607 
5.678  822 
5.672  938 
5.666  949 
5.660  854 
5.654  648 
5.648  329 
5.641  893 

5.635  336 
5.628  654 


5.621  843 
5.614  897 
5.607  814 
5.600  588 

S.593  *I4 
5.585  685 

5.577  997 
5.570  143 
5.562  117 

5.553  91* 


5.54s 
5.536 
5.5*8 

5.5>9 
5.509 

5.500 

5-490 
5.480 
5.470 
5.460 


5.449 
5.438 
5.426 

5.4>5 
5.402 

5.390 
$.377 
5.364 
5.350 
S-335 
$.3*1 


520 

934 
146 

146 
9*4 

473 
780 

833 
620 

118 


4916 

4993 
5072 

5153 
5*36 
53*» 
5409 
5499 
559» 

5686 

5785 
5884 

5989 
6095 

6206 

63»9 
6436 

6557 
668a 

6811 

6946 

7083 
7226 

7374 
75*9 
7688 

7854 
8026 

8205 

8392 

8586 
8788 
9000 
922*2 

9451 

9693 

9947 

10213 

10492 

10786 


Sil"'*' 

^  ^    12519 

*^^  13367 
,»3833 


106! 

*73 
943 
077 


»4330 
14866 
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M 


—  ^ 


o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.010 
0.011 
0.012 
0.013 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 

O.OZI 

0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 

0.045 

0.046 

0.047 

0.048 
0.049 
0.050 


7.357  193 
7.357  19a 
7.357  190 
7.357  188 
7.357  184 
7.357  179 
7.357  17» 
7.357  165 
7.357  156 
7.357  147 


7.357  136 

7.357  1*4 

7.357  III 
7.357  097 
7.357  082 
7.357  065 
7.357  047 
7.357  029 
7.357  009 
7.356  98« 


7.356  966 

7.356  94» 
7.356  918 

7.356  892 
7.356  866 
7.356  838 
7.356  809 
7.356  779 
7.356  747 
7.356  715 


7.356  681 
7.356  647 
7.356  611 
7.356  574 
7.356  536 
7.356  497 
7.356  456 
7.356  415 
7.356  37» 
7.356  3*8 


7.356  184 
7.356  238 

7.356  190 
7.356  142 
7.356  093 
7.356  042 

7.355  990 
7.355  937 
7.355  883 
7.355  8*8 
7.35s  77» 


m 


I 

2 
2 

4 
5 
7 
7 
9 
9 

II 

12 

13 
14 
15 

17 
18 

18 
20 
II 

12 

»4 

>4 
a6 

26 

28 

»9 

30 

3» 

3» 

34 

34 
36 
37 
38 
39 
41 
41 
43 
44 

44 

46 
48 
48 
49 
51 
5* 
53 
54 
55 
56 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0,074 

0.075 
0.076 

0.077 

0.078 

0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 

0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
O.IOO 


M 


7.35s 
7.355 
7.35s 
7.355 
7.355 
7.355 
355 
355 
355 
355 


772 

714 
656 

596 

535 

473 
410 

346 
280 

»13 


—  ^ 


7.35s  146 

7.355  077 
7.355  007 
7.354  936 
7.354  863 
7.354  790 
7.354  715 
7. 354  640 
7.354  563 
7.354  485 


7.354  40s 
7.354  3*5 
7.354  »43 
7.354  161 
7.354  077 
7.353  99» 
7.353  906 
7.353  819 
7.353  730 
7.353  641 


7.353  SSO 
7. 353  458 
7.353  365 
7.353  »71 
7.353  176 
7.353  079 
7.35»  98» 
7.35»  883 
7.3s»  783 
7.3s»  682 


7.35»  580 

7.35a  476 

7.35»  37» 
7.352  266 

7.3s»  159 
7.3s»  051 
7.351  94» 
7.351  832 
7.351  7»o 
7.351  608 

7.351  494 


58 
58 
60 
61 
62 

63 
64 
66 

67 
67 

69 
70 

71 
73 
73 
75 
75 
77 
78 

80 

80 

.82 

82 

84 

8S 
86 

87 
89 
89 

91 

9» 

93 
94 

95 

97 

97 

99 
100 

101 
102 

104 
104 
106 

107 
108 
109 

HO 

11a 
iia 
114 


m 


M 


—  J 


1 


O.IOO 
O.  lOI 

0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 

0.112 
0.113 
0.114 
0.115 
0.116 

0.117 
0.118 
0.119 


0.120 
O.Itl 

0.12a 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.13a 

0.133 
0.134 

0.135 

0.136 

0.137 

0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
0.14a 

0.143 

0.144 

0.145 

0.146. 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


7.351  494 

7.351  379 
7.351  263 

7.351  145 
7.351  027 
7.350  907 
7.350  787 
7.350  665 
7.350  54» 
7.350  417 


7.350  292 
7.350  165 
7.350  037 
7.349  909 
7.349  779 
7.349  647 
7.349  SI5 
7.349  381 
7.349  »46 
7.349  110 


7.348  973 
7.348  835 
7.348  696 

7.348  sss 
7.348  413 
7.348  »70 

7.348  126 

7.347  981 
7.347  834 
7.347  687 


7.347  538 
7.347  388 
7.347  »37 
7.347  084 
7.346  931 
7.346  776 

7.346  620 

7.346  463 
7.346  30S 
7.346  14s 


7.34s  98s 
7.34s  823 
7.34s  660 
7.34s  496 
7.34s  330 
7.34s  164 
7.344  996 
7.344  827 

7.344  657 
7.344  486 
7.344  31s 


IS 

16 
18 
18 

ao 
20 
22 

»3 

»5 

»5 

»7 
28 

28 

30 

3» 

3» 
34 

35 
36 

37 

38 
39 

41 
4» 
43 

44 
45 
47 
47 

49 

50 
51 
53 

53 
SS 
S6 
57 
S8 
60 

60 

6a 

63 

64 
66 

66 

68 

69 

70 

71 
73 


±m 


0.150 
0.151 
0.15a 
0.153 

0.IS4 
0.155 

0.156 

0.IS7 
0.158 
0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0,164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 

0.172 

0.173 

0.174 

0.175 
0.176 

0.177 
0.178 
0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0,187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.19a 

0.193 
0.194 

0.195 
0.196 

0.197 
0.198 

0.199 
o.aoo 


M 


7.344  313 
7.344  139 
7.343  965 
7.343  789 
7.343.611 

7.343  433 
7.343  »53 
7.343  07» 
7.342  890 

7.342  707 


7.34»  5»» 
7.34»  337 
7.34»  150 
7.341  96» 
7.341  773 
7.341  58» 
7.341  390 
7.341  198 
7.341  004 
7.340  808 


7.340  61a 
7.340  414 
7.340  »15 
7.340  015 

7.339  814 
7.339  611 
7.339  408 
7.339  »03 
7.338  997 
7.33«  789 


7.338  581 

7.33<  371 
7.338  160 

7.337  947 
7.337  734 
7.337  S19 
7.337  303 
7.337  086 
7.336  868 
7.336  648 


7.336  4*7 
7.336  »05 
7.335  98a 
7.33s  7S8 
7.33s  53» 
7.33s  305 
7.3JS  077 
7.314  847 
7.334  6|7 
7.314  38i 
7.314  15» 


—  J 


±m 


K4 
174 
176 

178 
178 
180 
181 
i8a 

183 
185 

185 

187 
188 

189 
191 
192 
192 

194 
196 

196 

198 

199 
aoo 

aoi 

ao3 

»03 

ao5 

ao6 

208 

ao8 

xio 
an 
213 

»13 

»15 
ai6 

»17 
ai8 
mmo 

aai 

aaa 

»»3 

»»4 

aa6 

aa7 
aa8 
»30 
»30 
»3» 
»33 


M 


-J 


o.aoo 
o.aoi 
0.20X 
0.X03 

0.204 
o.ao5 
0.X06 
0.207 

0.208 

o.ao9 


o.aio 
0,211 
o.2ia 
0.213 
o.ai4 
o.ai5 
o.ai6 
o.ai7 
0.218 
0.219 


o.aao 
o.aai 
o.aaa 
0.223 
o,aa4 
o.a25 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.13a 

0.133' 
0.134 

o.»3S| 

0.137 
0.138 
0.139 


0.140 

0.141 

0.141 

0.143 

0.144 

o.a4$i 

0.146 

0.147 
0.14I 
o.a49 
o.aso 


7.314 

7.333 
7.333 
7.333 
7.333 
7.33» 
7.33» 
7.33» 
7.33» 
7.331 


7.331 
7.331 
7.331 

7.331 
7.330 
7.330 
7.330 
7.1»9 
7.1»9 
7.3»9 


15» 
917 
682 

445 
»07 
968 

7»7 
485 

»4» 

998 


»35 

M' 
13» 

i»3^ 

U\ 
142 
MS 
»44 

14^ 


486 


7.S»9 
7.3»8 
7.3»8 

7.3»8 
7.1»8 
7.1»7 
7.1»7 
7.3»7 
7.1»7 
7.1*6 


7.S»6 
7.3»6 
7.1*6 

7.1*5 
7.1*5 
7.1*5 

7.1*4 
7.1*4 
7.1*4 
7.1*4 


228 

969 

70t 

446 

I8J 

919 

651 
386 

itl 

849 


5'8 
306 

033 
75« 

483 

«0$, 

9»r 
64I 

36r. 

084 


Ifcl 

^\ 

S*4 

!«<• 
I  »•! 

»•3 

1*5 
rl 

!•• 
1»4 
lll 

»«J 
»»1 


7.1*1 
7-1*1 
7.1*1 
7.1** 
7.1** 
7.1** 
7.1** 
7.1*1 
7.1*1 
7.1*1 
»•l*o 


»10  ,|. 

943  ,„ 

•>4  2^ 

!*♦  Ml 


531 


Taf»!  nt. 


log  {JVi«(»)). 


▼ergl.  pag.  19. 


±11 


N 


o.ooo 

0.001 
0.002 
0.00} 

0.004 
0.005 

3.006 

0.007 

o.ool 
0.009 


0.010 
O.OII 

o.oia 
0.01} 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 

3. 018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
9.023 
0.024 
0.025 
3.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.03t 
0,033 
0.034 
3.035 
0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
D.O43 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


8^910  819 

8,^920  816 

8^9x0  808 

»••9»o  795 

^m9*0  777 

^n9*0  754 

8„9ao  715 

»«9*0  691 

8,,9io  65a 

8,i9to  608 


«•9*ö  55« 
«ii9»o  50J 
««9»o  443 
8^920  J7« 
8,,9to  308 
8,910  13» 
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7.277  535 

3» 

*o5 

387 

588 

1 

O.OIO 

7.357  023 

36 
40 

4» 
46 
50 
53 
56 
60 

63 

0.060 

7.351  027 

^208 

*212 
216 

0.110 

7.336  205 

390 
395 
398 

401 
406 
410 

413 
417 
4*1 

0.160 

7.311  856 

»/\T 

0.210 

7.276  715    ,,j 

O.OII 

7.356  987 

0.061 

7.350  819 

O.III 

7.335  815 

0.161 

0.211 

7.175  "9    /., 
7.*75  OS«    j! 

0.012 

7.356  947 

0.062 

7.350  607 

0.112 

7.335  4*0 

0.162 

0.212 

0.013 

7.356  905 

0.063 

7.350  391 

0.113 

7.335  022 

0.163 

7.310    069 

605 
609 

613 
618 

0.213 

7.174  213   ,J: 

0.014 

7.356  859 

0.064 

7.350  172 

219 
222 
226 
230 

a33 
236 

0.114 

7.334  621 

0.164 

7.309     464 

0.214 

7.273  382    1 i 

0.015 

7.356  809 

0.065 

7  349  950 

0.II5 

7.334  »15 

0.165 

7.308     855 

0.215 

7.272  5351  ,. 

0.016 

7- 356  756 

0.066 

7.349  724 

0.II6 

7.333  805 

0.166 

7.308     242 

0.216 

7.271  684    ,.. 

0.017 

7.356  700 

0.067 

7.349  494 

0.117 

7.333  39* 

0.167 

7.307     624 

622 

0.217 

7.270  82-  .;; 

0.018 

7.356  640 

0.068 

7.349  a6i 

0.118 

7.33*  975 

0.168 

7.307     002 

626 

0.218 

7.269  96s  ,j 

0.019 

7.356  577 

0.069 

7.349  025 

0.119 

7.33*  554 

0.169 

7.306     376 

v*o 

0.219 

7.269  098 

66 

240 

4*5 

631 

•- 

0.020 

7.356  5" 

70 

73 

77 
80 

84 
87 
91 
94 

97 

0.070 

7.348  785 

244 
248 
250 

a55 
258 

262 

16s 

269 

0.120 

7.33»  "9 

4*9 
433 

436 

441 

444 
448 

453 
456 

460 

0.170 

7.305  745 

636 

639 

645 
648 

653 

658 
662 
667 

671 

0.220 

7.268  125    ^  , 

0.021 

7.356  441 

0.071 

7.348  541 

0.  121 

7.331   700 

0.171 

7.305  109 

0.221 

7.267  14-    „^ 

0.022 

7.356  368 

0.072 

7.348  293 

0.122 

7.331  a67 

0.172 

7.304  470 

0.222 

7.266  4Ö4    ^^ 
7.*65  5-^    ,,] 

7.264  681  2 

7.263  781      ., 

0.023 
0.024 
0.025 

7.356  291 
7  356  211 

7.356  127 

0.073 
0.074 
0.075 

7.348  043 
7.347  788 
7.347  530 

0.123 
0.124 
0.  125 

7.330  831 
7.330  390 
7.329  946 

0.173 
0.174 
0.175 

7.303  825 

7.303  177 
7.302  524 

0.223 
0.224 
0.225 

0.026 
0.027 
0.028 

7.356  040 

7.355  949 
7.355  «55 

0.076 

0.077 
0.078 

7.347  a68 
7.347  003 
7.346  734 

0.126 
0.127 
0.128 

7.329  498 
7.329  045 
7.3*8  589 

0.176 
0.177 
0.178 

7.301  866 
7.301  204 
7.300  537 

0.226 
0.227 
0.228 

7.*62  8-%   ^,; 

7.*6i  ^^     „ 
7.261  0?3     \ 

0.029 

7.355  758 

0.079 

7 . 346  462 

*7* 

0.129 

7.3*8  1*9 

0.179 

7.299  866 

0.229 

7.260  12»    " 

lOI 

a76 

464 

. 

676 

u 

0.030 
0.031 
0.032 

7.355  657 

7.355  553 
7.355  446 

104 

107 
III 

0.080 
0.081 
0.082 

7.346  186 
7.345  906 
7.345  623 

280 

a83 
286 

0.130 
0.131 
0.132 

7.3*7  665 
7.3*7  197 
7.3*6  7*5 

468 

47* 
476 
480 

484 
488 

49* 
496 

500 

0.180 
0.181 
0.182 

7.299  190 
7.298  510 
7.*97  825 

680 

685 

690 

694 
699 

703 

708 

713 
718 

0.S30 
0.231 

0.232 

7.*59  201 
7.258  2^    , 

7.257  530    J 

0.033 
0.034 
0.035 

7.355  335 
7.355  "o 
7.355  102 

>  •  ■ 

"5 
118 

0.083 
0.084 
0.085 

7.345  337 
7.345  046 
7.344  75a 

AOW 

291 
294 
298 
301 

305 
309 

0.133 
0.134 
0.135 

7.326  249 
7.3*5  769 
7.3*5  *85 

0.183 
0.184 
0.185 

7.*97  135 
7.296  441 

7.295  74* 

0.233 

0.234 
0.235 

7.256  3««^    ^ 
7.255  43-    ,. 
7.254  4«»      . 

0.036 
0.037 

7.354  981 
7.354  856 

%  mm 

125 
129 

131 

0.086 
0.087 

7.344  454 
7.344  153 

0.136 

0.137 

7.3*4  797 
7.3*4  305 

0.186 

0.187 

7.*95  039 
7.*94  331 

0.236  7.*53  52«    j. 
o.237|7.*5*  5«-»     . 

0.038 

7.354  717 

0.088 

7.343  848 

0.138 

7.3*3  809 

0.188 

7.293  618 

0.238 

7.251  S»'   ,. 

0.039 

7.354  596 

0.089 

7.343  539 

0.139 

7.3*3  309 

0.189 

7.292  900 

0.239 

7.250  605 

135 

31a 

504 

* 

1 

722 

' 

4I 

0.040 
0.041 
0.042 
0.043 

7.354  461 
7.354  3»* 
7.354  «80 
7.354  034 

139 
142 
146 
149 

15» 
156 
160 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 

7.34s  a27 
7.34a  9" 
7.S4a  59a 
7.34a  a68 

316 
319 
3*4 
3*7 
330 
334 
338 

34* 
346 

349 

0.140 
0.141 
0.142 

0.143 

7.322  805 
7.3**  *97 
7.3*1   785 
7.3*1   *69 

508 

51* 
516 

5*1 

5*4 
5*9 
533 

537 
541 
545 

0.190 
0.191 
0.192 
0.193 

7.292  178 
7.291  451 
7.290  719 
7.289  983 

7*7 

73* 
736 
741 
746 

751 
756 
761 

765 

771 

0.^40 
0.241 
0.142 
0.243 

7.249  bio 

17.248  62<»    ^ 
17.24"  655  ,^ 
■7. »46  6;i  ^'^ 

0.044 
0.045 

7.353  885 
7.35s  733 

0.094 
0.095 

7.341  941 
7.341  611 

0.144 
0.145 

7.3*0  748 
7.320  224 

0.194 
0.195 

7.289  *4* 
7.288  496 

0.244 
0.245 

7.245  ^^M  ,,, 

0.046 

7.35s  577 

0.096 

7.341  a77 

0.  146 

7.319  695 

0.196 

7.*87  745 

0.246 

7.243   ?*^  ,., 

0.047 

7.35s  417 

1  w 

163 

0.097 

7   340  939 

0.147 

7.319  162 

0.197 

7.286  9^9 

0.247 

7.241  ^^4 

0.048 

7.353  »54 

0.098 

7.340  597 

0.148 

7.318  625 

0.198 

7.286  228 

o.248;7.*4i   >52  ,  . 

0.049 
0.050 

7.353  088 
7.35»  9«8 

I  OD 

170 

0.099 

O.IOO 

7.340  a5i 
7.339  90a 

0.149 
0.150 

7.318  084 

7.317  539 

0.199 
0.200 

1 

7.285  463 
7.284  692 

0,249 '7. 240  ^^*  j:^ 
0.250  7.139  \^^ 
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Tafel  V. 
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Q,*  —  1  :  12 

^A^  —  191  :  60480 

Qi^  -h  *497  :  36  28800 

Vj*'  —  14797  :  958  00320 

Qi"  +  9»4  27157  :  *6l  53487  36000 

(1,13—  367  40617  :  448  34549  76000 

^h^+  6  14309  43169  :  32  01186  85286  40000 

H.1T —  2313  39458  92303  :  51090  94217  17094  40000 

'v'i*'*+  1639  96886  81447  :  I  52579  28431  37024  00000 


I^J^  -i-  I   24 
P,^  -  17  :  5760 

h^  -h  367  :  9  67680 
j  l'i'  —  27859  :  4644  86400 
IV*  +  >2  95S03  '   12  26244  09600 
^V  —  53292  42827  :  2  67811  71056  64000 
^V^  -h  2  51988  57127  :  64  27481  05359  36000 
[',1% —  1195  97I2I  66949  :  I  49852  12970  66393  60000 
W'  -\-   11  15323  97734  1*9941  :  6696  59197  23302  99719 

68000 

r,»  —  31326  45059  69545 10807:883950140347599562 

99776  00000 


'^Qi'   8«92o8i 
'  1:  <^,3   8.18406 

•S  <^i*  7«49942 
'«Qi^  6.83765 
•  .ß  Qi»  6^18880 
5.54826 

4n9i353 

4-28307 

3n65590 
3.03134 


87539 
01887 

15847 

55094 
67140 

99878 
36324 

61586 

58038 

00303 


'g 


Fl' 


8.61978 
7^7002 
6.57893 

5ii77799 
5.02396 

4^29883 

3.59334 
2^90205 

2.22154 
i «54948 


87582 
6437$ 

42991 
25208 
20516 

59458 
00390 
78081 
72009 

34213 


52375 
26956 

54577 
74554 
59646 

35275 
92680 

36488 

69592 
59002 


88393 
55061 
03014 
24003 
801 16 

96757 

27949 
19206 

05976 
88368 


17228 
58052 

41897 
00968 

43697 
08440 
95240 

77263 

29695 
66855 


97706 
88267 

43847 
32215 
06360 
75456 
00215 

78783 
08148 
16947 


10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 


10 
10 

10 
10 

10 

10 

10 
10 
10 

to 


Q2O  -f  I  :  12 
QjS  I  ;  2^ 

Qa*  4-  31  •  60480 

Qj6  —  289  :  36  28800 

Q-fi   -h  317  :  228  09600 

Q2I0 —  68  03477  :  261  53487  36000 

Q2^^  -h  32  03699  :  627  68369  66400 

Q^\A  —  5532  25741  :  6  40237  37057  28000 

Qjio  ^  22  03877  95651  :  102 18  18843  43418  88000 

Q2**  —  15447  34732  56043  :  337  20021  83332  82304  00000 


P2O  —  1  :  24 
Vi^   -f-  17  :  1920 
Pj4  _  367  :  I  93536 

Pj«  ■+-  27859  :  663  55200 
P2«  ~  12  95803  :  i  36249  34400 
^2^  -f-  53292  42827  :  24346  51914  24000 
Pj«  —  2  51988  57127  :  4  94421  61950  72000 
Pji^  -f-  1195  97121  66949  :  9990  14198  04426  24000 
PjjiO—  ,1  15323  97734  19941:393  91717  48429  58807 

04000 
P2*®  -h  31326  45059  69545  10807  :  46  52369  15972  42082 

26304  00000 


log  Q2O 

8.92081 

87539 

52375 

17228  — 

10 

log  Qa« 

7^61978 

87582 

88393 

97706 

10 

log  Qj* 

6.70974 

99113 

41122 

56100  — 

10 

log  Paß 

5»i9oi  1 3 

48098 

79754 

10591  — 

10 

log  Qj^ 

5.14294 

15928 

69027 

14291  — 

10 

logQaW 

4^41520 

13141 

51965 

43582  — 

10 

log  Qi«« 

3.70791 

08571 

71699 

08962  — 

10 

log  Q2" 

3n01532 

03533 

68939 

05852  — 

10 

log  Qa^e 

2.33381 

36337 

74462 

41189  — 

10 

log  Qjt8 

1^66096 

60643 

89676 

13374  — 

10 

log  P2O 

8«6i978 

87582 

88393 

97706  — 

10 

log  P2« 

7.94714 

76926 

74724 

31996  — 

10 

log  P^ 

7n27790 

43034 

39033 

24326 

10 

log  P^ 

6.62309 

05608 

38260 

15286  — 

10 

log  P*^ 

5»97820 

45611 

19440 

93819  — 

10 

log  PjW 

5 . 34022 

86310 

54982 

79531  - 

10 

log  P2« 

4^70728 

33913 

34785 

77136  — 

10 

log  Pa" 

4.07814 

90671 

74888 

02991  — 

10 

log  P2»« 

3w45i99 

61222 

84250 

01002  — 

10 

log  P2W 

2.82823 

70223 

41197 

13100  — 

-  10 
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Tafel  VI. 


log  {Q,  •{«)}• 


vergl.  pag.  41 


o.ooo 
o.ooi 
o.ooz 
0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.010 

O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 

O.OftI 

0.02a 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 

0.034 

0.035 

0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

O  044 

0.045 

0.046 

0.047 
0.048 

0.049 

0,050 


—^ 


8„92o  819 
8„92o  816 
8m920  808 
«♦•940  795 
8n9ao  777 
8fi9ao  754 
8n9ao  7»5 
8^920  691 
8„920  652 
8 „920  608 


8w920  558 
8„920  503 
8„920  443 
8«9ao  378 
8 „9 20  308 
8„920  232 
8„920  151 
8„920  065 

8fi9i9  974 
8#i9i9  877 


8n9«9  775 
8„919  668 

8«9«9  556 
81.919  438 
8„9i9  SM 
8«9i9  »87 
8m9«9  054 
8«9i8  915 
8„9«8  771 
8„9i8  622 


8„9«8 
8„9«8 
8  „9»  8 

8,.9»7 
8«9»7 
8m917 
8  „9»  7 
8„9I7 
8„9I7 
8„9i6 


8„9i6 
8„9i6 
8„9i6 

8n9«5 
8,1915 
8„9i5 
8«9»5 
8  „91 5 
8h914 
8«9I4 
8«914 


467 
307 
142 
972 
796 
615 
429 

«37 
040 

837 


629 
416 
198 
974 

745 
510 

270 

024 

773 
5»7 
255 


3 
8 

13 
18 

23 

29 

34 
39 

44 

50 

55 
60 

65 

70 

76 
81 
86 

9« 

97 

102 

107 
112 
118 
123 
128 

»33 

139 
144 

149 

«55 

160 
165 
«70 
176 
181 
186 
192 
197 
203 

208 

213 
218 

224 
229 

»35 
240 

246 
251 
256 
262 


n 


Q 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0,076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 

0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


8n9H  «55 

8«9i3  988 

8„91J  715 

8,»9«3  437 

8„9i3  153 
8,^912  864 

8„912  569 

a„9i»  269 

8„9ii  963 

8„9H  652 


8»9ii  335 
8m9"  013 
8„9io  685 
8«9io  351 
8„9io 


8^909 
8^909 
8  „908 
8n9o8 
8»9o8 


012 

668 

3«7 
961 

599 


8m907  859 
8,^907  480 

8„907  096 
8 »906  706 
8rt9o6  310 
8„905  908 

8 «905  501 
8^905  088 

8„904  669 
8^904  244 


8„903  813 
8«901  377 
8,902  934 
8m902  486 

8n902  032 

8»90I  572 
81,901  106 
8„900  634 
8,(900  156 
8„899  672 


8„899  182 
8^89^  686 
8,(898  184 
8„897  676 
8«897  161 
8^896  641 
8^896  115 
8„895  S82 

8n895  043 
8«894  498 

8«893  947 


—  ^ 


267 

273 
278 

284 
289 

»95 

300 

306 
31» 

3«7 

32» 
328 

334 
339 
344 
351 
356 
362 

367 
373 

379 

384 
390 
396 

402 
407 

413 
419 

425 

43» 

436 

443 
448 

454 
460 

466 

472 
478 
484 

490 

496 

502 
508 

515 

520 

526 

533 
539 
545 
551 


±n 


0.100 
o.ioi 
0.102 
0.103 
0.104 
o.  105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 

0.112 
0.113 

0,114 
0.II5 
0.116 
0.117 
0.II8 
0.119 


0.120 
0.121 
0.122 
0.123 
0.124 

0.125 

0.126 
o.  127 
0.128 
0.129 


130 

'31 
132 
133 
134 

135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


o.  140 
0.141 
0.142 

0.143 
0.144 
0.145 

0.146 

0.147 

0.148 

0.149 
0.150 


Q 


-J 


8m893  947 
8„893  389 

8^892  825 
8^892  255 
8„89i  679 
8,1891  096 
8„890  507 
8„889  911 
8„889  309 
8,|888  701 


8^888  086 

8„887  465 
8„886  837 

8^886  202 
811885  561 
8^884  913 
8„884  259 
8„883  598 
8„882  931 
8n882  256 


8,|88i  575 

8,(880  887 

8„88o  192 

8«879  491 

8,1878  782 

8„878  067 

8«877  344 

8,(876  615 

8»875  879 
8«875  136 


8„874  385 
8„873  628 

8„872 
8„872 

8„87l 


8^870 
8^869 
8,(868 
8,(868 
8„867 


863 
091 
312 
526 

732 
931 

123 

307 


8„866  484 
8,(865  654 
8,(864  816 
8„863  970 

117 
256 

387 

511 

8,(859  627 

8.858  735 
8,(857  835 


819863 
8,(862 
8,(861 
8,(860 


558 
564 

570 

576 

583 

589 
596 

602 

608 

615 

621 
628 

635 
641 

648 

654 
661 

667 

675 

681 

688 
695 
701 
709 
715 
723 
729 
736 
743 

751 

757 
765 

772 

779 
786 

•794 
801 

808 
816 

823 

830 
838 
846 

853 
861 

869 

876 

884 

892 
900 


it  n 


0.150 
0.151 
0.152 
0.153 
0.154 
0.155 
0.156 

0.157 
0.158 

0.159 


o.  160 
0.161 
o.  162 
0.163 
o.  164 
0.165 
o.  166 

0.167 
0.168 
o.  169 


Q 
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170 

171 

172 

173 
174 
175 

0.176 

0.177 

0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
o.  182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.1S6 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 
0.194 

0.195 

o.  196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


8m857  835 
8,(856  927 
8,1856  012 
8^855  088 
8„854  156 
8,(853  216 
8,(852  269 

8n85i  31» 
8,(850  348 

8«849  375 


8,(848  394 

8«847  405 

8,(846  407 

8,(845  401 

8,(844  386 

8,4843  363 

8,4842  331 

8,(841  290 

8,(840  240 

8^839  182 


8,(838  114 
8,(837  038 
8«835  953 
8,(834  858 
8„833  755 
8„832  642 
8,(831  520 
8,(830  389 
8,(829  248 
8,828  098 


8,(826  938 
8,(825  769 
8,824  590 
8,823  402 
8,(822  203 
8„82o  995 
8,(819  776 
8,(818  548 
8„8i7  310 
8,816  061 


8,814  802 

8„8i3  533 
8,(812  254 

8,(8 10  963 

8,(809  663 

8,808  352 

8,807  030 

8,(805  697 

8,4804  353 


8y,802 

8«8oi 


998 
632 


908 

915 
924 
932 
940 

947 

957 
964 

973 
981 

989 
998 
006 

015 

023 

032 
041 
050 
058 

068 

076 
085 
095 

103 

113 

122 

131 

141 
150 

160 

169 
179 
188 
199 
208 
219 
228 
238 

249 

259 

269 

»791 

291 
300 

311 
322 

333 

3444 

355 

366 


it  n 


Q   -J 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0,209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


.220 
.221 
.222 
.223 
.224 
.225 
.226 

.227 
.228 
.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.24T 
0.24t 

0.249 
0.250 


8,801 
8,800 

8«798 
8h797 
8,796 
8,794 
8,i793 
«h791 
8m790 
8,788 


632 

255 
86' 

467, 
056 

635 
199 
753 
295 
825i 


8,787 
8,785 

"«784 
8,782 

8,781 

8,779 
8,778 
8,776 

8,775 
8*.773 


341 

84« 

341 
823 

2qi 

74- 
190 

620 
03- 
442 


I43C 
1411 

UM 

1454 
144* 

I4^> 

I4'D 

lu^ 

lU^ 
ir:i 


8,771  832 

8,770 

8,768 

8,766 

8,765 

8,763 
8,761 
8,760 
«»,758 
»«756 


261 


S84 

46S 
-34 


8n754 
8,753 
«h7S1 
8,749 
8^747 
8,746 
8,-»44 
8,742 
8,740 
•,.738 


8,736 

8,-34 
«w732 
««"30 
8,-28 

8.726 

8,-24 

'8«*22 
«„-20 
8,718 
8.716 


98  c 
222 

44> 

Ol« 

IT« 

323 
452 


662 

•43 

80- 

8>4 

1-1 
«32 


IM  41 

f4^ 
l"4l 

I 

!'<•   I 
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±n 


—  ^ 


0.000,8.194  060 
o.ooi  8.184  058 
0.001  8.184  051 

3.00}    8.184   039 

:. 004^8. 184  022 
0.005  8.184  001 
3.006-8.183  975 
3.00"  8.183  944 
:.oog  8.183  909 
0.009  8.183  86S 


3.010  8.183  ^^3 
0011  8.183  773 
'3.oi2|8.i83   7>9 

3.01]    8.183    ^^ 

3.014  S'i83  59^ 
3015  8.183  5*7 
3.oi6i8.i83  453 
501', 8. 183  375 
3.0U  8.183  29a 
019  8.183  ^04 


:o20  8.183 
3  021  8.183 
^.021  8.182 
3023,8.182 

-024  8.182 
^'.02518.182 
7.026  8.182 
3027. 8. 182 
:28  8.182 


>19 


8.182 


112 

015 
912 

806 

694 

57« 
456 

33< 
200 

064 


c  030  8. 181  924 
^•031,8.181  779 
c  032,8.181  629 

i.'in  H.181  474 
'  ^348. 181  315 
^035  8.181  150 

'  0]6  8.180  981 
^ C3'  8.180  807 
9.03M,8.i8o  629 


.039 


c  :4o 

P  Cil 

'  ^45 
c  044 

0  -4^ 

5  04b 

5  04? 
C.O48 
3.049 
0  050 


8.180  445 


8.180 
8.180 

8.179 

H.i79 

«.179 

«.179 
8.179 

8.178 

8.178 

8.178 

8.178 


256, 

0^3  I 
865 

662 

454: 
242, 

024, 

801 1 

574' 

34a 

105 


2 

7 
12 

17 
21 

26 

31 
35 
4» 

45 

50 

54 

59 
64 
69 

74 

78 

83 
88 

9» 

97 
103 

106 

112 

116 
122 

1*5 

136 

140 

"45 

150 

155 
»59 
165 
169 

174 
178 
184 

189 

193 
198 

203 

208 

212 

218 

"3 
227 

»3» 

»37 


db  n 


Q 


—  J 


n 


Q 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
o«o8i 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 

0.095 
0.096 

0.097 

0.098 

0.099 

O.IOO 


8.178  105 
8.177  863 
8.177  616 

8.177  364 

8.177  »07 
8.176  846 

8.176  579 
8.176  308 
8.176  031 
8.175  750 


8.175  463 
8.175  »7» 

8.174  875 

8.174  574 
8.174  268 

8.173  956 
8.173  640 
8.173  318 
8.172  992 
8. 172  661 


8.172  324 
8.171  982 
8.171  636 
8.171  284 
8.170  927 
8.170  565 
8.170  198 
8.169  826 
8.169  449 
8.169  066 


8.168  679 
8.168  286 
8.167  888 
8.167  485 
8.167  077 
8.166  663 
8.166  244 
8.165  820 
8.165  391 
8.164  957 


8.164  517 
8.164  072 
8. 163  621 
8.163  1^6 
8.162  705 
8.162  238 
8.161  767 
8.161  290 
8.160  807 
8.160  319 
8.159  826 


242 

247 
252 

257 
261 
267 

271 
277 
281 

287 

291 
297 
301 
306 

31» 
316 
322 
326 

33« 

337 

342 
346 

352 

357 
362 

367 
372 
377 
383 

387 

393 
398 

403 
408 

414 

419 

424 

429 

434 

440 

445 

451 

455 
461 

467 

471 

477 

483 
488 

493 


O.IOO 
O.IOl 

0.102 
0.103 
o.  104 
0.105 
o.  106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.lll 

0.112 

0.113 
0.II4 
0.115 
0.116 

0.117 
0.II8 

0.119 


O.  120 
0.121 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 

o.  128 

0.129 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


130 
131 
u» 

»33 
M4 

135 
136 

«37 
138 

«39 


0.140 
0.141 
o.  142 
0.143 
o.  144 

0.145 

0.146 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


8.159  826 

8.159  327 
8.158  823 

8.158  314 

8.157  799 
8.157  278 
8.156  752 

8.156  221 
8.155  683 
8.155  141 


8.154  593 
8.154  039 

8.153  479 
8.152  914 

8.152  344 

8.151  768 

8.151  186 

8.150  598 

8.150  005 

8.149  405 


8.148  801 
8.148  190 

8.147  574 
8.146  951 

8.146  323 

8.145  689 

8.145  050 

8.144  404 

8.143  75» 
8.143  095 


8.142 
8. 141 
8.141 
8.140 
8.139 
8.139 
8.138 

8.137 
8.136 

8.136 


432 
762 

087 

405 

718 

024 

325 
619 

907 
189 


8.135  465 

8.134  735 
8.133  998 

8.133  »55 
8.132  506 

8.131  75» 
8.130  989 
8.130  221 
8.129  446 
8.128  665 
8.127  878 


499 
504 
509 

515 
521 
526 

531 

538 
542 

548 

554 
560 

570 
576 
582 
588 

593 
600 

604 

611 
616 
623 
628 

634 
639 

646 

652 

657 

663 

670 
675 
682 

687 
694 
699 

706 
712 
718 

7*4 

730 
737 
743 
749 

755 
762 

768 

775 
781 
787 


n 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 

0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 

0.172 

0.173 
0.174 

0.175 
0.176 

0.177 
0.178 
0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 

0.187 
0.188 
0.189 


Q 


—  J 


8.127 
8.127 
8.126 
8.125 
8.124 
8.123 
8.123 
8.122 
8.121 
8.120 


878 
084 
284 

477 
663 
843 
017 
183 
344 
497 


0.190 
0.I91 
0.192 
0.193 
0.194 

0.195 
0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


8.119  644 
8.118  783 
8.117  916 
8.117  043 
8.116  162 

8.115  275 
8.114  380 

8.113  479 
8. 112  571 
8. III  655 


8. 110  733 
8.109  803 
8.108  866 
8.107  923 
8.106  971 
8.106  013 
8.105  048 
8.104  075 
8.103  094 
8.102  107 


8.101  112 
8.100  109 
8.099  099 
8.098  081 
8.097  056 
8.096  023 
8.094  983 
8.093  934 
8.092  878 
8.091  814 


794 
800 
807 
814 
820 
826 

834 
839 
847 


n 


Q 


—  ^ 


8.090  743 

8.089  663 

,8.088  576 

8.087  480 

I 8.086  376 

18.085  265 

.8.084  145 

I8.083  017 

8.081  881 

8.080  736 

8.079  583 


853 

861 
867 

873 
881 

887 

895 
901 

908 
916 

922 

930 

937 

943 
952 
958 
965 

973 
981 

987 

995 

1003 
loio 
1018 
1025 

«033 
1040 

1049 

1056 

1064 

107 1 

1080 
1087 
1096 
1104 
IUI 
II 20 
1128 
1136 

«145 
««53 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


8.079  583 
8.078  422 
8.077  252 
8.076  074 
8.074  887 
8.073  692 
8.072  488 
8.071  275 
8.070  054 
8.068  824 


0.240 
0.241 
0.242 

0.243 
0.244 

0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


8.067  585 
8.066  336 
8.065  079 
8.063  813 
8.062  538 
8.061  254 
8.059  960 
8.058  657 
8.057  345 
8.056  023 


8.054  692 
8.053  351 
8.052  000 
8.050  640 
8.049  270 
8.047  890 
8.046  501 
8.045  101 
8.043  691 
8.042  272 


8.040  841 
8.039  401 

8.037  950 
8.036  489 
8.035  018 

8.033  535 
8.032  042 
8.030  539 
8.029  024 
8.027  498 


8.025 
8.024 
8.022 
8.021 
8.019 
8.018 
8.016 
8.014 
8.013 
8.011 


962 

414 

855 
285 

703 

HO 

506 
889 
261 
621 


8.009  969 


69 


1161 
1170 
1178 
1187 
1195 
1204 
1213 
1221 
1230 

1239 

1249 

1257 
1266 

1275 

1284 
1294 

1303 
1312 
1322 

1331 

1341 

«35« 

1360 

1370 
1380 

1389 
1400 

1410 

1419 

1431 

«440 

1451 
1461 

1471 

1483 

«493 

1503 

«5«5 
1526 

1536 

1548 

«559 

1570 

1582 

1593 
1604 

1617 

1628 

1640 

1652 
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-^ 
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Q 
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Q 

-^ 

rfc« 

Q 

^J 

±n 

1 

/ 

o.ooo 

8^142  668 

t 

0.050 

8^142  016 

»7 
27 

»7 
28 
28 

O.IOO 

8«i40  054 

53 
53 
54 
54 
55 
55 
56 
57 
56 

0.150 

8*136  765 

80 

0.200 

1 

8*i3a  117 

i^* 

o.oox 

8^142  667 

1 
0 

0.051 

8,»i4i  989 

O.XOI 

8«|140  001 

0.151 

8*136  685 

80 

0.201 

8*1 3a  010  ;;. 

0.002 

8„i42  667 

0.052 

81,141  962 

0.102 

8„i39  948 

0.152 

8*136  605 

81 

0.202 

8*13.  903;  ^,^ 

8*131  794'  !; 

0.003 

8„i42  665 

m 
1 

0.053 

8hHI  935 

0.103 

8«X39  894 

0.153 

8*136  5»4 

81 

0.203 

0.004 

8^142  663 

2 

3 
3 
4 
5 

0.054 

8«i4i  907 

0.104 

8«! 39  840 

0.154 

8*136  443 

81 
83 

82 

0.204 

«««31  686  ; 

0.005 

811142  661 

0.055 

8^141  879 

0.105 

8n'39  785 

0.155 

8*136  36a 

0.205 

8*131 576!;;! 

0.006 

8«i42  658 

0.056 

8„i4i   850 

29 

30 
30 
30 

0.106 

8«i39  730 

0.156 

8*136  279 

0.206 

8*131  466 

III 

11« 

0.007 

8nI4»  655 

0.057 

8^141  820 

0.107 

8^139  674 

0.157 

8^136  197 

84 
84 

0.207 

8*131  356 

0.008 

8„I42  651 

0.058 

8„i4l   790 

0.108 

8nU9  617 

0.158 

8*136  113 

0.208 

8«! 31  a45 

0.009 

811I42  646 

0.059 

8„i4i  760 

0.109 

8h«39  5^« 

0.159 

8*136  o»9 

0.209 

8h«31   133:  "•  ( 

5 

3* 

58 

84 

O.OIO 

o.oti 

8„I42  641 
8ni4a  636 

5 

6 

6 

7 
8 
8 

9 
9 
9 

0.060 
0.061 

8^141  728 
8„i4i  697 

3« 

0.110 
O.lll 

8f|i39  503 
8ni39  445 

58 

0.160 
o.i6i 

8*135  945 
8^135  860 

85 
85 

86 

87 

87 
88 

0.210 
0.211 

8*131  021' 
8-130  909     " 

0.012 

8„i4i  630 

0.062 

8„i4i  665 

^ 

3* 

33 

0.112 

8h139  386 

59 

59 

59 
60 

0.162 

8*135  775 

0.212 

8»i3o  795    ,,: 

0.013 

8-142  624 

0.063 

8ni4l  632 

0.113 

8«I39  3*7 

0.163 

8*135  689 

0.213 

8«i30  682      J 
8-130567';; 
8-130  45*    ,,c 

8-130  337 ;;: 

0.014  8^142  617 

0.064 

8hI4I   599 

33 
34 
34 

35 
35 
36 

0.114 

8„i39  268 

0.164 

8*135  602 

0.214 

0.015  8^142  609 

0.065 

8nl4«   565 

0.115 

8„139  ao8 

61 

0.165 

8*135  515 

0.215 

0.016 

81,142  601 

0.066 

8^141   53» 

—                                ^ 

0.II6 

8^139  147 

61 
62 

0.166 

8*135  4*7 

00 
88 

89 
89 

• 

0.216 

0.017 

8„i42  592 

0.067 

8„I41  496 

—                            ^ 

0.117 

8^,139  086 

0.167 

8*135   339 

0.217 

8-130  a2i 
8-130  104   „. 

0.018 

8ni4*  5«3 

0.068 

8„i41  461 

0.118 

8«! 39  024 

VA 
62 

0.168 

8*135  *5o 

0.218 

0.019 

8»«4*  574 

0.069 

8ni4l  4*5 

0.119 

8h« 38  96» 

WÄ 

0.169 

8*135  161 

0.219 

8-1*9  9«7 

11 

36 

, 

63 

90 

iix 

0.020 

8^142  563 

10 
12 
11 

13 
12 

14 
13 
«5 
»5 

0.070 

8n»4X   389 

37 
37 
38 
39 
39 

0.120 

8ni38  899 

6j 
64 

66 

0.170 

8*135  071 

91 
91 

91 
9a 

93 
93 
94 
94 
95 

0.220 

8-1*9  869'     , 

0.021 
0.022 
0.023 

«n>4»  553 
81.14*  541 
8„i42  530 

0.071 
0.072 

0.073 

8^141   352 

8»i4«   315 

8^141   277 

0.121 
0.122 
0.123 

8^138  836 
8„i38  77a 
8^138  707 

0.171 
0.172 

0.173 

8*134  980 
8„i34  889 
8*134  798 

0.221 

O.X2S 
0.223 

8*1*9751',,, 
8^129  631  ,.. 

8*1*9  5"  p: 

0.024 
0.025 

««14»  5«7 
««M*  505 

0.074 
0.075 

8^141   238 
8„i4i   199 

0.124 

0.125 

8.,  138  642 
8«i38  577 

0.174 
0.175 

8*134  706 
8*134^613 

0.224 
0.225 

8*1*9  391 ,;, 

8-1*9  *?•    ,,t 

0.026 

««14*  49» 

0.076 

8^,141   160 

39 
40 
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0.126 

8„i38  5" 

67 
67 
67 

0.176 

8*134  5»o 

0.226 

8-1*9  ISO   i'jj 

0.027 

8„i4a  478 

0.077 

8^141   x*o 

0.127 

8ni38  444 

0.177 

8„i34  4*6 

0.227 

8*1*9  OJ»   ,„ 

0.028 
0.029 

8^14»  463 
8^*4*  448 

0.078 
0.079 

8^141  079 
8nMi  038 

4* 
41 

0.128 
0.129 

8nn8  377 
8*138  310 

0.178 
0.179 

8*134  33a 
8*134  *37 

O.S28 

0.229 

8-1*8  906 
8^i2t  7«J   "' 

15 

41 

69 

95 

1:1 

0.030 

8h14*  433 

16 

0.080 

8n«40  997 

4» 

43 

0.130 

8h138  241 

68 

0.180 

8*1 3*  14» 

96 

97 

97 

97 

98 

99 

99 
100 

101 

0.230 

8h1*8  660 

0.031 

8„I42  4« 7 

16 

0.081 

8«140  955 

0.131 

8*138  173 

70 

69 
71 
71 

71 

0.181 

8*134  046 

0.231 

8*1*8  5J<    ,. 

0.032 

8„i4a  40» 

«7 
18 

0.082 

8^140  9" 

0.132 

8*138   103 

0.182 

8*133  949 

0.232 

8*1*8  411  ,;: 

0.033 

8«i4»  384 

0.083 

8^140  869 

43 

0.133 

8*138  034 

0.183 

8*133  85a 

0.233 

8-1*8  ^l^   „, 

0.034 

8^141  366 

0.084 

8w«40  825 

44 

0.134 

8*137  963 

0.184 

8*133  755 

0.234 

8*1*8  160   j^. 

0   035 

8^142  348 

A  0 
18 

«9 
20 

20 

0.085 

8hM0  781 

44 

0.135 

8*137  892 

0.185 

8*133  657 

0,235 

8-ia8  035    j.. 

0.036 

8^142  330 

0.086 

8n"40  736 

45 

0.136 

8*137  821 

0.186 

8*133  558 

0.236 

8-ia-  90*   j.. 

8*1*7  -9  ,:. 
y27  651  ,:^ 

8*127  5*2 

0.037 
0.038 
0.039 

8w«4»  3" 
8»i4a  »91 
8«i4*  »71 

0.087 
0.088 
0.089 

8„i4o  691 
8^140  645 
8f|i40  599 

45 
46 
46 

0.137 
0.138 

0.139 

8*137  749 
8*137  677 
8*137  604 

7* 
7» 
73 

0.187 
0.188 
0.189 

8*133  459 
8*133   359 
8*133  a58 

0.237 
0.238 

0.239 

21 

47 

74 

101 

1:« 

0.040 
0.041 
0.042 

8„i42  250 

8n>4»  »»9 
81,142  208 

21 
21 

«3 
22 

»3 

»4 

»4 

»5 
26 

0.090 
0.091 
0.092 

8^140  554 
8„140  504 
8„i40  456 

48 
48 
48 

49 

50 

0.140 
0.141 
0.142 

8*137  530 
8*137  456 
8*137  381 

74 
75 
75 
76 
76 
77 
77 
78 
78 

79 

0.190 
0.191 
0. 192 

8*133  157 
8*133  056 
8*1 3a  954 

101 
102 
103 

103 
104 

104 

105 

105 
106 

o.»40 
0.24t 
0.242 

8-1*7  39J    ,. 

8.127  263  ;:; 

8.12T    153    ,!, 

0.043 

0.044 
0.045 

8^142  185 
8^142   163 
8«142   140 

0.093 

0.094 
0.095 

8^140  408 

8„i40  359 
8„i40  309 

0.143 
0.144 

0.145 

8*137  306 
8*137  130 
8*137  154 

0.193 
0.194 
0.195 

8*132  851 
8*1 3a  748 
8*13*  644 

0.243 
0.244 
0.245 

8.12-  001     \ 

8.126  8-0  ;r 
8.126  -5*  ,;: 

0.046 

8^142   116 

0.096 

8„i40  259 

50 
50 

0.146 

8*137  077 

0.196 

8*13»  540 

0.246 

«••«6  ^s 

0.047 

8„I42  092 

0.097 

8„140  209 

0.147 

8,,i37  000 

0.197 

8*i3a  435 

0.247 

8*126  4-1     ,.. 

0.048 

8^142  067 

0.098 

8„i40  158 

5* 

5* 

0.148 

8*136  9*a 

0.198 

8*1 3a  330 

0.248 

«-"6  35*      ' 

0.049 

8^142  041 

»5 

0.099 

8„i40  106 

0.149 

8^136  844 

0.199 

8*i3a  224 

107 

o.249!«*ia6  205   ,,.  | 

0.050 

8^142  016 

0.100 

8«! 40  054 

5* 

0.150 

8*136  765 

0.200 

8*i3a  117 

0.250 

8.126  06k 

_J 

549 
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log  {Q,5  (»)} 
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Q 


— ^ 


n 


Q 


^J 


n 


Q 


^J 


±n 


Q 


^J 


n 


Q 


—  ^ 


o.ooo  I  7ii499  422 

0.00117^499  4«9 
3.002  ;7«499  4«a 

o.oo3,7«499  401 
0.004 17«499  38s 
o.oo?  7m499  3^4 
3.006  7^499  339 
0.007.7^499  309 
5.008  7«499  »75 
0.009   7^499  »36 


0.010  7„499  192 
0. Oll] 7^499  144 
0.012  7«499  092 
^•o»3  7ii499  034 
0.014  7#i498  972 
0.015  -7*149^  906 
0.016    7„49«  835 

5o<7'7»498  759 
0.018  7^98  679 
0019    7^98  594 


0.020  '  7h49«  504 
o.ozi  :7,«498  410 
0.022 '7„49«  3" 
0.023  7n498  io8 
0.024  7«49«  »00 
c.02^-  7n497  987 
0.026  7h497  870 
0.027  7h497  748 
0.02«  7»t497  622 
5.029   7»t497  49» 


7h497  355 
7«497  »«5 
7«497  070 

7»i496  9»o 
7^496  766 

_    7,t496  607 

0.036   7«49^  443 

0.03-    7fi496  »75 

0.038    7«49^  »o» 

0.039   7n495  9*5 


0.030 
0.031 
^•032 
C.033 
0.034 
0.03? 


1 


0.040 
•0.041 
C.042 
0.043 

-0.044 
.04? 
C.046 
0.047 
0.048 
C.049 
0.050 


7  «495 

7  «495 
7«495 
7«495 
7  «494 
7  «494 
7«494 
7f,494 
7  «494 
7«493 
7  «493 


743 
556 
364 
168 
967 
761 

55t 
336 
116 
892 
663 


3 
7 

II 
16 
21 

»5 
30 
34 
39 

44 

48 

5* 

58 
62 
66 

71 
76 
80 

85 

90 

94 

99 

03 
08 

«3 

17 
22 
26 

3» 
36 

40 

45 

50 

54 

59 
64 

68 

73 
77 

82 

87 

9» 
96 

201 

206 

210 

215 

220 

224 

229 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 

0.054 
0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0,070 
0.071 
0,072 

0.073 

0.074 

0.075 
0.076 

0.077 
0.078 

0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0,090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


7»493 
7n493 
7n493 
7«49a 
7n49* 
7«49* 
7#i49* 
7«49» 
7n49l 
7n49» 


7n49« 

7«490 
7»,490 
7n49o 
7,^89 

7m489 
7«489 
7  »,489 
7n488 

7«488 


7„488 

7n487 
7w487 
7«487 
7,t486 

7  «486 

7«486 

7,K^85 
7«485 
7»484 


7^484 
7.1484 
7h483 
7«483 

7,1483 
7«482 
7«482 
7«48l 
7«48i 
7fi48o 


7«48o 
7»48o 

7r,479 
7«479 
7,i478 
7„478 
7«477 
7m477 
7w476 
7«476 
7«476 


663 
429 
190 

947 
699 
446 
188 
926 
659 
387 


HO 

829 

542 
251 

955 

655 
349 

039 

724 

403 


078 

749 
414 
074 

730 
381 
026 
667 
303 
934 


560 
181 

798 

409 
015 

616 

212 

803 

389 

970 


546 

117 
683 

244 
799 
350 
895 
436 
971 
501 
026 


234 

239 

243 
248 

253 
258 
262 
267 
272 

277 

281 
287 
291 
296 
300 
306 
310 

315 
321 

325 

329 
335 
340 
344 
349 
355 
359 
364 
369 

374 

379 

383 

389 

394 

399 

404 

409 

414 
419 

424 

429 
434 
439 
445 
449 
455 
459 
465 
470 

475 


O.IOO 
O.  lOI 

0.102 
0.103 
0.104 
o.  105 
0.106 
0.107 
0.X08 
0.109 


O.IIO 
O.III 
0.II2 

0.113 
0.114 
0.X15 
0.II6 
0.II7 
0.118 
0.119 


0.120 

0.I2I 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0,131 
0.132 
0.133 
0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
0.142 
0.143 

o.  144 

0.145 

0.146 

0.147 

0.148 
o.  149 
0.150 


7n476 
7«475 
7«475 
7,i474 
7n474 
7n473 
7«473 
7  «472 

7n47» 
7n47i 


026 

546 
060 

5691 

073 

572' 

066 

554 
037 
515I 


7»f470 

7«470 

7«469 

7^469 
7,^68 

7m468 
7ti467 

7„466 
7«465 


7fi465 
7n464 
711464 
7w463 
7,1463 
7«462 

7  »461 
7,.46i 
7«46o 

7«459 


7m459 
7«458 
7«458 
7«457 
7w456 
7«456 
7«455 
7«454 
7«453 
7n453 


7,i452 
7„45i 
7„45i 
7«450 

7i,449 
7n449 
7,,448 

7  «447 
7  «446 
7  «446 

7»445 


987 

454 
916 

373 
824 

269 

710 
144 

574 
998 


416 
829 

237 

639 
036 

427 
812 
192 
566 

935 


298 

655 
006 

352 

693 

027 

356 
679 

997 

308 


613 

9«3 

207! 

495. 
7771 
0531 
323' 
587- 

845' 
098 

344 


480 
486 
491 
496 
501 
506 
5»2 

I  5>7 
522 

518 

533 
538 
543 
549 
555 

559 

566 

570 
576 

582 

587 
592 
598 
603 
609 

61S 

620 
626 

631 

637 

643 
649 

654 

659 
666 

671 

677 
682 

689 

695 

700 
706 

712 
718 

724 
730 
736 
742 

747 
754 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
o.  156 

0.157 
0.158 

0,159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 
0.172 

0.173 

0.174 

0.175 
0.176 

0.177 

0.178 

0,179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 
0.193 
0.194 

0.195 
o.  196 

0.197 

o.  198 
0.199 
0.200 


7fi445 
7n444 
7,i443 
7«443 
7n442 

7  «441 
7«440 

7»439 
7«439 
7fi438 


7n437 
7tAl^ 
7«435 
7n434 
7«434 
7t^33 
7ri432 

7n43l 
7«430 
7»429 


7n428 
7n428 

7,i427 
7«426 

7«425 
7«424 
7,1423 
7«422 
7n42i 
7n420 


344 
584 
818 

045 
267 
482 
692 

895 
092 

281 


466 

644 

816 

981 

139 
292 

437 
577 
710 
836 


955 
069 

«75 

275 
368 

454 
534 
606 

672 
731 


1 


7,1419  783 
7,|4i8  829 
7„417  867 
7^16  898 
7«4>5  922 
7«4i4  940 
7«4i3  950 
7«4t2  953 
7„4ii  948 
7n4«0  937 


7h409  918 
7 „408  892 
7„407  859 
7„4o6  818 
7,i405  770 
7„404  715 
7,,403  652 
7„402  581 

7«40i  503 
7„400  417 

7« 399  324 


760 
766 

773 

778 

785 
790 

797 
803 
810 

816 

822 
828 

835 
842 

847 

855 
860 

867 
874 

881 

886 

894 
900 
907 
914 
920 
928 

934 
941 

948 

954 
962 

969 

976 

982 

990 

997 
1005 
1011 

1019 

1026 

1033 
1041 

1048 

1055 
1063 
1071 
1078 
1086 
1093 


0.100 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0,208 
0.209 


0.2x0 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


7n399 
7t,398 
7n397 
7«395 
7fi394 
7«393 
7n392 

7«39« 
7„390 
7#,389 


7«387 
7n386 

7h385 
7«384 
7«383 
7h38i 
7m38o 

7n379 
7«378 
7«377 


7«375 
7«374 
7«373 
7«37t 
7«37o 

7„369 
7h368 
7»366 
7h365 
7«364 


7«362 
7«36i 
7,1360 

7,»358 
7„357 
7,.S55 
7„354 
7„353 
7„35> 
7h35o 


7,,348 

7,i347 
7«345 
7„344 
7«342 
7,.34i 
7,,339 
7«338 
7„336 
7h335 
7«333 


3*4 
223 

114 
998 

873 

74» 
601 

453 
297 
133 


960 

780 

59» 

395 
190 

976 

754 

524 
285 

038 


782 
5»7 

244 
962 

671 

371 
062 

744 
418 
082 


736 
382 
018 
645 
262 
870 
469 

057 
636 

206 


765 
314 

854 

383 
902 

411 

910 

399 
876 

344 
801 


101 
109 
116 

»25 
132 
140 
148 
156 
164 

»73 

180 
189 
196 
1205 
,214 
222 
230 

239 
247 

256 

265 

273 
282 

291 

300 

309 
318 

326 
336 

346 

354 
364 

373 
383 
392 
1401 
1412 
[421 
1430 

44» 

45» 
[460 

1471 

1481 

1491 

1501 

5»» 
523 
532 

543 


550 
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Q      -^ 


o.ooo 

O.OOl 

o.ooz 
0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.010 

O.OIl 
O.Ot2 

0.013 
0.014 
0.015 
o  016 
0.017 
0.018 
0.019 


O.O20 
0.021 
O.OZ2 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 
0.033 
0.034 
0.035 
0.036 

0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


7.267  606 
7.267  606 
7.267  605 
7.267  603 
7,267  601 
7.267  598 

7.267  595 
7.267  590 
7.267  586 
7.267  580 


7.267  574 
7.267  567 
7.267  559 

7.267  55» 
7.267  542 
7.267  533 
7.267  523 
7.267  512 
7,267  501 
7.267  489 


7.267  476 
7.267  463 
7.267  449 
7.267  434 
7.267  419 
7.267  403 
7.267  386 
7.267  369 

7  267  351 
7.267  332 


7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 
7.267 


3«3 

293 

273 
252 

230 

207 

184 

160 

136 

III 


7.267  085 
7.267  059 
7.267  031 
7.267  004 
7.266  975 
7.266  946 
7.266  917 
7.266  886 
7.266  855 
7.266  824 
7.266  792 


o 
I 

2 


7 
8 
8 

9 

9 
10 

II 

II 

11 

»3 

«3 

»4 

15 

»5 
16 

17 
17 
18 

»9 

«9 

20 
20 
21 
22 

»3 
23 

24 
24 
25 

26 

26 
28 
27 
29 
29 
29 
3« 
3» 
31 
3* 


0.050 
0.051 
0.052 

0.053 
0,054 

0.055 

0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

0.075 
0.076 

0.077 

0.078 

0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7» 
7. 


266 
266 
266 
266 
266 
266 
266 
266 
266 
z66 


79* 
759 
725 
691 
656 
620 
584 

547 
510 

471 


7.266  433 
7.266  393 
7.266  353 
7.266  312 
7.266  271 
7.266  229 
7.266  186 
7.266  143 
7.266  099 
7.266  054 

7.266  008 
7.265  962 
7.265  916 
7.265  868 
7.265  820 
7.265  772 
7.265  722 
7.265  672 
7.265  622 
7.265  571 


7.265  519 
7.265  466 
7.265  413 
7.265  359 
7.265  304 
7.265  249 
7.265  193 
7.265  137 
7.265  079 
7.265  021 


7.264  963 
7.264  904 
7.264  844 
7.264  783 
7.264  722 
7.264  660 
7.264  598 
7.264  535 
7.264  471 
7.264  407 
7.264  341 


33 
34 
34 
35 
36 
36 
37 
37 
39 

38 

40 
40 

41 
41 
42 

43 
43 
44 
45 

46 

46 
46 
48 
48 
48 
50 
50 
50 
5» 

52 

53 
53 
54 
55 
55 
56 
56 
58 
58 

58 

59 
60 

61 

61 

62 

62 

63 
64 
64 
66 


O.IOO 
•  .101 
O.  102 

0.103 
0.104 
0.105 
0.106 

0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
0.111 
O.  112 
0.113 

o.  114 
0.115 
0.116 
0.117 
0.II8 
0.119 


0.120 

O.  121 
0.122 
0.123 
124 

125 
126 

127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 
0.133 

0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


o.  140 
o.  141 
o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

o.  148 

0.149 

0.150 


7.264  ^341 

7.264  276 
7.264  209 
7.264  142 

7.264  074 

7.264  006 
7.263  937 
7.263  867 
7.263  797 
7.263  726 


7.263  654 
7.263  582 
7.263  509 
7.263  435 
7.263  361 
7.263  285 
7.263  210 
7.263  133 
7.263  056 
7.262  979 

7.262  900 
7.262  821 
7.262  741 
7.262  661 
7.262  580 
7.262  498 
7.262  416 
7.262  333 
7.262  249 
7.262  165 


7.262  080 
7.261  994 
7.261  908 
7.261  821 
7.261  733 
7.261  645 
7.261  556 
7.261  466 
7.261  376 
7.261  285 


7.261  193 
7.261  101 
7.261  008 
7.260  914 
7.260  819 
7.260  724 
7.260  629 
7  260  532 
7.260  435 
7.260  337 
7.260  239 


65 
67 
67 
68 

68 

69 

70 
70 

71 
7» 

72 

73 
74 
74 
76 

75 
77 
77 
77 

79 

79 
80 

80 

81 

82 

82 

83 
84 
84 

85 

86 

86 

87 
88 
88 

89 
90 
90 

91 
92 

92 
93 
94 
95 
95 
95 
97 
97 
98 
98 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
o.  156 

0.157 
0.158 

0.159 


0.160 
0.161 
o.  162 
0.163 
o.  164 
0.165 
o.  166 
0.167 
0.168 
o.  169 


0.170 
0.171 
172 

»73 
174 
175 
176 

177 
0.178 

0.179 


o.  180 
0.181 
0.182 
0.183 
o.  184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


o.  190 
0.I9I 
o.  192 

0.193 
0.194 

0.195 

0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


7.260  239 
7.260  140 
7.260  040 

7.259  940 
7.259  839 

7.259  737 
7.259  634 
7.259  531 
7.259  427 
7.259  323 


7.259  218 
7.259  112 
7.259  005 
7.258  898 
7.258  790 
7.258  682 
7  258  573 
7.258  463 
7.258  352 
7.258  241 


7.258  129 
7.258  017 

7.257  903 
7.257  789 
7.257  675 
7.257  559 
7.257  443 
7.257  327 
7.257  209 

7.257  091 


7.256  973 
7.256  853 
7.256  733 
7.256  612 
7.256  491 
7.256  369 
7.256  246 
7.256  123 
7.255  998 
7.255  873 


7.255  748 
7.255.622 

7.255  495 

7.255  367 

7.255  239 
7.255  HO 
7.254  980 
7.254  850 
7.254  719 

7.254  587 
7.254  455 


99 
00 

00 

Ol 

02 

03 
03 
04 
04 

05 

06 

07 
07 
08 
08 

09 
10 

II 

II 

12 

12 

«4 

14 

14 
16 

16 

16 

18 

18 

18 

20 
20 
21 
21 
22 

23 
23 
25 
25 

»5 

26 

27 
28 
28 

29 
30 
30 
3« 
3» 
3» 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.109 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 

0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.137 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 

0.147 
0.248 
0.249 
0.150 


7 

7 

7 

7. 

7. 

7 

7. 

7. 

7. 

7. 


254 
254 
254 
254 
253 
253 
253 
253 
253 
253 


455 1 

3«i 
188. 

053 
91H 

646  j 

5091 

3711 
232, 


in 

»3> 


»3- 


!  «3^ 


253 
25a 

25a 

25a 
25a 

7.251 
7.252 
7.252 
7.251 
7.251 


093 

953 
giz 

671 
52H 

3  Ab 

242, 

09K 

95ji 
808. 


7.251  661 
7-251   514 

7.251    36- 

7.15"  2»* 
7.251  o6<^ 

7.250  914 
7.150  7<>9 
7.250  ölk 
7.150  4bb 
7*150  3»3 


7. 
?• 
7. 
7. 
7. 
7. 
7. 
7- 
7* 
7. 


150  160 
250  oo«> 

249  8s» 
249  69b 

249  540 
249  3«3 
149  22b 
149  obK 
148  909 
148  -49 


7-24«  S»<^ 
7.148  4*^ 
7.148  ab^ 
7.248  104 
7.147  940 
7*247  ?- 
7.147  <»»» 
7.147  44- 
7.14T  1*» 
7.147  »U 
7-246  94* 


M« 
M» 
M5 
142 
\u 

u* 

ir 

1.4 

u 

i;: 

t;. 

Kl 

1%: 

»r> 

IC- 
IC* 

i:-! 
I   • 

I 

1  •. 

1 

«•»: 

I* » 
t^: 

1'-* 
1% 
r: 

!♦•. 

I»" 


554 


Tafel  VL 

log  {Q,^n)Y 


±n 


0.000 
0.001 
0.0O2 
O.OO) 

0.004 
:.oo5 
:.oo6 

C.OO"» 

o.ooS 
C.009 


Q 


9.010 

'>.on 


.837 
.837 
.«37 
.837 
.837 
.837 
.837 
.837 
.837 
.837 


656 

653 

647 

<^35 
620 

599 

574 
545 
511 
473 


6.837  430 
6.837  383 
0.012  6.837  331 
D.oij  6.837  »75 
014  6.837  214 
c.oi;|6.837  148 
o.oib  6.837  078 
:.oi-'6.837  004 


C.018 
0.019 


6.836  92s 
6.836  841 


•^.010  6.836  753 

.021  6.836  661 

022   6.836  564 

.023)6.836  462 

924'6.836  356 

-.2^6.836  245 

.0:0 '6. 836  130 

.02-  6.836  010 

'^2«  6.835  886 

'29  6.835  757 


030  6.835  623 
■  03116.835  485 

0^:6.835  343 

'»n'6.835  196 

CJ4I6.835  044 

0)^  6.834  888 

^l^  6.834  727 

c.c5-'6.834  562 

t.03ij.6.834  392 

t^39  6.834  217 


t.040  6. «34 
*-4«i6.833 
1.042  6.833 

EC43,6.833 
•-4416.833 
•  -4^  6.833 
_  .C46  6.832 
'4"'6.832 
04«  6.832 
049  6.832 
o;o  6.831 


C. 


038 

854 
666 

473 

275 

073 
866 

655 

439 
218 

993 


3 

6 

12 

15 
21 

»5 
29 

34 
38 

43 

47 
5* 

56 
61 
66 

70 
74 
79 
84 

88 

92 

97 
02 
06 
Ji 

15 

20 

»4 
29 

34 

38 
4* 
47 
5* 
56 
61 

65 

70 

75 

79 

84 
88 

93 

98 

202 
207 
211 
216 
221 
225 


±n 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 

0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
o«o6i 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 

0.097 
0.098 
0.099 
0.100 


Q 


—  ^ 


6.831  993 
6.831  763 
6.831  529 
6.831  290 
6.^31  046 
6.830  797 
6.830  544 
6.830  286 
6.830  024 
6.829  756 


6.829  484 
6.829  ao8 
6.828  926 
6.828  640 
6.828  350 
6.828  054 
6.827  754 
6.827  449 
6.827  139 
6.826  825 


6.826  505 
6.826  181 
6.825  853 
6.825  519 
6.825  >8i 
6.824  838 
6.824  490 
6.824  137 
6.823  779 
^.823  417 


6.823  049 
6.822  677 
6.822  300 
6.821  918 
6.821  53t 
6.821  140 
6.820  743 
6.820  341 
6.819  935 
6.819  524 


6.819  107 
6.818  686 
6.818  260 
6.817  829 

6.817  393 
6.816  951 
6.816  505 
6.816  054 
6.815  598 
6.815  136 
6.814  670 


1 


230 

234 
239 

244 

249 

»53 

258 

262 
268 

272 

276 
282 
286 
290 
296 
300 

305 
310 

3«4 

320 

3*4 
328 

334 
338 

343 

348 

353 
358 
362 

368 

372 

377 
382 

387 
391 

397 
402 
406 
411 

417 

421 
426 

43" 

436 
442 
446 

45' 
456 

462 

466 


n 


Q 


^J 


0.100 

O.IOI 

0.102 
0.103 
o.  104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


o, 
o. 
o, 
o. 
o, 
o. 
o. 
o, 
o, 
o. 


110 
111 

112 

"3 

114 

115 
116 

117 
118 
119 


0.120 
0.121 
0.122 
0.123 
0.124 

0.125 

0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.13! 
0.132 

0.133 
0.134 
0.135 

0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
0.142 

0.143 
0.144 
0.145 

0.146 

0.147 

0.148 

0.149 

o.  150 


6.814  670 
6.814  199 
6.813  722 
6.813  241 
6.812  754 
6.812  262 
6.811  765 
6.811  263 
6.810  756 
6.810  244 


6.809  726 
6.809  203 
6.808  675 
6.808  142 
6.807  604 
6.807  060 
6.806  511 
6.805  957 
6.805  397 
6.804  833 


6.804  261 
6.803  687 
6.803  106 
6.802  520 
6.801  928 
6.801  331 
6.800  729 
6.800  121 
6.799  508 
6.798  889 


6.798  265 
6.797  635 
6.797  000 

6.796  359 
6.795  713 
6.795  061 
6 . 794  403 

6.793  740 
6.793  071 
6.792  396 


6.791  716 

6.791  031 

6.790  339 
6.789  642 

6.788  939 

6.788  230 

6.787  5'5 
6.786  795 

6.786  069 

6.785  337 

6.784  599 


47« 

477 
481 

487 
492 
497 
502 

507 
512 

518 

523 

528 

533 

538 

544 

549 

554 
560 

564 
571 

575 
581 
586 

592 

597 
602 

608 

613 
619 

624 

630 

635 
641 

646 

652 

658 

663 

669 

675 
680 

685 
692 

697 

703 

709 

715 

720 
726 

732 
738 


o.i 
0.1 
o.i 

O.  1 

0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 


0.160 
o.  161 
0.162 
o.  163 
0.164 
0.165 
o.  166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 
0.172 

0.173 

O.I74 

0.175 
0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


o.  180 
0.181 
0.182 

0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 
0.196 
0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


Q 


6.784  599 
6.783  855 
6.783  105 
6.782  350 
6.781  588 
6.780  820 
6.780  047 
6.779  267 
6.778  481 
6.777  690 


6.776  892 

6.776  088 

6.775  278 
6.774  461 

6.773  639 
6.772  810 
6.771  975 
6.771  134 
6.770  286 
6.769  432 


6.768  572 
6.767  706 
6.766  832 
6.765  953 
6.765  067 
6.764  174 
6.763  275 
6.762  370 
6.761  458 
6.760  539 


6.759  613 
6.758  681 
6.757  742 
6.756  797 
6.755  844 
6.754  885 

6.753  9«9 
6.752  946 

6.751  967 

6.750  980 


6.749  986 
6.748  986 

6.747  978 
6.746  963 

6.745  94« 
6.744  9>2 

6.743  876 
6.742  832 
6.741  782 
6.740  724 
6.739  658 


±n 


744 
750 

755 
762 

768 

773 
780 

786 
79  > 

798 

804 
810 

8i7 
822 
829 

835 

841 

848 
854 

860 

866 

874 

879 
886 

893 
899 

905 
912 
919 

• 

926 

932 

939 

945 

953 

959 
966 

973 
979 
987 

994 

1000 
1008 
1015 
1022 
1029 
1036 
1044 
1050 
1058 
1066 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 

0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.23B 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


Q 


6.739  658 
6.738  585 

6.737  505 
6.736  418 

6.735  323 
6.734  220 

6.733  «>o 

6.731  992 

6.730  866 
6.729  733 


6.728  592 
6.727  443 
6.726  287 
6.725  122 
6.723  950 
6.722  769 
6.721  581 
6.720  385 
6.719  180 
6.717  967 


6.716  746 

6.715  517 
6.714  280 

6.713  034 

6.711  780 

6.710  517 

6.709  245 

6.707  966 

6.706  677 

6.705  380 


6.704  074 
6.702  760 
6.701  436 
6.700  104 
6.698  762 
6.697  412 
6.696  052 
6.694  684 
6.693  306 
6.691  918 


6.690  522 
6.689  116 
6.687  701 
6.686  276 
6.684  841 
6.683  397 
6.681  943 
6.680  480 
6.679  006 
6.677  523 
6.676  029 


—  ^ 


[073 
[080 

1087 
1095 
103 
110 
118 
126 

«33 
141 

«49 
156 

«65 
172 

181 

188 

196 

205 

213 

221 

229 

237 
246 

254 
263 

272 

279 
289 

297 
306 

3«4 
324 
332 
342 
350 
360 
368 
378 
388 

396 

[406 

'415 

425 

1435 
1444 

454 
463 

1474 

483 

1494 
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Q 


-~J 


n 


Q 


-^J 


n 


Q 


—  ^ 


±n 


—  J 


Q      -- / 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OIl 
O.OI2 
0.013 
0.014 

o.ois 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


o.oao 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
o.oa8 
0.029 


0.030 
o  031 
0.032 

0033 
0.034 

0.035 

0.036 

0.037 

0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


M73 
6n473 
M73 
6«473 
6»473 
6„473 
6«473 
6n473 
M73 
M73 


6n473 
6«473 
6„473 
6„473 
M73 
M73 
M73 
6«473 
6n473 
M73 


661 
660 
659 
658 

65s 
652 

648 
643 
638 
632 


625 
618 
610 
601 

591 

570 

558 
546 

533 


6t,473  519 
6w473  S05 
6h473  489 
6n473  473 
6n473  457 
6»473  439 
M73  4»! 
6„473  402 
6«473  383 
6„473   363 


6«473 
6m473 
6»473 
M73 
6«473 
6»t473 
6»473 
6n473 
6»473 
M73 


342 
320 
298 

274 
251 
226 
201 

»75 
148 

121 


M73  093 
6m473  064 
M73  035 
6„473  005 
6h472  974 

M72  94a 
6„472  910 

6^472  877 
6^472  843 
6„472  809 
6„472  774 


I 
I 
I 

3 
3 

4 

5 

5 
6 


7 
8 

9 
10 

10 
II 
12 
12 
13 

14 

14 
16 

16 

16 

18 

18 

19 

19 

20 

21 

22 
22 

*4 

»3 

*5 

*5 
26 

27 

27 

28 

29 

29 
30 
3» 
32 
32 
33 
34 
34 
35 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
o  092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  too 


6«47a  774 

6h472  738 

6^47*  70» 
6^472  664 

6^^472  626 

6^472  587 

6^472  548 

6„472  508 

6„472  467 

6n47*  425 


6^47»  383 
6^472  34i> 

6^472  296 
6„472  252 
6^472  207 
6^472  161 
6„472  114 
6^472  067 
6^472  019 

6„47i  971 


M71 
6n47i 
6n47i 
6h47I 
6»47i 
6„47i 
6n47i 
6n47i 
6h47I 
6n47i 


921 
871 
820 
769 
716 
663 
610 

555 
500 

444 


6^471  388 
M71  33» 
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6„i64  65i    ^^, 

6«!  64   170    ^g, 
6,.i63  684   f^^ 

1 
0.150  6,4136 

353 

m  t  A 
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0.155  6„i32 
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0.107 

6.^63   192    "^^ 
6,.i62  696    ^96 
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0.16616,4123 

895 

0.216 
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7,58« 
7,582 

7,583 
7,584 
7,585 
7,585 


7,586 

7,587 
7,588 

7,589 
7,590 
7,590 

7,59« 
7,592 

7,593 

7,594 


7,595 
7,595 
7,596 
7,597 
7,598 

7,599 
7,600 

7,600 

7,601 

7,602 


7,603 
7,604 
7,605 
7,605 
7,606 
7,607 
I 7,608 
7,609 
7,610 
7«6«o 
7,6  II 


316 

«34 
953 
773 
594 
416 

239 
062 

886 

711 


537 
363 
190 
018 
846 

675 

504 

334 
164 

994 


825 
657 

489 
321 

«53 
986 

818 

65« 

485 
318 


«5« 

985 

818 
652 
486 
319 

«53 
986 

819 
652 


485 
318 

«5« 

983 
815 
646 
478 

309 
«39 
969 
799 


818 
819 
820 
821 
822 
823 
823 
824 
825 

826 

826 
827 
828 
828 
829 
829 
830 
830 
830 

831 

832 
832 

832 
832 

833 
832 

833 
834 
833 

833 

834 

833 
834 

834 
833 
834 
833 
833 
833 

833 

833 

833 
832 

832 

831 

832 
831 

830 
830 
830 
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d:m 


—  ^ 


dr  m 


—  ^ 


m 


— -i/ 


m 


— -i/ 


•n 


p   i-j 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 

0.007 
0.008 
0.009 


0.010 
O.OII 

0.012 

0.013 

0.014 
0.015 
0.016 

0.017 
0.018 
0.019 


0.020 

0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 

0.034 

0.035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 

0.045 

0.046 

0.047 
0.048 
0,049 
0.050 


«.369  911 
«.369  911 
8.369  909 
8.369  906 
8.369  901 
8.369  895 

8.369  868 

8.369  880 
8.369  870 

8.369  859 


8.369  847 
8.369  833 

8.369  819 
8.369  803 
8.369  785 
8.369  767 

8.369  747 
8.369  725 
8.369  703 
8.369  679 


8.369  654 
8.369  628 
8.369  600 
8.369  571 
8.369  541 
8.369  509 
8.369  476 
8.369  442 
8 . 369  407 
8.369  370 


8.369  33a 
8.369  293 
8.369  252 
8.369  aio 
8.369  167 
8.369  123 
8.369  077 
8.369  030 
8.368  982 
8.368  932 


8.368  881 
8.368  829 
8.368  775 
6.368  721 
8.368  665 
8.368  607 
8.368  548 
8.368  468 
8.368  427 
8.368  365 
8.368  301 


o 

2 

3 

S 
6 

7 
8 

10 

II 

12 

«4 

14 
16 

18 

18 

20 

22 

22 

*4 

«5 

26 
28 
29 
30 
3* 
33 
34 
35 
37 

38 

39 
41 
4* 

43 
44 
46 

47 
48 
50 

51 

5* 
54 
54 
56 
58 

59 
60 

61 

62 

64 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
o .  076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


8.368  301 
8.368  236 
8.368  169 
8.368  102 
8.368  032 
8.367  962 
8.367  891 
8.367  818 

8.367  743 
8.367  668 


8.367  591 
8.367  513 

8.367  433 

8.367  353 
8.367  271 
8.367  187 
8.367  103 
8.367  017 
8.366  929 
8.366  841 


8.366  751 
8.366  660 
8.366  567 
8.366  474 
8.366  378 
8.366  282 
8.366  184 
8.366  085 
8.365  985 
8,365  883 


8.365  780 
8.365  676 

8.365  570 
6.365  464 

8.365  355 
8.365  246 

8.365  135 
8.365  023 

8.364  909 
8.364  795 


8.364  679 
8.364  561 
8.364  442 
8.364  322 
8.364  201 
8.364  078 

8.363  954 
8.363  829 
8.363  702 

8.363  574 
8.363  445 


65 
67 

67 

70 
70 

71 
73 
75 

75 

77 

78 
80 
80 
82 
84 

84 
86 

88 

88 

90 

9« 
93 
93 
96 
96 
98 

99 
100 

102 

103 

104 
106 
106 
109 
109 
III 
112 
114 
114 

116 

118 
119 
120 
121 

"3 
124 

ti5 

127 
128 

129 


O.IOO 
O.IOl 

0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 
O.II2 

0.II3 
0.II4 

0.II5 

0.116 
0.117 
0.II8 
0.II9 


0.120 
0.121 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 

0.135 

0.136 
0.137 

0.138 

0.139 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


140 

141 

142 

143 
144 

H5 

146 

147 

148 
149 
150 


8.363  445 

8.363  3«4 
8.363  182 
8.363  049 
8.36a  914 
8.362  778 
8.362  641 
8.36a  502 
8.36a  363 
8.36a  221 


8.362  079 

8.361  935 
8.361  789 

8.361  643 

8.361  495 

8.361  346 

8.361  195 

8.361  043 

8.360  890 

8.360  735 


8.360  579 
8.360  421 
8.360  263 
8.360  103 
8.359  941 
8.359  779 
8.359  615 

8.359  449 
8.359  282 

8.359  "4 


8.358  945 
8.358  774 
8.358  602 
8.358  428 
8.358  253 
8.358  077 
8.357  899 
8.357  720 
8.357  540 
8.357  358 


8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 


357 
356 
356 
356 
356 
356 


175 
991 

805 

618 

429 

»39 


356  048 

355  855 
355  661 
355  466 
355  269 


31 
3» 

33 
35 
36 
37 
39 

39 
42 

4» 

44 
46 
46 
48 

49 
5« 
5« 
53 
55 

56 

58 
58 
60 
62 
62 

64 
66 

67 
68 

69 

7« 

72 

74 
75 
76 
78 

79 
80 

82 

83 

84 
86 

87 
89 
90 
91 
93 
94 
95 
97 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 
0.157 
0.158 
0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 
0.172 

0.173 

0.174 
0.175 

0.176 

0.177 
0.178 
0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


190 

191 

192 

193 

194 

195 

196 

«97 

198 

199 
200 


8.355  «69 
8.355  071 
8.354  871 
8.354  670 
8.354  468 
8.354  264 
8.354  059 
8.353  853 
8.353  645 
8.353  436 


8.353  225 

8.353  013 
8.352  800 
8.352  585 
8.352  369 
8.351  151 

8.351  93» 

8.351  712 

8.351  490 
8.351  267 


8.351  04a 
8.350  816 
8.350  589 
8.350  360 
8.350  130 
8.349  898 
8.349  665 
8.349  430 
8.349  «95 
8.348  957 


8.348  718 
8.348  478 
8.348  237 
8.347  994 
8.347  749 
8.347  504 

8.347  256 
8.347  008 

8.346  758 
8.346  506 


8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 
8. 


346  253 
345  999 
345  743 
345  485 
345  227 
344  966 
344  705 
344  442 
344  177 
343  9"« 
343  644 


198 
200 

20 1 

202 
204 
205 
206 
ao8 
209 

an 

aia 

ai3 

215 
2161 

218 

219 

220 

222 
223 

225 

226 

227 

aa9 
a3o 

»3» 
»33 
235 
235 
238 

»39 

a40 

241 

243 

245 
245 

248 

248 

250 

252 

»53 

»54 

256 
258 
258 
261 
261 
263 

265 
266 
267 


o.aoo 
o.aoi 
o.aoa 
o.ao3 
o.ao4 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


o.aio 
o.aii 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


o.aao 
o.aai 
o.2aa 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.23a 
0.233 
0.234 

0.23S 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


8.343 
8.343 
8.343 
8.342 
8.342 
8.342 

8.342 
8.341 
8.341 
8.341 


8.340 
8.340 

8.340 
8.340 

8.339 
8.339 
»339 
8.338 

8.338 
8.338 


644 

375 
105 

833 

560 

285 
009 

75« 

451 
1:1 


26<^ 
2-C 

2-< 
i   281 


889 

606, 

32l| 

034 

746 

45- 

166 

874 

5801 

284" 


8.337  9«« 
8.337  68g 
8.337  3*<* 
8.337  088 
8.336  785 

8.336   481  ; 

8.336  i'^; 

8.335  8^- 
8.335  SS"* 
«•315  U^ 


8.334  91'> 
8.334  623 
8.334  10* 
8.333  9<*- 
8.333  6-4 
8.333  3U 

«.333  055 
8.33a  -II 

8.33»  3«- 
8.33a  001 


z8: 

2»j 
2</^ 

::i 
••• 

.'  • 
)•* 

;:* 


*  1  ♦ 


3'3 


«!  • 


*  *  t 


%'• 


0.240  8 

0.241 ;8 
0.242I8 

0.243   8 
o.a44 

o.a45 

0.^46 

o.a47 

0.248^8 

o.a4Ql8 

0.25018 


8 
8 

8 

8 


33«  "3^ 

33«  4<^' 
331  0-; 

330  -45 

330  4^^ 
330  o"; 

3»9  "5^ 

324  o^i 
328  •-:•* 
3»8  3'» 


•  I  * 
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±m 


+  ^ 


m 


+  ^ 


m 


+  ^ 


±  m 


+  ^ 


m 


+^ 


o.ooo  6 
o.ooi  6 

0.002 
O.OOJ 

:.oo4 

0.00) 

0.006 
c.oo- 
2.008  6. 
C.009  6. 


6. 
6. 
6. 
6. 
6. 
6. 


578  934 
57«  937 
57«  945 
57«  959 

578  977 

579  00» 

579  031 
579  066 

579  106 
579  15« 


0.010  6.579  103 

o.oii  6.579  259 

:.012    6.579  320 

0  015  6.579  387 

3  014   6.579  460 

o.ci?  6.579  538 

0.016   6.579  621 

o-oM  6.579  709 

0.018  6.579  802 

O.OI9I6.579  901 


0.020  6 
0  021  6 
0.0226 
0.023  6 
3.024  ^ 

3  02? '6 

0.026  6 

0.027"6 


0.028 
0.029 


O.OJO 
O.OJI 

0.032 

0.03} 
S.034 
0.03? 
0.036 
0.037 
0.038 

0.039 


.580  006 
.580  115 
.580  230 

.580  350 

.580  475 
.580  606 
.580  74» 
.580  883 
.581  «30 
.581   181 


6.581   338 

6.581  500 
■6.581  668 
'6.581  840 

6.582  018 
6.582  201 
6.582  389 
6.582  582 
6.582  780 
6.582  984 


0.040  6. 
0.041  6, 
0.042 
0.043 


6. 
6. 


0 . 044 ' 6 . 
0.045  ^» 
0.046 
0.04'* 
0  048 
0,049 


6. 
6. 
6. 
6. 


c.05o!6. 
I 


583  192 
583  406 
583  625 

583  848 

584  077 
584  31« 
584  550 

584  794 

585  043 
585  297 

585  55^ 


3 

8 

14 
18 

«4 

30 

35 
40 

46 

51 

56 
61 

67 
73 
78 

83 
88 

93 
99 

105 

109 

"5 
120 
125 

131 
136 

141 

147 
15« 

«57 

162 
168 

172 
178 
183 
188 

193 
198 

204 

208 

214 
219 
223 
229 

»34 
239 

244 

249 

»54 
259 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 

0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

0.075 
0.076 

0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


6.585  556 

6.585  820 

6.586  089 
6.586  362 
6.586  641 

6.586  925 

6.587  213 
6.587  506 

6.587  804 

6.588  107 


6.588  415 

6.588  727 

6.589  045 

6.589  367 

6.589  693 

6.590  025 

6.590  361 
6.590  701 

6.591  047 

6.59«  397 


6.591  751 

6.592  III 

6.592  474 
6.59»  843 

6.593  »15 
6.593  593 

6.593  974 

6.594  360 

6.594  751 

6.595  146 


6.595  545 

6.595  949 

6.596  357 

6.596  770 

6.597  186 

6.597  607 

6.598  032 
6.598  462 

6.598  895 

6.599  333 


6.599  775 

6.600  221 

6.600  671 

6.601  125 

6.601  583 

6.602  046 
6.602  512 

6.602  982 

6.603  456 

6.603  934 

6.604  416 


264 
269 

»73 

»79 
284 

288 

»93 
298 

303 
308 

31» 

318 

32a 
326 

33» 
336 
340 
346 
350 

354 

360 
363 
369 

37» 
378 
381 
386 

391 
395 

399 

404 
408 

413 

416 

421 

4»5 
430 

433 
438 

44» 

446 
450 

454 
458 

463 
466 

470 

474 
478 
482 


O.IOO 
O.IOI 

0.102 
0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 
O.II2 

0.II3 
0.II4 
0.II5 

0.II6 
0,117 
0.118 
0.119 


0.120 

O.I2I 
0.122 
0.123 
124 

i»5 
126 

127 

0.128 

0.129 


0.130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 
0.135 

0.136 

0.137 

0.138 

0.139 


0.140 
0.I4I 
0.142 

0.143 
0.144 

o.»45 
0.146 

0.147 
0.148 
0.149 

O.I^O 


6.604  416 

6.604  902 

6.605  391 

6.605  884 

6.606  382 

6.606  882 

6.607  387 

6.607  895 

6.608  407 
6.608  923 


6.609  44» 

6.609  965 

6.610  491 

6.611  021 

6. 611  554 

6.612  091 

6.612  631 

6.613  «74 

6.613  721 

6.614  »7» 


6.614  825 

6.615  38z 

6.615  94» 

6.616  506 

6.617  073 

6.617  642 

6.618  215 

6.618  791 

6.619  37« 
6.619  953 


6.620  538 

6.621  126 

6.621  718 

6.622  312 

6.622  909 

6.623  509 

6.624  II» 

6.624  717 

6.625  3»6 
6.625  937 


6.626  551 

6.627  167 

6.627  786 

6.628  406 

6.629  033 

6.629  660 

6.630  290 

6.630  922 

6.631  556 

6.632  193 
6.632  833 


486 

489 

493 

498 

500 

505 
508 

5«» 
516 

519 

5»3 

5  »6 

530 
533 
537 
540 

543 
547 
55« 

553 

557 
560 

564 
567 
569 
573 
576 
580 
582 

585 

588 

59» 

594 

597 
600 

60g 

605 

609 

6it 

614 

616 
619 
622 
625 
627 
630 
632 
634 

637 

640 


0.1 
o.i 
o.i 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 


0.160 
0.161 
o.  162 

0.163 

0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 

0.171 
0.172 

0.173 
0,174 
0.175 

0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
0.I8I 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 

0.194 
0.195 

0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


6.632 

6.633 
6.634 
6.634 
6.635 
6.636 
6.636 
6.637 
6.638 
6.638 


6.639 

6.640 
6.640 
6.641 
6.642 
6.642 
6.643 
6.644 
6.644 

6.645 


6.646 

6.646 

6.647 

6.648 
6.648 

6.649 
6.650 
6.650 

6.651 

6.65a 


6.652 

6.653 
,6.654 
6.655 
6.655 
6.656 
6.657 
6.657 
6.658 
6.659 


6.660 

6.660 

6.661 
6.662 
6.662 
6.663 
6.664 
6.665 
6.665 

6.666 
6.667 


833 

475 
119 

766 

4«5 
066 

719 

375 
033 

693 


355 
019 

685 

354 

024 

696 

370 
046 

7»4 
404 


086 
769 

454 
141 

830 
520 
212 
905 
600 
»97 


995 
695 
396 
098 
802 
508 

214 
922 

63« 
34» 


054 

767 

481 
196 
912 
630 

348 
067 
788 

509 
232 


642 

644 
647 
649 
651 

653 

656 

658 
660 

66a 

664 
66*6 
669 

670 
672 

674 
676 

678 

680 

682 

683 
685 
687 
689 
690 
692 

693 
695 
697 

698 

700 

701 

702 

704 

706 

70^ 

708 

709 

711 

712 

713 

7«4 

7«5 
716 

718 

718 

719 

721 
721 
723 


0.200  6.667 
0.201  6.667 
0.202; 6.668 
0.203  6.669 


o.  204 


6.670 


0.205  6.670 
0.206,6.671 
0.20716.672 


0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0,216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.Z46 
0,247 
0.248 
0.249 
0.250 


6.673 
6.673 


6.674 
6.675 

6.675 
6.676 
6.677 
6.678 
6.678 
6.679 
6.680 
6.681 


6.681 
6.682 
6.683 
6.684 
6.684 
6.685 
6.686 
6.686 
6.687 
6.688 


6.689 
6.689 
6.690 
6.691 
6.692 
6.692 
6.693 
6.694 
6.695 
6.695 


6.696 
6.697 
6.698 
6.698 
6.699 
6.700 
6.700 
6.701 
6.702 
6.703 
6.703 


232 

955 

679 

404 

130 
856 

584 

3«» 

040 

770 


500 
231 
962 
694 
426 

«59 

893 
627 

361 

096 


83« 
566 

302 

038 

774 

5«« 

»47 

984 
721 

458 


196 

933 

670 

408 

«45 

883 

620 

358 

095 
832 


569 
306 

042 

778 

5«4 
250 

986 
721 

456 
190 
924 


7»3 
724 

7»5 
716 

726 

728 

728 

728 

730 

730 

73« 
73« 
73» 
73» 
733 
734 
734 
734 
735 

735 

735 
736 
736 
736 

737 
736 
737 
737 

737 

738 

737 
737 
738 
737 
738 
737 
738 
737 
737 

737 

737 
736 

736 
736 

736 
736 
735 
735 
734 
734 


560 


Tafel  vn. 

log  {P,«(m)}. 


m 


—  J 


m 


—  J 


m 


—  ^ 


rt  m 


—  ^ 


zfcm 


-J 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

0.036 

0.037 

0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


7„688  670 
7^688  669 
7,j688  667 
7,i688  664 
7^688  659 
7^688  653 
7^688  646 
7n688  637 
7„688  627 
7^688  616 


7h688 
7«688 
7n688 
7„688 
7^688 
7^688 
7„688 
7n688 
7^688 
7«688 


7n688 
7»688 
7n688 
7,»688 
7h688 
7^688 
7«688 
7m688 
7n688 
7«688 


7n688 
7^688 

7n687 
7m687 
7h687 
7«687 
7„687 
7»687 
7n687 
7n687 


603 

589 

574 

557 

539 
520 

499 

477 

454 
429 


403 
376 

347 

3>7 
286 

»53 
219 

184 

H7 
109 


070 

029 

987 

944 
899 

Ä53 
806 

757 
707 
656 


7n687 

7«687 
7n687 
7«687 
7«687 

7n687 
7„687 
7n687 
rn687 
7h687 
7„687 


603 

549 
493 

437, 
378 

3»9 
258 

196 

133 
068 

002 


I 

2 

3 

5 
6 

7 

9 

10 

II 

13 

14 

"5 

17 
18 

19 
21 

22 

»3 
15 

26 

*7 
29 

30 
3X 
33 

34 
35 

37 
38 

39 

41 

4» 

43 

45 
46 

47 
49 
50 

5» 

53 

54 
56 
56 
59 

59 
61 

62 

63 

65 
66 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0,067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
9.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 

0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


7^687  002 
7^686  934 
7^686  866 
7,»686  795 
7^686  724 
7^,686  651 
7«686  577 
7„686  501 
7„686  425 
7^686  346 


7,^686  267 
7^686  186 
7„686  104 
7^686  020 

7n685  935 
7^685  849 
7^685  761 
7,j685  672 
7»685  582 
7n685  490 


7#,685  397 
7„685  302 
7„685  207 
7ii685  110 
7„685  Oll 
7h684  911 
7ii684  810 
7^684  708 
7^684  604 
7n684  499 


7*684  392 

7^684  284 

7n684  175 
7^684  064 

7n683  95* 
7„683  839 
7n683  7»4 
7,1683  608 
7«683  490 
7n683   371 


7n683 

7n683 
7n683 
7»682 
7„682 
7„682 
7«682 
7n682 
7^682 
7,4682 
7w68l 


*5« 
130 

007 

883 

757 
630 
502 

372 
241 
109 

975 


68 
68 

71 
71 
73 
74 
76 
76 
79 

79 

81 
82 

84 

85 
86 

88 

89 
90 
92 

93 

95 

95 

97 

99 
100 

lOI 

102 
104 
105 

107 

108 
109 
III 
112 

"3 

"5 
116 

118 

118 

121 

121 

123 
124 
126 
127 
128 
130 

«3» 
132 

134 


O.IOO 
O.IOI 

o.  102 
0.103 

o.  104 

0.105 

o.  106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.Ill 
O.II2 

0.113 
114 

"5 

116 
117 

0.118 
0.II9 


0.120 

O.I2I 

0.122 

0.123 
0.124 
o.  125 
0.126 
0.127 
0.128 

9.129 


0.130 
0.I3I 
o.  132 

0.133 
0.134 
0.135 

0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
o.  141 
o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


7n68 
7n68 
7h68 
7«68 
7n68 
7^68 
7n68 
7«68 


975 

840 

703 

565 
426 

285 

»43 
000 


7n68o  855 
7„68o  709 


7,^680  561 

7„68o  412 

7,i68o  262 

7,i68o  110 

7,1679  957 
7^679  803 

7^679  647 

7«679  490 
7n679  331 
7n679  171 


7n679  010 
7„678  847 
7„678  683 
7*678  517 
7,,678  350 
7^678  182 
7*678  012 
7*677  841 
7*677  669 
7*677  495 


7*677 
7*677 
7,1676 
7«676 
7,4676 
7,1676 
7,4676 
7*676 

7,4675 
7*675 


7n675 

7,4675 
7,4675 
7,4674 
7,1674 
7*674 
7,4674 
7*674 
1 7*673 
7,4673 
7*673 


320 

143 
965 

786; 

605. 

4*3, 

239 

054! 
868  I 

680 


490 

300 

108, 

914 

719 

523 
325. 

126 

926, 

724 
520 


35 
37 
38 
39 
4« 
42 
43 
45 
46 

48 

49 
50 
52 
53 
54 
56 
57 

59 
60 

61 

63 

64 
66 

67 
68 

70 

71 
72 

74 

75 

77 
78 

79 
81 

82 

84 

85 
86 

88 

90 

90 
92 
94 
95 
96 
98 

99 
200 

202 

204 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 

0.159 


0.160 
0.161 
0.162 
0:163 
o.  164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.171 
0.172 
0.173 

0.174 

0.175 
0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
o.  181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
o.  187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 

0.194 
0.195 
0.196 

0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


7*673  520 
7*673  3*6 
7*673  109 
7*672  902 
7*672  693 
7„672  482 
7h672  271 
7*672  057 
7*671  843 
7*671  627 


7^671  409 
7„67i  190 
7*670  970 
7^670  748 
7*670  524 
7*670  300 
7^670  074 
7*669  846 
7*669  617 
7*669  387 


7*669  155 
7^668  921 
7^668  687 
7^668  450 
7„668  213 
7*667  974 
7*667  733 
7*667  49» 
7*667  247 
7*667  003 


7„666  756 
7„666  508 
7„666  259 
7,4666  008 
7*665  756 
7,4665  502 
7*665  247 
7,4664  991 
7*664  733 
7*664  473 


7^664  212 
7,4663  950 
7*663  686 
7„663  420 
7«663  154 
7„662  885 
7w662  615 
7*662  344 
7„662  071 
7*661  797 
7*661   521 


204 
207 
207 
209 
211 
211 
214 
214 
216 

218 

219 
220 
222 
224 
224 
226 
228 
229 
230 

23a 

234 
234 

237 

237 

239 
241 

242 
244 

244 

»47 

248 

249 
251 

252 

254 

255 
256 

258 
260 

261 

262 
264 
266 
266 
269 
270 
271 
273 
274 
276 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


7*661  521 1 
7,^66 1  244 
7*660  965 ' 
7^660  68^ 
7^660  403 
7,i66o  120 

7*659  835 

7*659  549 
7*659  161 

7^658  972 


2% 


0.210  7^658 
0.211  7*658 

0.212  7*658 
0.21317*657 

o.2i4;7*657 

0.215  7n657 
0.216  7m656 
0.21717*656 
0.218,7*656 
0.219  7«655 


6g2 

390 

096' 

801, 

206 

900, : 

60  ^ 
302 


ige 


I  :?i 


y  * 


0.220 

0.221 I 

0.222| 

0.2231 

0.224- 

O.225I 

0.226 

0.227 

0.2281 

0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


0.240 

0.241 

0.242 

0.243, 

0.244 

0.245 
0.246 

0.24^ 

0.248 

0.249 

O.25O; 


7i,655 

7*655 

7*655 

7*654 
7*654 

7*654 

7*653 

7*653 
7*653 

7*65» 


7*652 
7*652 

7*651 

7*651 
7*651 

7^650 

7*650 
7*650 
7*649 
7*649 


7*649 
•^•648 
7*648 
7*648 
'*64* 
7*647 
-*<^4- 
T^646 

-*646 
7,646 


692' 

3»> 

:6? 

4W 

sex» 


«9«  :, 

8-1    »• 


5" 


5>ö 

22)( 
903 

2>- 

2;vi 
92b 

59» 


23^ 

54* 

202 
h02 


3»« 

^  *  * 

•  •« 

»  • » 

« « . 
\  >  • 

•  •  ■ 


.  •  • 


«  •  1 

1 » 
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±m 


+^ 


m 


+  ^ 


m 


+^ 


m 


+^ 


m 


+  ^ 


0.000:5^777  993 

o.ooi  5«777  995 

0.0O2  5„77S  003 

ooo3;5ii778  015 

0.004  5»77«  033 

3-005  5»778  056 

0.006,5^778  083 

0.007,5^778  116 

0.0O8  5„778  ISS 

ooo9!5^778  197 


o.oio  5„778  »45 

0.0"  5»778  198 
coia'5„778  3s6 
C.013  5„778  419 

3oi4'5»778  487 
o.ois  5„778  560 
0.016' 5^778  638 
0.017,5^778  7«! 
3011  5„778  809 
=••019  S11778  903 


c.oao  5„779  001 
=  011  5h779  "04 

^•°**  5ii779  »«» 
0023^5^779  315 

'^014  5n779  443 
0  025  5h779  566 

3.026    5^779    694 

='-017.5ii779  8*7 
5.02«  15^779  964 

0.029 


7.030 
0.031 
0.032 
0.033 

C.034 

^•035 
•>.036 

0.037 

0.038 

0.0391 


0.040" 
\  3.041 ' 
0.042 
0.043 
0  044 
0.04^ 
0.046 

^.047 
0.048 
0.049 
0.050 


5  »780  107 


5i,78o 
S»78o 
5n78o 
5«78o 
5«78o 
5n78i 
S»78i 
5n78l 

5«7«i 
5n78i 


«55 

407 

565 

7x7 

895 
067 

144 

4*5 
612 

804 


5^781  000 
S„78a  aoi 

Sn782  407 

5„78a  617 
?«78a  833 
S»783  053 
$••783  278 
5f.783  S08 
5n783  74» 
5n783  981 
5„784  »»5 


2 
8 

12 
18 

*3 

i7 
33 
39 
4» 

48 

53 

58 

63 
68 

73 
78 

83 
88 

94 

98 

103 
108 

"3 

1x8 

««3 

128 

»33 
137 
»43 

148 

IS2 

158 

162 

168 

172 
177 
181 

«87 

192 
196 

201 
206 
210 
216 
220 

22s 

230 

«34 
239 

244 


0.050 
o.osi 
0.0s  2 
0.053 

O.OS4 
0.055 

0.056 

0.057 

0.058 

0.059 


0.060 
o.o6i 
0.062 
0.063 
0.064 
0,065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 
0.074 

0.075 
0.076 

0.077 

0.078 

0.079 


0.080 
0.08X 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 

0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.09s 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


n784 
•»784 
n784 
«784 
n78s 
n785 
n78$ 
n786 
n786 
n786 


n786 

n787 
n787 
n787 
„788 

n788 
«788 
«789 
n789 
n789 


«790 
n790 
n790 
n79l 
«791 
n79» 
n79* 
n79* 
n79a 
••793 


n793 

n794 
n794 
n794 
n795 
n795 
n795 
n796 
n796 
n797 


n797 

n798 

n798 

n798 

n799 

•i799 
„800 

„800 

»801 

„801 

«801 


aas. 

473 
726 

984 
246 

513 

785 
061 

342 

627 


917 
211 
510 

813 
120 

43  a 

749 
070 

395 

715 


059 

397 

740 
086 

437 

793 

15a 
516 

884 
256 


633 
013 

397 
786 

179 

575 
976 

380 

789 

201 


618 
038 
462 
890 
322 
758 
197 
640 
087 

538 
992 


248 

253 
258 
262 
267 
272 
276 
281 
28s 

290 

294 
299 

303 
307 
312 

317 
321 

325 
330 

334 

338 

343 

346 

351 
356 

359 
364 

368 

372 

377 

380 
384 

389 

393 
396 

401 

404 

409 
412 

417 

420 
424 
428 
432 
436 

439 
443 
447 
451 

454 


O.IOO 
O.  101 

0.102 

0.103 
0.104 
0.105 
0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.IIO 
O.III 
O.II2 

0.II3 
0.114 
0.115 
o.  116 
0.II7 
0.II8 
0.II9 


0.120 

O.I2I 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 
0.133 

0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
0.141 
0.142 

0.143 
0.144 

0.145 

0.146 

0.147 
0.148 
0,149 
0.150 


„801  992 
„802  450 

„802  911 

n8o3  377 
„803  845 
„804  317 
«804  793 
,1805 
«805 
«806 


272 

755 
241 


722 
229 


n8o6  731 
„807  224 
«807  720 
„808  219 
„808 
«809 
n809  738 

„810  2SI 
«810  767 

m8ii  286 


ii8ii  808 
1.812  333 
„812  862 

n8i3  394 
„813  928 

„814  465 

„815  006 

«81s  550 
fi8i6  096 

«816  64s 


«817 

n8l7 
n8l8 
,,818 

«819 
„820 
„820 
«821 
„821 

«822 


198 

753 

3" 
872 

435 
001 

570 
141 
716 
293 


«822  872 

»»823  454 
„824  039 
1,824  626 
n82S  215 
„82s  807 
,,826  402 
„826  999 
«827  598 
„828  199 
„828  803 


458 
461 
466 
468 

472 
476 

479 
483 
486 

490 

493 
496 

499 

503 

507 
509 

513 
516 

5»9 
522 

525 
529 

532 

534 
537 

541 

544 
546 

549 

553 

555 
558 
561 

563 
566 

569 
571 
575 
577 

579 

582 

58s 
587 
589 
592 

595 

597 

599 
601 

604 


0.150 
0.151 

0.1S2 

0.153 
0.154 

0.155 

0.156 

0.1S7 
0.158 

0.159 


0.160 
o.  161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 
0.I7I 
0.172 

0.173 
0.174 
0.175 

o.  176 

0.177 

0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 

0.183I 

0.184 
0.185 
0.186 
o.  187 

0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 
0.194 

0.195 

0.196 

0.197 
0.198 

0.199 

0.200 


„828  803 
„829  410 

«830  018 

„830  629 

„831  241 
„831  856 

»1832  473 
n833  093 
«833  714 
»1834  337 


h834  963 
n835  590 
11836  220 
„836  851 

n837  484 
„838  119 

n838  756 

«839  395 
„840  03s 
11840  678 


»1841  322 
„841  967 
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5.093  445 

0.231 
0.231 
0.233 

5.115  362 
5.126  038 
5.126  715 

C.034 

5.016  765 
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0.084 

5.040 
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0.134 

5.064  018 

0.184 

5.094  090 

0.234 

5.127  391 
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5.016  931 

171 
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181 

185 

0.085 

5.040 

948 

0.135 

5.064  566 

0.185 

5.094  735 

0.235 

5.128  067 

0.036 

5.027   102 

0.086 

5.041 

335 

0.136 

5.065   116 

0.186 

5.095  382 

0.136 

5.128  744 

0-037 

5.017  277 

0.087 

5.041 

726 

0.137 

5.065  669 

0.187 

5.096  030 

0.237 

5.129  410 

0  03« 
0.039 

5.027  458 
5.027  643 

0.088 
0.089 

5.042 
5.041 

121 

520 

0.138 
0.139 

5.066  225 
5.066  783 

0.188 
0.189 

5.096  680 

5.097  330 

0.138 
0.139 

5.130  096 
5.130  77* 

189 

402 

560 

652 

676 

0.040 
0.04t 

5.027  832 

5.028  026 

194 
199 
204 
208 

0.090 
0.091 

5.042 
5.043 

922 
329 

407 
410 

413 
418 

421 

424 

429 

43» 
435 
439 

0.140 
0.141 

5.067  343 
5.067  907 

564 

565 
568 

571 
572 
576 

577 
580 
582 
584 
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0.191 

5.097  981 

5.098  634 

652 

654 

655 

656 

657 

658 
659 
660 

661 

0.140 

0.241 

5.131  448 

5.132  124 

676 

676 
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675 

675 
675 

674 
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'v.042 
'O43 

5.018   225 
5.028  429 

0.092 
0.093 

5.043 
5.044 

739 
152 

0.142 
0.143 

5.068  472 

5.069  040 

0. 192 
0.193 

5.099  288 
5.099  943 

0.141 
0.243 

5.132  800 

5.133  475 

0  044 

5.028  637 

213 

0.094 

5.044 

570 

0.144 

5.069  611 

0.194 

5.100  599 

0.144 

5. »34  150 

0.04$ 

5.018  850 

0.095 

5.044 

991 

0.145 

5.070  183 

0.195 

5.101   256 

0.245 

5.134  825 

-.046 

5.029  067 

217 

0.096 

5.045 

415 

0.  146 

5.070  759 

0.196 

5.101  914 

0.146 

5. «35  Soo 

0.047 
0.G48 

5.029  289 
5.029  515 

226 
231 

*35 

0.097 
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5.045 
5.046 

844 
276 

0.147 
0.148 

5.071   336 
5.071   916 

0.197 
0.198 

5.102  573 

5.103  133 

0.247 
0.148 

5.136  174 
5.136  848 

0.049 

5.029  746 

0.099 

5.046 

711 

0.149 

5.072  498 

0.199 

5.103  894 

661 

0.149 

5.137  522 

0.050 

5.029  981 

0.100 

5.047 

150 

0.150 

5.073  082 

0.200 

5.104  555 

%^^^  • 

0.150 

5. 138  195 
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o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0,007 
0.008 
0.009 


O.OIO 

0.011 
0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 

0.034 
0.035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

0.044 
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0.046 

0.047 

0.048 

0.049 
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6||38o  801 
6||38o  800 
6„38o  798 
6n38o  795 
6^380  790 
6^380  784 
6„38o  776 
6n38o  767 
6^380  757 
6n38o  745 


6„38o  73» 
6^380  718 
6,1380  702 
6^380  685 
6,^380  666 
6,^380  646 
6^380  625 
6^380  603 
6«38o  579 
6^380  553 


6,1380  526 
6^380  498 
6„38o  469 
6n38o  438 
6,^380  406 
6^,380  372 
6n38o  337 
6„38o  301 
6^380  263 
6||38o  224 


6^380  183 
6^,380  142 
6^380  098 

6n38o  054 
6,i38o  008 

6^379  960 
6„379  9" 
6„379  862 
6«379  810 
6«379  757 


6«379  703 
6n379  648 
6«379  59» 
6n379  53a 
6»379  47a 
6«379  4«« 
6,»379  349 
6n379  »85 
6»379  «»o 
6„379  »53 
6»379  085 


1 

2 

3 

5 
6 

8 

9 
10 

12 

«3 

»4 

16 

17 

19 
20 

21 

22 

24 

26 

27 
28 

29 
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3» 
34 
35 
36 
38 
39 

41 

41 

44 

44 
46 
48 
48 
50 
5* 
53 

54 

55 

57 

59 
60 
61 
62 

64 
65 
67 
68 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
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0.079 
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0.082 
0.083 
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0.085 
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.091 
.092 

-093 
.094 

.095 

.096 

.097 

.098 

.099 

.100 


6n379  085 
6n379  016 
6«378  945 
6«378  873 
6n378  799 
6»378  714 
6^378  648 

6n378  571 
6„378  49» 
6^,378  411 


6n378  3*9 
6^378  246 
6„378  161 
6«378  076 
6n377  988 
6n377  899 
6n377  809 
6«377  7»8 
6n377  625 
6*377  53» 


6*377  435 
6n377  338 
6n377  240 
6n377  »40 
6n377  039 
6*376  936 
6*376  832 
6„376  7*7 
6*376  620 
6*376  5»a 


6*376  40a 
6*376  291 
6*376  179 
6*376  065 
6*375  950 
6*375  834 
6*375  716 
6*375  596 
6*375  476 
6*375  353 


6*375  »30 
6*375  »05 
6*374  979 
6*374  851 
6„374  7*2 
6*374  592 
6*374  460 
6*374  3*6 
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6*373  9»8 


69 

7» 
72 
74 
75 
76 

77 
80 

80 
82 

83 

85 

85 
88 

89 

90 

9» 

93 
94 

96 

97 
98 
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104 
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114 
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»30 
132 

»34 
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0,100 
o.ioi 
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0.104 
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0.106 
0.107 
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0.109 


O.IIO 
O.III 
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0.II3 
0.114 
0.115 
0.116 
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0.II9 
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0.149 
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6*372  767 
6*37*  617 


6*372  466 
6*372  3»3 
6*372  158 
6*372  003 
6*37»  845 
6„37»  687 
6*37»  527 

6*37»  365 
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6*37»  038 
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6*370  705 
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6^369  848 
6*369  672 
6*369  495 
6*369  3»7 
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6*368  772 
6*368  588 
6„368  403 
6*368  215 
6*368  027 
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6*367  453 
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6*367  063 
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6^366  063 
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84 
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6*354  878 
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6*35*  93* 


210 
211 
213 

*»5 
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0,207 
0.208 
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0.230 
0.231 
0.232 

0.233 
0.234 
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6*347 
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6*347 


93* 
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075 
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6*346  64^ 
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■•1 ' 
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6*34» 
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0.000 
O.OOI 
0.002 
O.OOJ 

0.004  j 

0.005 

0.006 

0.007 

0.008 

0.009 


0.010 
O.OII 

o.oiz 
0.013 

3.014 
3.015 

0.016 

o.oir 
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3  0Z0 
3  021 
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:.024 
3.025 
3.026 
3.027 
3.028 
3.029 


8.920  819 

8.920  S2I 

8.920  829 

8.920  842 

8.920  861 

8.920  884 

8.920  913 

8.920  946 

8.920  986 

8.921  030 

8.921  079 

8.921  134 

8.921  194 

8.921  259 

8.921  329 

8.921  405 

8.921  485 

8.921  571 

8.921  662 

8.9a«  758 


8.921  860 
8.92t  966 

8.922  078 
8.922  195 
8.922  317 

8.922  444 

«.9"  577 

8.92a  714 

8.922  857 

8.923  005 


8, 
8. 


0.030 

0.031 

3.03218 

30338 

0.O34J8 

3035,8 

-.03h  8 

0  037  8 

3.038.8 

3.039  S 


9*3 

923 

9*3 
923 

923 

923 

924 

924 

9*4 
9*4 


158 
316 

479 
647 
821 

999 
183 
37* 
565 
764 


0.040 
0  041 

0.042 
3.043 
C.044 
J.045 
3  046 
:.047 
^-  04« 
3.049 
0.050 


18.924  968 

18. 925  177 
8.925  391 

,8.925  610 

8.925  834 

8.926  064 
8.926  298 
8.926  537 

8.926  78t 

8.927  031 
8.927  285 
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8 
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*3 
*9 

33 

40 

44 

49 

55 
60 

65 

70 

76 
80 
86 
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96 
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12 

17 
22 

*7 
33 
37 
43 
48 

53 

58 

63 

68 

74 
78 
84 

89 
93 
99 


204 

209 
214 
219 
224 
230 

*34 

*39 

244 

250 
*54 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0,070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 

0.091 

0.092 

0.093 

0.094 

0.095 

0.096 

0.097. 

0.098 

0.099 

0.100 


8.927  285 

8.927  544 

8.927  808 

8.928  077 
8.928  351 
8.928  631 

8.928  915 

8.929  203 
8.929  497 
8.929  796 


8. 

8. 

8 

8 

8 

8 


930  100 

930  408 

930  722 

.931  040 

.93»  3^3 
.931  691 

8.932  024 

8.932  361 

8.932  704 

8.933  osi 

8.933  403 

8.933  760 

8.934  121 
8.934  488 

8.934  859 

8.935  *34 

8.935  615 

8.936  000 
8.936  390 
8.936  784 


8.937  184 
8.937  587 

8.937  996 

8.938  409 

8.938  827 

8.939  *49 

8.939  676 

8.940  107 

8.940  543 
8.940  984 


8.941  429 

8.941  878 

8.942  332 

8.942  791 

8.943  254 

8.943  7*« 

8.944  193 

8.944  669 

8.945  «50 

8.945  635 

8.946  125 


*59 
264 

269 

274 
280 
284 
288 
294 
299 

304 

308 

3»4 
318 

3*3 

328 

333 

337 
343 

347 

35* 

357 
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375 
381 

385 
390 
394 

400 

403 
409 

413 
418 
422 

4*7 

431 

436 

441 

445 

449 
454 
459 

463 

467 

47* 
476 
481 

485 
490 


O.IOO 
O.  lOI 

0.102 

0.103 

o.  104 

0.105 

o.  106 
0.107 
0.108 
0.109 
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O.IIl 
0.112 
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0.119 
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8.948  637 
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8.966  524 
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8.968  454 
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8.970  418 
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8.971  746 

8.972  415 
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520 
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541 
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565 
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416 

434 
450 
468 

48s 

504 

521 
539 

557 
576 

594 
613 

632 
65, 

670 

690 

710 
729 
750 
770 

790 
812 
83a 
854 

875 
897 


0.150 
0.151 
o.  152 

0.153 

0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


o.  160 
0.161 
0.162 

0.163 
0.164 

0.165 

0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


— -^ 


d:m 


—  ^ 


919 

942 
964 

986 

2010 

»033 

»057 
2080 

2105 

2129 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


170 

171 

172 

173 

I74J 

»75 
176 

177 

178 

179 


o.  180 
o.  181 
o.  182 

0.183 
o.  184 
0.185 
o.  186 
0.187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 
0.194 
0.195 

o.  196 

0.197 
0.198 

0.199 

o.  200 


8^483 

8«48o 
8«478 
8,(476 

8«474 
8»472 
8^469 
8,(467 
8,(465 
8,(462 


8,(46o 
8«457 
8«455 
8«453 
8»450 

8m447 
8m445 
8n442 
8«440 
8n437 


8r»434 
8n432 

8w429 
8«426 
8,(423 
8w420 
8»4>7 

8»4I5 
8„4I2 

8„409 


112 

957 

778 

573 
342 
086 

802 
492 

155 

790 


397 
975 
525 
046 

537 
997 
428 

827 
"95 
53» 


835 
106 

343 

547 
715 
849 
948 
010 

035 
023 


8„405 
8»402 

8«399 
8„396 

8«393 
8„390 
8„386 

8m383 
8„38o 

8«376 


8n373 
8n369 
81,366 
8,(362 
8h358 
8w355 
8„35« 
8h347 
8»343 
8»339 
8m33  5 


972 

883 

755 
586 


2155 
2179 
2205 
2231 
2256 
2284 
2310 
2337 
2365 

2393 

2422 

2450 

2479 
2509 

2540 

2569 
2601 

2632 

2664 

2696 

2719 
2763 
2796 
2832 
2866 
2901 
2938 

2975 
3012 

3051 


3089 
3128 
3169 

376'5*'° 
»25 
832 
495 


»»5 

690 


3»5« 
3293 

3337 
3380 

3425 


219 

701 

137 

523 
861 

148 

384 
568 

697 

773i 
792 


3471 

3518 

I3564 
13614 

3662 

13713 

3764 
3816 

3871 

39*4 
3981 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.2I2 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.2l8 

0.219 


0.220 
0.221 

0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 

0.227 
0.228 
0.229 


O.Z30 
0.231 
0.232 
0.233 

0.234 
0.235 
0.236 

0.-237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.24t 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


8m335 
81,33» 
8n327 
8,4323 
8«3»9 
8«3»5 
8«3»o 
8»3o6 
8»3o» 
8«297 


8„»92 

8^287 
8»283 
8^*78 

8«273 
8^268 

8,(263 

8w*5« 
8«252 

8„»47 


8.242 
8*236 

8«23» 

8„225 

8,(219 
8«2i3 

8h207 
8^201 

8«»95 
8,(t88 


8„i82 

8«»75 
8„i68 

8^162 

8h»54 

8»»47 
8„140 

8p.i3» 
8«i25 
8„li7 


8„io9 
8^101 
«„092 
«„d«4 
8hO'5 

8„057 
8«047 

8,^3« 
8»o2t 


792 

755 
659 

503 

*«7 

008 

665 

*57 
7«2 
*S9 


625 
940' 

181  I 

346; 

43  J 

44* 

3^«! 
210 

966  • 

634 


210 

693 

079 

365 

550 
628 

59«. 
4$6' 

»9« 
8si 


3>o 

^«: 

9»9 
OJl 

99« 

«o^ 

4<»6  ■ 

969 

301 

4*6 


4<^ 

2«^2 

««4 
296 
49t 

4«2 

236 

010 


403- 

40^*> 
4156 
4216 

42  rs 

4343 
44-^ 
44-^ 
4543 

4614 

46»  ^ 

4«5> 
49»  3 

5»>* 

5532 


:   5424 

C*>14 

>-u 

««#22 
603: 
614: 

fe;ct 

b#..l 

•::'• 

«;**  { 

«♦2-1» 

94*- 


8,jOi7  729 


j 
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Tafel 


log  {A'(m  }. 


±m 


o.ooo 

O.OOI 
0.OO2 

o  003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.010 


4-^ 


8.619  789 
8.619  791 I 
8.619  796 
8.619  S05 

8.619  9i7 

8.619  832 
8.619  851 
8.619  874 
8.619  9<^ 
8.619  930 


8.619  963 

O.Ol  I '8.619  999 
0.012 , 8.620  039 
0.013  8.620  082 
0.014  8.620  129 
0.015  8.620  180 
0.016,8.620  233 
0.017 '8.620  291 
0.018  8.620  351 
0.019 ,8.620  416 


0.020 
0.021 
0.022 
c  023 
0.024 
o  025 
0.026 

0.027 
0.028 
0.029 


0.030  8 
0.031  8 
0.032  8 
o  033 

036 

037 


o 
c 


o. 

0.03«   8 
0.039*8 


o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 

3 
O 

o 

o 


.040   8 

041  8 

042  8 

043  8 

044  8 

045  8 

046  8 
04-»   8 

048  8 

049  8 
o$o   8 


621 
621 
621 
621 
621 
621 
612 
622 
622 
622 


622 
622 
622 
622 

623 
623 

623 
623 

623 
623 
624 


8.620  483 
8.620  554 
8.620  629 
8.620  707 
8.620  788 
8.620  873 

8.620  962 

8.621  053 
8.621  149 
8.621  247 


349 

4S5 
564 

676 

792 

912 

034 
161 

290 

423 


559 
699 

842 

989 

1391 
292 1 

449! 
609: 

773. 
940 

110: 


2 

5 

9 

12 

15 
19 

»3 

26 

30 
33 

36 

40 

43 

47 

5» 

53 

58 
60 

65 
67 

71 

75 
78 
81 

8S 
89 

91 
96 

98 
102 


06 
09 
12 
16 

20 
22 
27 
29 

33 
36 

40 

43 
47 
50 
53 
57 
60 

64 

67 

70 


m 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


8.624 

8.624 

I8.624 

•8.624 

! 8.624 
8.625 
8.625 
8.625 
8.625 
8.625 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 

0.074 

0.075 
0.076 

o  077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


8.625 
8.626 
8.626 
8.626 
8.626 
8.627 
8.627 
8.627 
8.627 
8.627 


8.628 
8.628 
8.628 
8.628 
8.629 
8.629 
8.629 
8.629 
8.630 
8.630 


8.630 
8.631 
8.631 
8.631 
8.631 
8.632 
8.632 
8.632 
I8.633 

8.633 


110 

284 
461 
641 
825 
012 
203 
397 
594 
794 


998 

205 

416 
630 

847 
067 
291 
518 

748 
982 


219 

459 

702 

949 
199 

45a 
709 

968 

231 

497 


767 
039 

3«5 

594 
877 
162 

45» 

742 

037 
336 


090 
.091 
.092 
.093 
.094' 

.095, 
.096 

•097, 
.098' 

•099. 
.100 


8.633 

8.633 
8.634 
8.634 
8.634 
8.635 
8.635 
8.635 
8.636 
8.636 
8.636 


637 

94« 
249. 

560 

8731 
190 1 

5"! 
834" 
160 

490 1 
822 


-f^ 


174 
177 
180 
184 

187 
191 
194 

197 
200 

204 

207 
211 
214 

217 
220 
224 

227 
230 

i34 

*37 

240 

»43 

247 
250 

»53 

»57 
259 

263 
266 

270 

272 
276 
279 
283 
28s 
289 
291 
»95 
»99 

301 

304 
308 

3«« 
313 
3«7 
321 

3»3 
326 

330 
33» 


±m 


O.IOO 

o.  101 
0.102 
0.103 
o.  104 
0.105 
0.106 
o.  107 
0.108 
0.109 


0.110 
o.  111 

112 

"3 

114 

115 
116 

117 

118 

119 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


120 

121 
122 

«»3 
124 

i»5 
126 

127 
128 


0.129 


o.  130 
0.I3I 

o.  132 

0.133 
0.134 
0.135 

o.  136 


8.636 
8.637 
8.637 
8.637 
8.638 
8.638 

8  638 

8.639 
8.639 

8.639 


8.640 
8.640 
8.641 
8.641 
8.641 
8.642 
8.642 
8.642 
8.643 

8.643 


8.644 
8.644 
8.644 
8.645 

8.645 

8  646 

8.646 
8.646 

8.647 
8.647 


8.648 
8.648 
8.649 

8.649 
8.649 
8.650 
8.650 


O.I37J8.65I 
0.138  8.651 
o. 139  8.652 


o.  140 
o.  141 

0.142 

0.143 

0.144 

0.145 

0.146 
o.  147 
0.148 

0.149 

0.150 


8.652 
8  653 
8.653 
8.653 
8.654 
8.654 
8  655 
8.655 
8.656 
8  656 
8.657 


822 
158 
496 
838 
183 

531 
882 

236 

593 
953 


316 
682 

051 

4»3 

798 
176 

557 
941 
328 
718 


110 

506 

905 
306 

710 

118 

528 

941 

357 

776 


197 
622^ 
049 1 

4791 

912| 

348) 

787 1 
2281 

67» 
119 


569 

021 

476 

934 

395 
858 

3  »4 

793 
264: 

738 

»»5. 


+  J 


336 

338 
34» 
345 
34« 
351 
354 
357 
360 

363 

366 

369 

37» 

375 
378 
381 

384 
387 
390 

39» 

396 

399 
401 

404 

408 

410 

413 
416 

419 
421 

4»5 

427 

430 
433 
436 
439 
44« 
444 
447 

450 

45» 

455 
458 

461 

463 
466 
469 
471 

474 

477 


m 


o.  150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


0.160 
0.161 
o.  162 

0.163 
o.  164 

0.165 
0.166 
0.167 
0.168 
0.169 


0.170 

o.  171 

0.17» 

0.173 

0.174 

0.175 
o.  176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
o.  184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


o.  190 
0.I9I 
o.  192 

0.193 
0.194 

0.195 

o.  196 

0.197 

o.  198 

0.199 

0.200 


8.657 

8.657 
8.658 
8.658 
8.659 
8.659 
8.660 
8.660 
8.661 
8.661 


8.662 
8.662 
8.663 
8.663 
8.664 
8.664 
8.665 
8.665 

8.666 
8.666 


8.667 
8.667 
8.668 
8.668 
8.669 
8.669 
8.670 
8.671 
8.671 
8.672 


8.672 

8.673 

8.673 
8.674 
8.674 

8.675 
8.676 

8.676 
8.677 

8.677 


8.678 
8.678 

8.679 
8.680 
8.680 
8.681 
8.681 
8.682 
8.683 
8.683 
8.684 


»«5 

695 
177 
662 
149 
639 

«3» 

627 

«»5 
625 


128 

634 
142 

652 

165 
681 
199 

720 

»43 

769 


»97 
828 

361 

897 

435 

975 
518 

063 

611 

161 


713 
268 

825 

385 
947 

078, 

646 

218, 

79«! 


367! 

9451 
525» 

107 
692: 

»79 
868 
460 
053 
649 

»47 


4-^ 


480 
482 

485 
487 
490 

493 

495 
498 
500 

503 

506 
508 
510 

513 
516 

518 

521 

5»3 
526 

528 

531 
533 
536 

538 
540 

543 
545 
548 
550 

55» 

555 
557 
560 

562 
564 

567 
568 

572 

573 
576 

S78 
580 
582 

585 

587 

589 

59» 

593 
596 

598 


±m 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


8.684 
8.684 
8.685 
8.686 
8.686 
8.687 
8.687 
8.688 
8.689 
8.689 


0.210  8.690 
0.211,8. 690 
0.212  8.691 
0.213  8.692 
0.214' 8.692 
0.215  8.693 
0.216  8.694 
0.217  8.694 
o.2i8|8.695 
0.219  8.696 


220 
221 

222 

223 
224 

»»5 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 

0.233 

o.»34 
0.235 

0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 

0.245 
0.246 

0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


8.696 
8.697 
8.697 
8.698 
8.699 
8.699 
8.700 
8.  701 
8.701 
8.702 


8.703 
8.703 
8.704 

'8.705 
8.705 
8.706 
8.707 
8.707 
8.708 

'8.709 


8.709 
8.7«o 
8.711 
8.711 
8.71» 
8.7«3 
8.7«3 
8.714 
8.71? 
8.716 
8.716 


»47 

847 

449 

054 
660 

269 

880 

493 
108 

7»5 


344 
965 
588 
214 
841 

47« 
102 

735 
371 
008 


648 
289 

93» 
578 
225 

874 
5»5 

17H 

833 
490 


148 

809 

471 

»35 
801 

469 

«39! 
8io> 

483' 

158I 


835 
5«4 

«94 
876 
5601 

246 1 

9331 

622; 

3.3! 
005 

699 


-^J 


600 
602 
605 
606 
609 
611 
613 
615 
617 

619 

621 
623 
626 
627 
630 
631 

633 
636 

637 

640 

641 
643 

646 

^»47 
649 

65« 

6>3 
6S5 
657 

658 

661 
662 
664 
666 
668 
670 
671 

6-3 

675 

677 

679 

680 

682 
684 
686 
687 
689 
69  t 
692 
694 
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Tafel  IX. 


log  {A»(m)}. 


m 


^J 


o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
o  028 
0.029 


0.030 

0.031 

0.032 

0.033 

0.034 

0.035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 I 
0.042 
0.043- 
0.044, 

0.045, 

0.046 
o  0471 
0.048 
o.o49| 
0.050 


7.947 
7.947 
7.947 
7.947 
7.947 
7.947 
7.947 

7  946 
7  946 


148 

14s 

«35 
120 

099 

071 

037 

997 

951 


7.946  899 


7.946  841 
7.946  777 
7.946  706 
7.946  629 
7.946  547 
7.946  458 
7.946  362 
7.946  261 

7.946  154 
7.946  040 


7.945 
7.945 
7.945 
7.945 
7. 945 
7.945 
7.945 
7.944 
7.944 
7.944 


920 

794 
662 

5*4 

379 
228 
071 
908 

739 
563 


944  382 
944  194 
943  999 
943  799 
943  592 
943  379 
943  «60 

942  934 
94a  703 

942  465 


7.942  220 

7.941  969 
7.941  712 

7.941  449 
7.941  180 

7.940  904 
7.940  621 

7.940  333 
7.940  03« 

7.939  736 
7.939  428 


3 

10 

15 
21 

28 

34 
40 

46 
52 

58 

64 

71 
77 
82 

89 
96 

lOI 

107 
114 

120 

126 

»32 

138 

145 
151 
157 
163 
169 
176 

181 

188 

195 
200 

207 

213 
219 

226 

231 
238 

245 

251 

257 
263 
269 
276 
283 
288 

295 
302 

308 


m 


—  J 


itm 


^J 


zbm 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
o  062 
o  063 
064 
065 
066 
067 
0.068 
0.069 


.070 
.071 

.072 

.073 
.074 

.075 
.076 

.077 
.078 

.079 


0.080 
0.081 
o  082 

083 
084 
085 
086 

0.087 
o  0H8 
0.089 


.090 

091 

.092 

•  093 
.094 
.095 

.096 
.09"' 
.098 
.099 
.  100 


7.939 
7.939 
7.938 
7  938 
7.938 
7.937 
7.937 
7-937 
7.936 
7.936 


7.935 
7.935 
7.935 
7.934 
7.934 
7.934 
7.933 
7  933 
7.932 

7  932 


931 
931 
931 

930 
930 

929 
929 

928 

928 

927 


7.927 
7.926 

7.926 

7.925 

7  925 

7.924 

7.923 

7  923 
7.922 

7.922 


7.921 
7.921 
7.920 
7.919 

7.919 

7.918 

7.918 
7.9>7 
7.916 

7.916 
7.9»5 


428 

114 

793 
466 

»33 

793 
447 
094 
734 
368 


996 
617 
»32 

840 
441 
036 
624 
206 
781 
349 


911 
466 
015 
556 
091 
619 
141 

65^ 
163 
664 


159 

646 

126 

600 
067 
526 

979 
425 
864 
296 


720 
138 

549 
952 

349 

738 
120 

495 
862 

223 

576 


314 
321 

327 

333 
340 
346 

353 
360 

366 
372 

379 

385 
392 

399 
405 

412 

418 
425 
43* 

438 

445 

451 

459 
465 

472 

478 
486 
492 

499 
505 

5«3 

520 

526 

533 
54« 

547 

554 
561 

568 

576 

582 
589 

597 
603 
611 
618 
625 

633 
639 
647 


100 

lOI 

102 
103 
104 

«05 
0.106 
o.  107 
o.  108 
0.109 


o, 

o 

o 

o, 

o, 

o 

o 

o 

o 

o 


110 
III 

112 

««3 

114 

««5 

116 

117 
118 
119 


o.  120 

O.  121 
O.  122 

«*3 

124 

«25 

126 

127 

128 
129 


o.  130 

0.131 
0.132 

0.133 

«34 

«35 
136 

«37 
138 

0.139 


140 
141 
142 

«43 
«44 

«45 
o.  146 
0.147 
0.148 
0.149 
o.  150 


7.9«5 
7.9«4 
7.9«4 

7.913 

7.912 
7.912 

7.9«« 
7.910 

7.910 
7.909 


576 
922 
260 

59« 
9«5 
23« 

540 
841 

135 
422 


7.908  700 
7.907  972 

7.907  235 
7.906  491 

7.905  739 
7.904  980 
7.904  213 

7.903  438 
7.902  655 

7.901  865 


7.901  066 
7.900  260 

7.899  446 
7.898  623 

7.897  793 
7.896  955 
7.896  108 
7.895  254 

7.894  391 
7.893  520 


7.892  641 

7.891  753 
7.890  858 
7.889  954 
7.889  041 
7.888  120 

7.887  191 
7.886  253 
7.885  306 
7.884  35« 


7.883  387 
7.882  415 
7.881  434 
7.880  444 

7.879  445 
7.878  437 
7.877  420 
7.876  395 
7.875  360 
7.874  3«6 
7.873  263 


654 
662 

669 

676 

684 

691 

699 

706 

7«3 
722 

728 

737 
744 
752 

759 

767 

775 
783 
790 

799 

806 

814 

823 

830 

838 

847 

854 
863 

871 

879 

888 
895 
904 

913 
921 

929 

938 

947 

955 

964 

972 
981 
990 

999 
1008 

1017 

1025 

«035 
1044 
1053 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


o.  160 
0.161 
o.  162 
0.163 
o.  164 
0.165 
o.  166 
0.167 
0.168 
0.169 


170 

171 
172 
173 

«74 
«75 
176 

«77 
0.178 
0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
o.  185 
0.186 

0.187 
0.188 
0.189 


o.  190 
0.191 
0.192 

0.193 
0.194 

0.195 

0.196 

0.197 

o.  198 

0.199 

0.200 


7.873  263 

7.872  201 
7.871  130 
7.870  049 
7.868  959 
7.867  860 
7.866  751 
7.865  632 
7.864  504 
7.863  367 


7.862  219 
7.861  062 
7.859  895 
7.858  719 
7.857  532 
7.856  335 
7.855  129 
7.853  912 
7.852  685 
7.851  447 


7.850  200 
7.848  942 
7.847  673 
7.846  394 
7.845  105 
7.843  805 
7.842  494 
7.841  172 

7.839  839 
7.838  495 


7.837 
7.835 
7.834 

7.833 

7.831 

7.830 
7.828 
7.827 
7.825 


140 

775 
397 
009 
609 
198 

775 
34« 
894 


7.824  436 


7.822  966 
7.821  485 
7.819  991 
7.818  484 
7.816  966 

7.815  435 
7.813  892 
7.812  336 
7.810  767 
7.809  186 
7.807  59« 


—  J 


062 

071 
081 
090 

099 
109 

119 

128 

«37 
148 

157 

167 

176 

187 
197 
206 

217 
227 
238 

247 

258 
269 
279 
289 
300 

3«« 
322 

333 

344 

355 

365 
378 
388 
400 
411 

423 

434 
447 
458 

470 

481 

494 
507 
518 

53« 
543 
556 

569 
581 

595 


m 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


o 

o, 

o, 

o. 

o. 

o 

o< 

o. 

o, 

o, 


7.807 
7.805 

7.804 

7.802 
7.801 

7.799 
7.797 
7.796 
7.794 
7.79» 


59« 
984 
364 

730 
083 

423 

749 
061 

360 

644 


210 
211 
212 

*«3 

2I4'7 

2i5'7. 
216  7 

217 

218 

219 


790  915 

789  171 

787  41 3 
785  641 

783  854 

78z   0^2 


O. 

o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


780 

778 
776 

774 


23b 
404 

696 


220 
221 
222 
223 
224 
225 

226  i  7 

227,7 


228 
229 


772  %\% 

770  92 ^ 
769  Ol* 
767  0<J2 
765  Is2 
763  I9> 
761    222 

759    255 

757    22») 

755  20J 


-J 


i6c* 
162c 

164- 
1660 

1*01 
I"44 

!•;< 

\^zi 

KV 
KV 

\  1' 


izi- 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

0.237 
0.238 
0.239 


7 
7 
7 
7 
7 


■'53 

751 

749 
746 

744 

7.742 
7.740 

7.738 
7.736 
7.  734 


163 
io*> 
051 

91* 

?oo 

5^-1 
3''<* 

004 


I  1 

21«* 


0.240    7.731     ?«} 
0.241    7.729    K4% 

0.242;?. 727  2«; 

0.143  7.725  OC4 
0.244J  7.^22 

o.245«7.720 
0.246  7.718 
0.247  -  -15  t>>S 
0,2487.713  3^4 
o.249|7.7io  <K* 
o.25o'7.70<  4"*» 


04»» 
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0 

0 

0 

0 

0. 

0. 

0. 

0. 

o. 


ooo 

001 

002 

003 

004 
005 
006 
007 
ooH 


0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
o  014 

0.01$ 

0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 

023 

024 
026 

02" 

ozg 
029 


0 

o 

o 
o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 


0.030 
o  031 
032 

033 

034 

03? 

o  036 
0.037 
0.03H 

'■'  039 


0.040 
o  041 
0.042 
0.04  J 
0.044 

045 
046 

047 
048 

049 

o;o 


7„470  026 
7„470  027 
7«47o  031 
7«470  036 

7„470  043 
7„470  052 
7„470  063 
7n47o  077 
7„47o  092 
7^70  109 


7,*470 
7m470 

7  „470 
7,i470 
7  „470 
7,i470 
7m470 
7  «470 
7  „470 
7, ,470 


129 
150 

174 
199 

227 
256 
288 

3" 

357 
395 


7„47o  435 
7,.47o  477 
7,r47o  5*0 
7«470  S66 
7„470  614 
•^„470  664 
7„47o  716 
7„470  770 
7„470  826 
7„470  884 


o 
o 

o 
o 
o 


r»47o 

•^«471 
"»471 

7«47i 
7i.47i 
7  „47  t 

7„47" 
7„47l 
7  «471 
7„47i 


944 
006 

070 

136 

205 

»75 
347 
421 

497 

575 


7„47l  655 
7„47i  737 
7„47«  «22 
7„47i  908 
•^»471  996 
-„472  086 

7„47a  178 
7„47a  «7* 
7„472  368 
7,^7»  466 
7„472  566 


-h^ 


I 

4 

5 

7 

9 
II 

"4 
15 

17 

20 

21 

*4 

25 
28 

29 
32 
34 
35 
38 

40 

42 

43 
46 

48 
50 

51 
54 
56 
58 

60 

62 
64 
66 
69 
70 

72 

74 
76 

78 
80 

82 

85 
86 

88 
90 
92 

94 
96 

98 
100 


±m 


0.050 
0.051 
0.052 

0.053 
0.054 

0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.05-9 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 

0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


.090 
.091 
.09z 

.093 
.094 

.095 
.096 

.097 

098 

.099 

.  100 


7«472  566 
7„473t  668 
7„472  772 
7„472  878 
7,»47a  986 
7n473  096 
7,i473  »07 
7m473  3*1 
7„473  437 
7«473  554 


7n473  674 
7»473  795 
7>i473  9« 9 
7h474  044 
7,,474  X72 
7m474  301 
7„474  43 i 
7«474  565 
7«474  700 
7»474  837 


7«474 
7»475 
7«475 
7„475 
7w475 
7„475 
7„475 
7,i476 

7,,476 
7m476 


976 
117 

*59 

404 

550 
699 

849 
001 

»55 
311 


7„476  468 
7„476  628 
7h476  789 
7„476  95 i 
7m477  118 
7„477  285 
7m477  453 
7„477  624 
7„47  7  796 
7m477  97« 


7«478 
7  »47  8 
7„478 
7  „47  8 
7  „478 
7„479 
7„479 
7i,479 
7„479 

7„479 
7„48o 


«47 

3*5 
505 
686 
870 

055 
241 
430 
621 

813 
007 


+^ 


02 
04 
06 
08 
10 
II 

«4 
16 

«7 
20 

21 

^4 

*5 
28 

29 

3« 
33 
35 

37 

39 

4« 
42 

45 
46 

49 
50 

5* 
54 
56 

57 

60 
61 

63 
66 

67 
68 

7« 
72 

75 
76 

78 
80 
81 
84 

85 
86 

89 

9« 
92 

94 


dbm 


o.ioo 

O.IOI 

0.102 
0.103 
o.  104 
0.105 
0.106 
0.107 
o.  108 
0.109 


O.  HO 
O.  III 
O.  112 

««3 

114 

««5 
116 

117 

118 

119 


0.120 
0.121 

.  122 
.123 
.124 

«25 
.126 

.127 

.128 

.129 


0.130 
O.I3I 
0.132 

0.133 
0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


0.140 
0.141 
0.142 

0.143 
0.144 

0.145 
0.146 

o.«47 
0.148 

0.149 

0.150 


7n48o 
7,1480 
7„48o 
7h48o 
7»i48o 
7«48« 
7  „481 
7w48i 
7ti48i 
7»48i 


007 
203 
400 
600 
801 
004 
208 

415 
623 

832 


7„482  044 
7ii48a  257 
7„482  472 
7„482  688 

7.1482  907 

7.1483  127 
7„483  348 
7„483  572 
7,1483  797 
7«484  023 


7,4484  252 
7^484  481 

7,»484  7«  3 
7,4484  946 
7„485  «81 
7„485  418 
7,1485  656 
7,1485.896 
7m486  137 
7^486  380 


7„486  625 

7«486  871 
7„487  «i8 
7^487  368 
7^487  619 
7„487  871 
7„488  125 
7„488  381 
7„488  638 
7„488  896 


7„489  «56 
7„489  418 
7„489  681 

7„489  946 
7„490  212 
7„490  480 
7, #490  749 
7„49"  020 
7,.49«  292 
7,i49«  566 
7„49«  841 


H-^ 


ifcm 


■i-J 


dzm 


^J 


196 
197 
200 
201 
203 
204 
207 
208 
209 

212 

213 

215 
216 

219 

220 
221 
224 

225 
226 

229 

229 

232 

233 
235 
237 
238 
240 
241 
243 

245 

246 

247 
250 
251 
252 

254 
256 

257 
258 

260 

262 
263 

265 
266 
268 
269 

27« 

272 

274 
275 


mm 


0.150 
o.  151 
o.  152 

O.X53 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 
0.159 


0.160 
0.161 
o.  162 
o  163 
o.  164 
0.165 
o.  166 
0.167 
0.168 
o.  169 


170 

171 

172 

«73 

«74 

«75 
o.  176 

0.177 
o.  178 

0.179 


o.  180 
o.  181 
o.  i8z 
o  183 
o.  184 
0.185 
o.  186 
0.187 
0.188 
0.189 


190 

191 
192 

«93 
194 

o.«95 
0.196 

0.197 
o.  198 
0.199 
0.200 


7„49«  84« 
7»492  ««7 
7,i492  395 
7w49»  675 
7„492  955 
7,»493  238 
7n493  521 
7«493  806 
7u494  093 
7,»494  381 


7,i494  670 
7„494  961 
7,1495  253 
7n495  546 
7„495   841 

71,496  «37 
7,»496  435 
7n496  733 
7„497  034 
7 „497   335 


7„497 

7„497 

7,i498 

7,1498 

7,»498 

7„499 

7„499 

7„499 
7,»5oo 

7  „500 


7,»5oo 
7„5oi 
7„50i 
7„50i 
7„502 
7„502 
7„502 
7„502 
7„503 
7„503 


638 
942 

247 

554 
862 

171 
481 

793 
106 

420 


736 

053 
37« 

690 
010 
332 
654 
978 
304 
630 


7„503  957 
7„504  286 
7„504  616 

7,»504  946 
7„505  278 
7„505  612 
7 „50 5  946 
7„5o6  281 
7„5o6  617 
7„5o6  955 
7„507  294 


276 

278 
280 
280 

283 
283 

285 
287 
288 

289 

291 
292 

293 
295 
296 

298 
298 
301 
301 

303 

304 

305 

307 
308 

309 
310 

312 

313 

3'4 

3«6 

3«7 
318 

3«9 

320 

322 

322 

324 
326 

326 

327 

329 
330 
330 
332 
334 
334 
335 
336 
338 
339 


0.200 
o.  201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


o, 

o, 

o, 

o 

o. 

o, 

o, 

o 

o 

o 


210 

211 
212 

213 
214 

215 

216 

217 
218 
219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 

o.  224 

225 

226 

227 
228 

229 


0.230 
0.231 
0.232 

0.233 
0.234 
0.235 

0.236 

0.237 

0.238 

0.239 


0.240 
0.241 
0.242 

0.243 

o  244 

0.245 

0.246 

0.247 

0.248 
0.249 
0.250 


7«507 

7n507 

7h507 
7«5o8 
7„5o8 

7,»  509 
7»509 
7,.  509 
7,»5«o 
7„5«o 


7»5«o 
7,»5«« 
7„5«« 
7„5«« 

7„5«2 
7„S«2 
7„5«2 
7„5«3 
7„5«3 
7„5«3 


7„5«4 
7„5«4 
7„514 
7,»5I5 
7„5«5 
7„5«6 
7„5«6 

7.,5«6 

7„5I7 
7„5«7 


7.,5«7 

7„5«8 

7„5«8 

7„5«9 

7.i5«9 

7„5«9 
7„520 

7,«52o 

7„52o 

7„52« 


7„52« 
7„522 

7„522 
7„522 

7„523 
7„523 
7„523 
7„524 
7„524 

7i,525 
7„525 

73* 


294 

633 
974 
316 

659 
002 

347 

693 
040 

388 


737 
087 
438 
790 
142 
496 
851 
207 

563 
92« 


279 

639 

999 
360 

722 

085 

449 
813 

«79 
545 


912 
280 

649 
018 

389 

760 

«32 

505 
878 
252 


627 
003 

379 

757 

«35 

513 
892 

272 

653 

034 
416 


339 
34« 
342 

343 
343 
345 
346 

347 
348 

349 

350 
35« 
352 
352 
354 
355 
356 
356 
358 

358 

360 
360 

36« 
362 

363 

364 

364 
366 

366 

367 

368 

369 
369 
37« 
37« 
372 

373 
373 

374 

375 

376 
376 
378 
378 

378 

379 
380 

38« 
381 
382 
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±m 

P 

— -^ 

±m 

P 

-^ 

±m 

P 

—  J 

■^  — 
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o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 

7h»77 

7,»277 
7«277 
7w»77 
7.»277 
7„277 

904 
902 

894 

880 

861 

837 

2 
8 

14 
»9 
24 
29 
35 
40 
46 

0.050 
0.051 
0  052 
0.053I 

0.054' 
0.055I 

7»27l    155    --. 
7ti*70  881,  JJ 
7„27o  601    ^gg 

7..27O    315     jq, 
7,.270  024    ^l 
7h^^9  727      ^, 

7„269  425'  jo8 
7„269  117    ;.. 

7„268  804 1  lll 

7^268  484 1  ^ 

0. 100 

0  101 

0.102 

0.103; 

0.104 

0.105 

7^250412      66 
7n249   846     ^ 

7„249  273  ^.;* 

7„248  694    J^^ 
7„248   109    \l 
7,»247  5 »7     i^Q 

0  150  7n2l4  047 
o.i5«i7«2i3   142 
0.152  7„2I2  229 
0.153   7n2ll    308 
0.154  7,|2io   380 
0.155  7m209  444 

905 

9«3 
921 

928 

936 

943 

95« 

959 
967 

1 

1 
0.200  7»I5«  766 

o.ioi  7««57  43«  ,:;. 

0.202  7«156  08:  ^^ 

0.203  7««54  732  1^; 

0.204  7„t5  3  368     *,. 
0.205   7«15«   993  ,;«, 

0.006 

0.007 
0.008 

7m277 
7,1277 
7«277 

808 

77J 
733 

0.056, 
0.057 
0  058 

0.106! 

0.107 

0.108 

7  ,,246 
7»246 
7,,245 

9'9    604 
J'S    6.0 

] 

0.156  7„208  501 

0.157  7»207  550 
0.158   7„2o6  591 

0.206 

0.207 
0.208 

7.«50  608.;- 

7"'49  2.3 ,;,, 

7n«47  807  /^^ 
7««46  39«  1 

0.009 

7n277 

687 

0  059 

0.109 

7m245 

0.159  7m205  624 

0.209 

5« 

324 

>  623 

1 

974 

142- 

O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 

7,|277 
7m277 

7,|277 

636 

579 
51« 

451 

57 
61 

67 

11 

83 
89 
94 

99 

0.060 
0.061 , 
0.062 
0.063 

7„268  160 
7,.267  829    "J 
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6.622  727 
6.622  664 
6.622  595 
6.622  522 
6.622  444 
6.622  360 
6.622  272 
6.622  178 


6.622 
6.621 
6.621 
6.621 
6.621 
6.621 
6.621 
6.621 
6.621 
6.620 


080 
976 
867 

753 
634 
510 

381 

107 

963 


6.610  813 
6.620  659 
6.620  499 
6.620  334 
6.620  164 
6.619  989 
6.619  ^09 
6.619  623 
6.619  433 
6.619  »37 


6.619  036 
6.618  830 
6.618  619 
6.618  403 
6.618  181 
6.617  954 
6.617  722 
6.617  485 
6.617  243 
6.616  996 
6.616  743 


3 

7 

13 

18 

22 

28 

33 
38 

43 

48 

53 

58 

63 
69 

73 
78 

84 
88 

94 
98 

104 
109 
114 
119 
124 
129 

"34 

140 

144 
150 

»54 
160 

165 

170 

»75 
180 

186 

190 

iq6 

201 

206 
211 
216 
222 

227 
232 

237 
242 

247 

253 


:km 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
o  056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 

0.074 
0.07S 
0.076 

0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


— -^ 


m 


— -^ 


m 


—  ^ 


±m 


P       \-J 


6.616 
6.616 
6.616 
6.615 
6.615 
6.615 
6.615 
6.614 
6.614 
6.614 


743 
485 
222 

954 
680 

401 
117 
828 
533 
233 


6.613  928 
6.613  618 
6.613  302 
6.612  981 
6.612  655 
6.612  323 
6.611  986 
6. 611  643 
6.611  296 
6.610  943 


6.610  584 
6.610  220 
6.609  851 
6.609  476 
6.609  096 
6.608  711 
6.608  320 
6.607  924 
6.607  522 
6  607  114 


6.606  702 
6.606  284 
6.605  860 
6.605  431 
6.604  996 

6.604  555 
6.604  110 
6.603  658 
6.603  201 
6.602  739 


6.602 
6.601 
6.601 
6.600 
6.600 
6.599 
6.599 
6.598 
6.598 
6.597 
6.597 


270 

797 
3>7 
832 

341 
845 
343 
835 
322 
803 
278 


258 
263 
268 

274 

279 
284 

289 

295 

300 

305 

310 
316 

321 
326 

332 
337 
343 
347 
353 

359 

364 
369 

375 
380 

385 
39« 
396 
402 
408 

412 

418 
424 
429 

435 
441 

445 
452 

457 
462 

469 

473 
480 

485 
491 
496 
502 
508 

5»3 
5«9 
525 


O.IOO 
O.IOI 

0.102 
0.103 
0.104 

0.105 

0.106 
0.107 
0.108 
0.109 


o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


HO 

III 

112 

113 

114 

115 

116 

117 

118 

119 


o.  120 

O.  121 
O.  122 
123 
124 

125 
126 
127 
128 
129 


130 

»3» 
132 

133 

'34 

135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


0.140 
o.  141 
o.  142 

0.143 
0.144 

0.145 

o.  146 

0.147 

o.  148 

0.149 

0.150 


6.597  278 

6.596  747 
6.596  210 
6.595  668 

6.595  I20 

6.594  566 
6.594  007 
6.593  441 
6.592  870 
6.592  292 


6.591 
6.591 
6.590 

6.589 
6.589 
6.588 
6.588 

6.587 

6.586 
6.586 


709 

120 

525 
924 

3«7 

704 
085 
460 
829 
192 


6.585  548 
6.584  899 
6.584  244 
6  583  582 
6.582  914 
6  582  240 
6.581  560 
6.580  874 
6.580  181 
6.579  482 


6.578  777 
6.578  065 

6.577  347 
6.576  623 

6.575  892 
6.575  «55 
6.574  4«2 
6. 573  662 
6.572  905 
6.572  142 


6.571  373 

6.570  597 
6.569  814 
6.569  025 
6.568  229 

6.567  427 
6.566  618 
6. 565  802 

6.564  979 
6.564  150 

6.563  3«3 


53« 

537 

542 

548 

554 

559 
566 

57« 
578 

583 

589 

595 
601 

607 

613 

619 

625 

631 
637 

644 

649 

655 
662 

668 

674 
680 

686 
693 
699 

705 

712 
718 

724 

73« 

737 

743 
750 

757 
763 

769 

776 

783 
789 

796 
802 
809 
816 

823 
829 

837 


0.1 
o.i 
o.  I 


o, 

o. 

o, 

o. 

o 

o, 

o, 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 

0.166 
o.  167 
0.168 
0.169 


170 

171 

172 

«73 

«74 

«75 
0.176 

0.177 
0.178 
0.179 


o.  180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 

0.187 
0.188 
o.  189 


190 

191 

192 

«93 

«94 

«95 
0.196 

0.197 
0.198 
0.199 
0.200 


6.563  3*3 
6.562  470 

6.561  621 

6.560  764 

6.559  900 

6.559  029 
6.558  152 
6.557  267 
6.556  376 
6. 555  477 


6.554  57« 
6.553  658 
6.552  738 
6.551  811 
6.550  876 

6.549  934 
6.548  985 
6.548  029 
6.547  065 
6.546  094 


6.545  115 
6.544  129 
6.543  136 

6.542  134 
6.541  126 
6.540  109 

6.539  085 
6.538  053 
6.537  014 
6.535  967 


6.534  912 

6.533  849 
6.532  778 
6.531  699 
6. 530  612 
6.529  517 
6.528  415 
6.527  304 
6.526  184 
6.525  057 


6.523  921 
6.522  777 
6.521  625 
6.520  464 
6.519  295 
6.518  117 
6.516  931 
6.515  736 

6.5«4  533 
6.513  321 

6.512  100 


843 
849 
857 
864 

871 
877 
885 

891 
899 

906 

9«  3 
920 

927 

935 
942 

949 
956 
964 

97« 

979 

986 

993 
1002 

1008 

1017 

1024 

1032 

1039 

1047 

1055 

1063 
1071 

1079 
1087 
1095 
1102 
1111 
1120 
1127 

II 36 

««44 
1152 
1161 
1169 
1178 
1186 
1195 
1203 
1212 
1221 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


100 
201 
202 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 


0.2I0 

0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 

O  221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.216 

0.227 
0.228 
0.229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.135 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 

0.144 
0.245 
0.246 
0.24- 
0.248 

0.149 
0.250 


6. 

6. 

6, 

6. 

6. 

6. 

6. 

6 

6 

6, 


5*2 

510 
509 
508 
507 
505 
504 

503 
502 

500 


100 
8*0 
632 

384; 

128 

862 

588 

304 1 

oii ! 

709 


6.499  398 

6.498  O"" 

6.496  -4' 

6.495  40" 
6.494  05KI 
6.492  690' 

6-49"    330 
6.489  9^2 

6.488   564 
6.487   16b 


6.485  -»58 
6.484  340 
6.482  912 
6.481   4*3 

6.480  02^ 
6.4T8    <b*y 

6.4^7 
6.4-^ 
6.4-4 
6.4"»2 


09- 
6i- 

12- 

626 


6.471  IM 

6.469  <g2 

6.468  o;<< 

6.466  51; 

6.464  Q<>0 

6.463  l^^ 

6.461  81* 

6.460  22^ 

6.458  62« 

6.45-  Ol- 


6.455  3Q4 

6.453  •>»* 

6.452  \%l 

6.450  4%; 

6.446  •<; 

6.44-  ic^ 

6.445  4C^ 

6.443  '^2 

6.441  ***i 

6.440  152 

6.438  ^CM. 


230 

14^ 


2-4 
50: 

3" 


5:1  . 
54'  i 

54« 


41" 
.1:« 


4" 


•  «  • 


'«.* 


•MI 


I 
,.t. 

1*       * 

IM» 

r.: 
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iim 


o.ooo 

0.001 
0.002 

0.003 

0.004 

0.005 

0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


3. 010 

O.OII 
0.012 

0.013 
0.014 

o.ois ' 
o.oib, 

C.Ol- ' 
O.OlK 

0.019 


0.020 
0.021 
0.022 

.02J 

^.024 

•..025 

0.026 

0.02'» 

.02« 

-  .029 


o 


O 
O 


.030; 
031  , 

,0321 

,^34. 

03? 
036 
03? 

038 


•  .040 
D.041 
'..042 

-.043. 
-  .044. 
''-.04?. 
.  .046 

•  .04Ä 

-  .  049 
0.050 


»•777  993 
h777  993 

777  996 

778  000 
778  006 
778  014 
778  023 
778  034 
778  046 
778  061 


n 


+^ 


±m 


+  ^ 


m 


h77« 

«778 
«778 
«778 
«778 
«778 
«778 
«778 
«778 
«778 


077 
094 
114 

135 

M7 
182 
208 

236 
265 

296 


«778  329 
m778  363 
«778  399 
«778  437 
„7''8  477 
„778  >i8 
„778  561 
„778  605 
„778  651 
«778  699 


».778  749 
„778  800 
„778  852 
„778  907 
«778  9^3 
»779  02» 
«779  080 
«779  «4» 
„779  »04 
«779  »^8 


1.779 

h779 

«779 

«779 

,1*^79 

«779 

«779 

«779 

«779 
«780 


334 
402 

471 

542 
615 

689 

765 

842 

922 

002 


«780  085 


o 

3 

4 
6 

8 

9 
II 
12 

»5 
16 

17 
20 
21 

22 

25 
26 

28 
29 

3» 

33 

34 
36 

38 
40 

4« 

44 
46 

48 
50 

S2 

55 
56 

58 

59 
61 

^3 
64 

66 

68 
69 

71 

73 

74 
76 

77 
80 
80 

83 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 

0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  too 


5n78o  085 
5„78o  169 
5«78o  254 
5n78o  342 

5i,78o  431 
5^780  521 
5»78o  613 
5„78o  707 
5,j8o  802 
5ti78o  899 


S«78o 

5«78i 
5n78l 
5«78i 
5,.78i 

5«78i 
5«78i 
5»78l 
5n78i 
5,l78i 


5ii782 
5«782 
5«782 
5«782 
5«782 
5«782 
5n782 
5«782 
5«783 
5«783 


998 
098 
200 

303 
408 

5»4 

622 

732 
843 
956 


070 
186 

304 

423 

544 
666 

790 

9M 

042 

170 


5ri783  300 
5«783  432 
5«783  565 
51.783  ^99 
5«783   835 

5«783  973 
5,j84   112 

5„784  252 

5fi784  394 

5«784  538 


5„784  683 
5m784  830 
5^784  978 
5«785  128 

5«785  279 
5«'85  431 

5m785  585 
5«7«5  741 
5,. 78 5  898 
5«786  056 
5„786  216 


84 

85 
88 

89 
90 

92 

94 
95 
97 

99 

00 

02 

03 

05 
06 

08 

10 

II 

13 

14 

16 
18 

19 
21 

22 

24 

25 

27 
28 

30 

32 
33 
34 
36 

38 

39 
40 

42 

44 

45 

47 
48 
50 

5» 
52 

54 
56 
57 

58 
60 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


100 
101 
102 

>o3 

104 

>05 
106 
107 
108 
109 


O.IIO 
O.III 
O.  112 
0.113 

o.  114 
o.  115 
0.116 
o.  117 

0.118 
0.119 


o.  120 

O.  121 
O.  122 

o.  123 
o.  124 

o.  125 
o.  126 
0.127 
o.  128 
o.  129 


0.130 
0.131 
o.  132 

0.133 

0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


o.  140 
o.  141 
0.142 

0.143 

o.  144 

0.145 

0.146 

0.147 

o.  148 

0.149 

0.150 


-h^ 


5^786  216 

5«786  378 
5«786  541 
5m786  705 
5«786  871 
5#i787  038 
5„787  206 
S«787  376 
5w787  548 
5w787  721 


5«787  895 
5n788  071 
5,»788  248 
5n788  426 
5 „7 8 8  606 
5«788  787 
5^788  970 
5ii789  154 
5n789  340 
5,1789  526 


5«789 
5»i789 
5«790 
5«790 
5«790 
5«790 
5«790 
5m79» 
5«79i 
5«79i 


5«79i 
5,i79> 
5«792 
5«792 
5«792 
5«792 
5«792 
5n793 
5i«793 
5«793 


7»5 
904 
095 
287 
481 
676 
872 
070 
269 
469 


671 

874 
078 

283 

490 

698 

908 

118 

330 

544 


5«793   758 

5«793  974 

5«794   «9« 

5«794  409 

5ii794  628 

5ii794 

5m795 

5,.795 

5«795 

5m795 

5«795 


849 

071 

294 
518 

744 
971 


162 
163 
164 
166 
167 
168 
170 
172 

»73 

174 

176 

177 

178 
180 
181 
183 
184 
186 
186 

189 

189 
191 
192 
194 

195 
196 

198 

199 

200 

202 

203 
204 

205 
207 
208 
210 
210 
212 
214 

214 

216 
217 
218 
219 
221 
222 

223 
224 
226 

227 


m 


+  ^ 


ztm 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 

0.159 


o.  160 
0.161 
0.162 
0.163 
o.  164 
0.165 
o.  166 
o.  167 

0.168 

0.169 


0.170 
0.171 
0.172 

0.173 
0.174 
0.175 

0.176 

0.177 

o.  178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
o.  185 

0.186 
0.187 

0.188 

0.189 


0.190 
o.  191 
o.  192 

0.193 
0.194 

0.195 

0.196 

0.197 

0.198 

0.199 

0.200 


5«795  971 
S«796  199 
5„796  428 
5»796  658 
5^796  890 
5„797  122 
5,»797  356 
5m797  59« 
5n797  827 
5n798  065 


5h798  303 
5w798  543 
5«798  784 
5m799  026 
5«799  *69 
5m799  5» 3 
5m799  758 
5,1 800  004 
5„8oo  252 
5 »800  500 


5^800  750 
5,i8oi  001 
5„8oi  252 
5«8oi   505 

5 «801  759 
5,)8o2  014 
5„8o2  270 
5n8o2  527 
5«8o2  785 
5^803  044 


5h8o3   304 
5«8o3   566 

5,^803  828 

5m8o4  091 

5 «804  355 
5y,8o4  620 

5„8o4  886 

5»8o5  153 

5«8o5  421 

5n8o5  690 


5«8o5  960 
5«8o6  231 
5m8o6  503 
5 „806  776 
5«8o7  050 
5»8o7  324 
5^807  600 
5^807  876 
5„8o8  154 
5„8o8  432 
5»8o8  711 


228 
229 
230 
232 

232 

234 

235 
236 

238 
238 

240 
241 
242 

243 

244 

245 
246 

248 

248 

250 

251 

25« 

253 

254 

255 
256 

257 
258 

259 
260 

262 
262 
263 
264 
265 
266 

267 
268 
269 

270 

271 
272 

273 
274 

274 
276 
276 
278 
278 
279 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 

0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


O 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


230 

231 
232 

233 
234 
235 

236 

237 
238 

239 


0.240 
0.241 
0.242 

0.243 

0.244 

0.245 

0.246 

0.247 

0.248 
0.249 
0.250 


5 «808  7" 

5„8o8  991 

5„8o9  272 

Sm8o9  554 

5n8o9  836 

5m8 

Sn8 

5h8 

5n8 

5»8 


Sh8 
5»8 

5»8 
5«8 
5«8 
5n8 
Sn8 
5«8 

5u8 
5n8 


5t.8 
5n8 
5»8 

5h8 
5«8 

5  «8 
5m8 
5n8 
5n8 
5n8 


5»8 
5n8 
5h8 
5«8 
5«8 

5«8 
5«8 
5«8 
5h8 
5n8 


o  120 
o  404 
o  689 

0  975 

1  262 


1  550 

1  838 

2  128 
2  418 

709 
000 
293 
586 
880 

»75 


4  470 

4  766 

5  063 
5  361 
5  660 

5  959 

6  258 

559 
860 

162 


7 
7 
8 
8 
8 
8 

9 

9 

9 
20 


465 

768 
072 

377 
682 
988 
294 
602 
910 
218 


514820 
5«82o 
5«82i 
5„82i 
5„82i 

5„822 
I5«822 
l5»822 

I5»823 

5n823 
5«823  650 


527 

837 
»47 
458 
769 
081 

394 

707 
021 

335 


-f^ 


280 
281 
282 
282 
284 
284 
285 
286 
287 

288 

288 
290 
290 
291 
291 

293 

293 
294 

295 

295 

296 

297 
298 

299 

299 

299 

|oi 

;oi 
;o2 

103 

;o3 
;o4 
105 
;o5 
;o6 
106 
|o8 
;o8 
|o8 

[09 

10 
10 

i»! 

;ii 
12 

»3 

»3 
»4 
»4 
»5 
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Tafel  IX. 


log  {A8(m)] 

'. 

±m 

P 

J 

=bm 

p 

J 

±m 

p 

—  ^ 

±m 

P 

f 

±m 

P 

f 

1 

o.oool5„978 
o.ooi 1 5„978 
0.002   5„978 
0.003   5„978 
0.004; 5„978 
0.005   S«978 

205 
202 

195 
183 

166 

144 

3 

7 
12 

17 

22 

27 

32 
36 

42 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 

5h972  077 
5m97»   828 
5n97»   574 
5/i97i    315 
5«97»   051 
5„970  782 

249 
254 

259 
264 

269 

O.IOO 
O.IOI 

0.102 
0.103 
0.104 
0.105 

5w953 
5n952 
5«952 
5«95» 
5«95» 
5n950 

307 
796 
279 

756 
229 

695 

5»» 

5»7 
523 
527 
534 

0.150 
0.151 
0.152 

o.»53 

o.i54j 

0.155, 

5„920  640 I 
5m9»9  830 
5^919  014 
5^918   192 

5«9»7  363 
5«9»6  527 

810 
816 
822 

829 
836 
842 

849 
856 

862 

0.200' 5^87«   59S   ,,, 
0.201,  5„870  421   j,^, 
0.202  5m«69  238        J 
0.203  5n868  047      ; 

0.2041 5«866  848 ;;;; 

0.205  5««65  640  ,;,^ 

0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

5«978    "7 
5,.978  085 
5«978  049 
5„978  007 

0.056 

0.057 
0.058 
0.059 

5«970  508 
5„970  228 

5,1969  944 
5n969  655 

274 
280 

284 
289 

0.106 
0.107 
0.108 
0.109 

5»950 
5«  949 
5w949 
5n948 

156 
611 
061 

505 

539 
545 
550 
556 

0.1561 

0.157 
0.158 
0.159 

5«9»S  685 
5n9»4  836 
5»9»3  980 
5n9»3   "8 

0.206, 5^864 
0.207  5i»863 
0.208  5|,86i 
0.209   5n86o 

96b  *'^> 
^       124- 

724 

46 

295 

562 

869 

UV 

0.010   5„977 
o.oii    5„977 
o.oi2'5„977 
0.013    5„977 
0.014  5„977 
0.015   5„977 
0.016  Sn977 
0.0171 5m977 

961 
909 

853 
792 

726 

656 
580 

499 

52 

56 
61 

66 
70 
76 
81 

85 
90 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 

5» 969  360 
5^969  061 
5ti968  756 
5^,968  446 
5« 968   13» 
5,^967  8n 
5^967  486 
Sn9^7   156 

299 

305 
310 

3»5 

320 

325 
330 

335 
34» 

O.IIO 
O.IIl 

0.112 
0.113 
0. 114 
0.115 
0.116 
0. 117 

5« 947  943 
5w947  376 
5» 946  803 
5« 946  225 
5»945  640 
5n945  050 
5n944  454 
5«943  853 

567 

573 
578 

585 
590 

596 

601 

608 

0. 160 
0.161 
0.162 
0. 163 
0.164 
0.165 
0.166 
0. 167 

5w9»2  249 

5«9»»   373 
5^910  490 

5m 909  601 
5«9o8  705 
5»907  802 
5,*9o6  892 
5«905  97  5 

876 
883 

889 
896 

903 
910 

9»7 

1   *^'^ 
93« 

0.210  5^859 
0.211   5m858 
0.212  5n856 
0.213  51.855 
0.214  51.854 
0.215  5»853 
0.216  5,1851 
0.217  5h850 

^73   .:;c 

9A>   ,,.. 
66X 

*^     12^- 
08-  ,., 

4-0    !.! 

0.018   5„977 

4>4 

0.068 

5^966  821 

0.118 

5„943 

245 

613 

0.168 i5„905  051 

0.218  5,.849 

0.019, 5„977 

324 

0.069 

5^966  480 

0.119 

5n942 

632 

0.169    5n904'120 

0.219  5»847 

1 

8M  ''' 

96 

346 

619 

938 

»H' 

0.020' 5„977 

228 

1  00 

0.070 

5^966  134 

35» 
356 
361 

367 

372 
377 
382 

387 
393 

0.120 

5h942 

013 

615 

630 

637 
642 
649 
654 
660 

667 
672 

o.»7o  5n903   »82 

945 
952 
960 
966 

974 

98» 

,   988 

,   995 
'  1003 

0.220  5^846 

'♦^*'  .5^-: 

0.021' 5„977   128 

0.022' 5„977  023 
0.023   5„976  913 
0.024   5„976   798 
0.025 '5„976  678 

105 
110 

"5 

120 

124 
130 

»34 

140 

0.071 

0.072 
0.073 

0.074 
0.075 

5«965  783 
5^965  427 
5^965  066 
5^964  699 
5»964  327 

0.121 
0.122 
0. 123 
0.124 
0. 125 

5«  94» 
5»  940 
5»,  940 

5«  9  39 
5«938 

388 

758 
121 

479 
830 

0.171    5«902  237 
0.172- 5^901   285 
o.»73'5«9oo  325 
o.»74  5n899   359 
o.»75i5«898   385 

0.221   5..845 

0.222   5,.843 
0.223  5^842 
0.224  5„H4i 
0.225  5^839 

12^     ', 

0.026   Sffyld 
0.027   5„9-'6 

554 
424 

0.076 

0.077 

5n963  950 
5«963  568 

0.126 
0.127 

5/i938 
5«937 

»76 
516 

0. 176 

0.177 

5« 897  404 
5^896  416 

0.22615^838 
0.227  5f«836 

«»■■       .. 

0.028    5„976 
0.029  5m976 

290 
150 

0.078 
0.079 

5«963   »8» 
5«962  788 

0. 128 
0.129 

5n936  849 
5«936   »77 

o.»78l5«895  421 
o.»79;5»894  418 

1 

0.228   5m835 
0.229.5^833 

4t3        .. 

\    14- 
9^1 

144 

, 

398 

678 

lOIO 

1 

ur 

0.030   5„976 
0.031   5„975 
0.032   5„9''5 
0.033    5„97<. 
0.034   5«975 
0.035    5„975 

006 
856 

702 

543 

379 
210 

150 

»54 

»59 
164 

169 

1  T  4 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 

5w962  390 
5«96i  987 
5m96i   578 
5n96»    »64 
5n96o  745 
5„96o   321 

403 
409 

414 

419 

424 

0.130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 
0.135 

5»935 
5»»934 
5«934 
5n933 
5»932 
5»932 

499 
815 
124 
428 

725 

017 

684 
691 
696 

703 
708 
*¥  1  i* 

0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0. 184 
0.185 

5« 893  408 
51.892  390 
51.89»   365 
5n89o  333 
5n889  293 
5«888  24s 

1018 

!»025 

»032 
1040 

1048 

0.230, 5,,832  54^»  ^    • 
o.23it5„83i  09^  ,^  . 
0.232   5«829  ft4l   ,^.. 
0.233    5h828   !•♦»  ,  ., 
0.234   5^826  60M  j'.. 
0.235   5^825  211  /  , 

0.036   5„975 
0.037   5h974 

036 

857 

»74 

«79 
184 

189 

0.086 
0.087 

5«959  891 
5«959  456 

430 
435 

0.136 
0.137 

5«  93» 
5n93o 

302 
581 

7»5 
721 

727 

733 

0. 186. 5^887  190 
o.i87i5„886  127 

1055 
1063 
1071 

1078 

1 

1 

0.236   5*823 

0.237    5h822 

''JI  '•  ■ 

2-*^ 

0.038    5„974 

673 

0.088 

5n959  015 

441 
446 

0.138 

5«929 

854 

0.188 

5»885  056 

0.238' 5^820 

0.039   5„974 

484 

0.089 

5n958   569 

0.139 

5n929 

121 

0.189 

5«883  978 

0.239  5,819 

«5» 

- 

»94 

45» 

739 

^1086 

1 :.' 

0.040' 5„974 

290 

»99 

204 

209 

2»3 

219 

224 
229 

234 
239 
243 

0.090 

5^958  »»8 

457 
462 
467 

473 
478 
484 

489 

495 

500 

506 

0. 140 

5«9*8 

382 

746 

752 
758 
765 

77» 

0. 190 

5«882  892 

1 
1094 

1     1   AI 

0.240  5,81- 

bi)i 

1   «  * 

0.041    5«974 

091 

0.091 

5„957  661 

0. 141 

5«927 

636 

0.191 

5«88i   798 

0.241    5«8lb 

,             • 

0.042   5„973 

887 

0.092 

5n957   »99 

0.142 

51,926 

884 

0.192I 5m88o  697 

1     t  V/4 

II  10 
1118 
1125 

»»34 
1141 

1150 

1158 

1166 

0.242    ^„«14 

^'^'^   1.-: 

0.043 '5i,973 

678 

0.093 

5n956  732 

0.143 

5»  926 

126 

0.193 

5^879  587 

0.243    5n8i2 

"^^^    i>». 

0.0441 5„97 3 
0.045  5„973 

465 
246 

0.094 
0.095 

5^956  259 
5»955  781 

0.144 
0.145 

5«925 
5«924 

361 

590 

0.194 
0.195 

5«878  469 
15^877   344 

0.244    ?«8ii 
0.245   5»8o<i 

0.046, 5„973 

0.047' 5„972 

022 
793 

0.096 
0.097 

5„955  297 
5«954  808 

0.146 

0.147 

5«923 
5«  92  3 

811     ''^ 

'    784 
029     '    ^ 

0.196 
0.197 

5^876   2iO 
5« 875  069 

0.246  5w8o8 

0.247    5«8o^ 

0.048 
0.049 
0.050 

5m972 
5ii972 
5n97a 

559 
320 

077 

0.098 
0.099 

O.IOO 

5„954  3»3 
5«953  813 
5»953   307 

0.148 

0.149 

0. 150 

5l,922 

5«92» 
5»920 

239 

443 
640 

1   /y^ 
796 
803 

0. 198 
0.199 

0.200 

5«873  9»9 
5^872  761 

5«87»   595 

0.248   $«804 
0.249  5h«o3 
0.250. 5m8oi 

1 

6i« 
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lop  {Pi»(m)}. 


±m 
o.ooo 

P 

+^ 

±m 

P 

-1-^ 

it  m 

P 

-1-^ 

ztm 

P 

-1-^ 

±  m 

P 

171 
171 
*73 
*73 

^  '^  A 

5.013  961 

1 

0.050  5.015  983 

81 

81 

«5 

85 
88 

89 
90 
9* 
94 

0.100 

5.031  904 

156 

«57 

«59 
160 

162 

162 

165 

0.150 

5:041   326 

220 
222 

222 

0.200 

5.053  634 

o.ooi 

5-013  963 

• 

0.051 

5.016  064 

0.101 

5.032  060 

0. 151 

5.041  546 

0.201 

5.053  905 

0.002 

5.013  965 

4 
6 

7 
9 

IX 

1 2 

0.051 

5.026  146 

0.102 

5.032  217 

0.152 

5.041  768 

0.202 

5.054  176 

0.003 

0.004 

5.013  969 
5.023  975 

0.053 
0.054 

5.016  231 
5.026  316 

0.103 

0.104 

5.032  376 
5.032  536 

0.153 

0.154 

5.041  990 

5.042  214 

224 

t  *%  e 

0.203 
0.204 

5.054  449 
5.054  7*» 

0.005 

5.013  981 

0.055 

5.026  404 

0.105 

5.032  698 

0.155 

5. 041* 439 

225 
226 

227 
228 
229 

0.205 

5.054  996 

274 

*74 
276 
276 

277 

0.006 

0.007 

5.023  991 
5.014  001 

0.056 
0.057 

5.026  493 
5.026  583 

0.106 
0.107 

5.032  860 

5.033  025 

0.156 
0.157 

5.042  665 
5.042  892 

0.206 
0.207 

5.055  270 
5.055  546 

0.008 

5.014  014 

14 

0.058 

5.026  675 

0.108 

5.033   «90;  -^ 
5.033   357.    ^ 

0.158,5.043  120 

0.208 

5.055  822 

0.009 

5.014  018 

0.059 

5.026  769 

0.109 

0.159 

5.043  349 

0.209 

5.056  099 

15 

95 

169 

*3« 

278 

O.OIO 

5.014  043 

17 

19 

20 

21 

»4 
*5 
*7 
28 

30 

0.060 

5.016  864 

97 
98 
100 
101 
103 
104 
106 
108 
109 

0.110 

5.033  5*6 

169 
171 

«73 
«74 

«75 
176 

«78 
179 
180 

0.160 

5.043  580 

231 

*33 

*33 

*35 
236 

0.210 

5-056  377 

279 

*79 
281 

281 

282 

282 

283 

284 

285 

O.OII 

5.014  060 

0.061 

5.026  961 

O.III 

5.033  695 

0.161 

5.043  811 

0.211 

5.056  656 

0.012 
0.013 
0.014 

5.024  079 
5.014  099 
5.014  111 

0.062 
0.063 
0.064 

5.017  059 

5.017  159 
5.017  160 

0.112 
0.113 
0.X14 

5.033  866 

5.034  039 

5.034  *«3 

0.162 
0.163 
0.164 

5.044  044 
5.044  277 
5.044  5«* 

0.212 
0.213 
0.214 

5.056  935 

5.057  216 
5.057  497 

0.015 

5.014  145 

0.065 

5.027  363 

0.115 

5.034  388 

0.165 

5.044  748 

0.215 

5.057  779 

0.016 

0.017 
0.018 

5.014  170 

5.014  197 
5.014  215 

0.066 
0.067 
0.068 

5.027  467 

5.017  573 
5.027  681 

0.116 
0. 117 
0.118 

5.034  564 

5.034  74» 
5.034  921 

0.166 

0.167 
0.168 

5.044  985i:fi 

5.045  2231     J 

5.045  461 IJ^ 

0.116 
0.217 
0.118 

5.058  061 

5.058  344 
5.058  628 

0.019 

5.014  155 

0.069 

5.017  790 

0.119 

5.035  101 

A  OVJ 

0.169 

5.045  702 

..^w 

0.219 

5.058  913 

3* 

HO 

182 

*4« 

286 

0.020 

5.014  l«7 

33 

35 

37 

38 
39 
4» 
43 

A  A 

0.070 

5.027  900 

114. 

0.120 

5.035  283 

183 
185 
185 
«87 
189 

0. 170 

5 -045  943 

242 

144 

244 

*45 
246 

0.220 

5.059  199 

28iS 

287 
288 
288 

289 
290 
290 

^9  /\  V 

0.021   5.014  310 

0.071 

5.018  011 

1 1  * 
114 

"5 
116 

118 

0.121 

5.035  466 

0.171 

5.046  185 

0.221 

5.059  485 

0.022   5.024  355 

0.072 

5.028  126 

0.122 

5.035  651 

0.172 

5.046  419 

0.222 

5.059  77a 

0.023 
0.024 

5.014  39* 
5.014  430 

0.073 
0.074 

5.028  241 
5.018  357 

0.123 
0.124 

5.035  836 

5.036  023 

0.173 

0.174 

5.046  673 
5.046  918 

0.223 
0.224 

5.060  060 
5.060  348 

0.025 

5.014  469 

0.075 

5.028  475 

0.125 

5.036    212 

0.175 

5.047  164 

0.225 

5.060  637 

0.026 

0.027 

5.014  5»" 
5.014  554 

0.076 
0.077 

5.028  595 
5.028  716 

121 

1  <•  <* 

0.126 
0.127 

5.036  401  ;!j 
5.036  59*, !?! 

0.176 
0.177 

5.047  4«i    '^J 

5.047  660  !^; 

0.226 

0.227 

5.060  927 

5.061  217 

0.028 

5.014  598 

44 

46 

0.078 

5.028  838 

1  zz 

0.128 

5.036  784 

194 

0.178 

5.047  909 

251 

0.228 

5.061  508 

291 

4  A<« 

0.029 

5.014  644 

0.079 

5.028  962 

124 

0.129 

5.036  978 

0.179 

5.048  160 

0.229 

5.061  800 

292 

48 

126 

«95 

251 

*93 

0.030 

5.014  691 

f0\ 

0.080 

5.029  088 

■  'V  •* 

0.130 

5.037  173 

196 

«97 
«98 
200 
201 

0.180  5.048  411 

0.230 

5.062  093 

<•  «\  4 

0.031 

5.014  74* 

50 
51 

5» 
54 
56 

58 

5« 
61 
62 

0.08t 

5.019  215 

IZ7 
128 

120 

0.131 

5.037  369 

0.181  5.048  663'  *^* 
0.182*5.048  9i6<  ^1 
0.183   5.049  «7«'  ,;J 

0.231 

5.062  386 

293 

293 

295 

295 

295 
296 

297 
298 

298 

O.OJ2  5.014  793 

0.082 

5.019  343 

130 

«31 
"33 
»35 
135 
138 
138 

0.132 

5.037  566 

0.232 

5.061  679 

0.033  5.024  845 

0.083 

5.019  473 

0.133 

5.037  764 

0.233 

5.061  974 

0.034' 5.014  899 

0.084 

5.029  604 

0.134 

5.037  964 

0.184 

J.049  4*6  -^1 

0.134 

5.063  169 

0.035  5.014  955 

0.085 

5.029  737 

0.135 

5.038  165 

0.185 

5.049  682 

»57 
258 

»59 
260 

0.235 

5.063  564 

0.036  5.015  013 
0.037  5.015  071 

0.086 
0.087 

5.029  872 

5.030  007 

0. 136*5. 038  367 
0.137  5.038  571 

204 
205 
206 

0.186 
0.187 

5.049  939 

5.050  197 

0.236 
0.137 

5.063  860 

5.064  157 

0.0385. 015  131 

0.088 

5.030  145 

0.138  5.038  776 

0.188  5.050  456I 

0.138 

5.064  455 

0.039  5.015  194 

\/ A 

0.089 

5.030  283 

0-13915.038  982 

^^\m\M 

0.189 

5.050  716 

mß  ^^^0 

0.139 

5.064  753 

, 

64 

141 

207 

261 

1 

298 

0.040 

5.015  158 

65 

67 
69 
70 

71 

73 

75 
76 

78 
80 

0.090 

5.030  424 

141 

«43 

145 
146 

»47 
149 
150 

«5* 
«53 
«54 

0.140 

5.039  189 

9  oft 

0.190 

5.050  977 

262 

0.240 

5.065  051 

299 
300 
301 
301 
301 
302 

303 
303 

303 
305 

D.041  "5.015  313 
7.042' 5.015  390 

i.043   5.015  459 
3. 044   5.015  519 
>.045   5.015  6oi 

0.091 
0.091 
0.093 
0.094 
0.095 

5.030  565, 
5.030  708 
5.030  853* 

5.030  999 

5.031  146! 

0.141 
0.142 
0.143 
0.144 
0.145 

5.039  397  ;;; 
5.039607,^,^ 

5.039  817  -,j 

5.040  029. 
5.040  243 _  ^ji 

0.191 
0.192 

o.«93 
0 . 1 94 ' 

0.195 

5-05«  *39'  Y^\ 

^°5«  501^64 
5.051  765^6^ 

^•^5*  ^*9    ^66 
5  05*  295    ,AA 

0.241 
0.242 

0.243 
0.244 

0.145 

5.065  350 
5.065  650 

5.065  951 

5.066  252 
5.066  553 

>.046   5.015  674 
>.o47   5.015  749 

0.096 
0.097 

5.031   195 
5.031   445 

0.146  5.040  457:  ••Jl 
0.147  5.040  673'  ,,^| 

0.196  5.052  561'  ™ 
0.197  5.052  828      ,J 

0.246 
0.247 

5.066  855 

5.067  158 

».04«    5-015  8*5 

0.098 

5.031  597 

0.148  5.040  889 { 

218 
219 

0.198 '5.053  096    ^^^ 

0.248 

5.067  461 

.049 

5.015  903 

0.099 

5.03«   750 

0.149 

5.041  107 

0.199 

5.053  365    ,J| 

0.149 

5.067  764 

►  .050 

5.015  9«3 

1 

0.100 

5.031  904' 

1 

0.150 

5.041  326 

0.100 

5-053  634 

0.150 

5.068  069 

:p  p p  a  1  i»r,  Bahiib«stiBBBnf»B.  n. 
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log  {A««W}. 


m 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0,007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 

O.OZI 

0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 

0.034 

0.035 

0.036 

0.037 

0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 

0.045 

0.046 

0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


340 
340 
340 
340 

340 
5.340 
5-340 
5.340 
5.340 


229 
226 

219 

207 

191 

169 
"43 

112 

076 


5.340  036 


339 
339 
339 
339 
339 
339 
339 
339 
339 
339 


990 
940 
885 
826 
761 
692 
618 

539 
456 

367 


5.339  »74 
5.339  »76 
5.339  074 
5.338  966 

5.338  854 

5.338  737 
5.338  615 

5.338  488 

5.338  357 
5.338  220 


5-338 


337 
337 

337 

337 

337 
337 

5.336  956 
5.336  776 
5.336  592 


079 
933 
782 
627 
466 
301 
«31 


5.336  402 
5.336  208 
5.336  009 
5.335  804 
5.335  596 
5.335  382 
5.335  163 
5.334  939 
5.334  711 
5.334  477 
5.334  »39 


J 

3 

7 

12 

16 

22 

26 

3« 

36 

40 

46 

50 

55 

59 

65 

69 

74 

79 

83 

89 

93 

98 

102 

108 

112 

117 

122 

t»7 

«3» 

»37 

141 

146 

151 

«55 

161 

165 

170 

«75 

180 

184 

190 

«94 

«99 

205 

208 

214 

219 

224 

228 

»34 

238 

d:  m 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 

0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 

0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 

0.091 

0.092 

0.093 

0.094 

0.095 

0.096 

0.097 

0.098! 

0.099 

O.IOO 


p 


—  J 


334 
333 
333 
333 
333 
33» 
33» 
5.33» 
5.33» 
5.33« 


»39 

996 

748 

495 
»37 

974 
706 

433 
«5S 
872 


5.33«  585 

5.33«  »92 

5.330  994 
5.330  692 

5.330  384 
5.330  072 
5.329  754 
5.329  431 
5.329  «04 
5.328  771 


5.328 
5.328 
5.327 
5.327 
5.327 
5.326 
5.326 

5.325 
5.325 
5.325 


3  »4 

3  »4 

3»3 

323 

3»3 

3»» 

3»» 

3»« 
321 

321 


433 
090 

74» 

389 
031 

668 

300 

926 

548 
164 


776 
382 

983 
579 
169 

755 

335 
910 

480 
044 


5.320  604 
5.320  158 

5.3«9  707 
5.319  250 
5.318  789 
5.318  322 
5.317  849 
5.3«7  372 
5.3«6  889 
5.316  400 

5.3«5  907 


»43 

248 

»53 
258 

263 
268 

273 
278 

283 
287 

293 
298 
302 
308 

312 
318 

323 

327 

333 

338 

343 
348 

353 
358 

363 
368 

374 
378 

384 
388 

394 
399 
404 
410 

414 
420 

425 
430 
436 

440 

446 
45« 
457 
461 
467 

473 
477 
483 
489 
493 


m 


0.100 

o.  lOI 
o.  102 
0.103 
0.104 
o.  105 
0.106 
0.107 
0.108 
o.  109 


0.110 

O.III 

0.112 
0.113 
0.114 

0.115 
0.116 

0.117 
0.118 

0.119 


0.120 
0.121 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 

0.126 
0.127 
0.128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 

0.133 

0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


—J 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


140 

141 

142 

«43 
144 

145 
146 

«47 
148 

«49 
150 


3«5 
3«5 


907 

408 


3«4  903 
3«4  393 


313  878 

3«3  358 

312  831 

312  300 

5.311  763 

5.311  220 


5.310  672 

5.310  119 

5.309  560 

5.308  995 

5.308  425 

5.307  849 

5.307  268 

5.306  681 

5.306  088 

5.305  490 


304 
304 
303 
303 


886 

277 
662 
041 


302  414 
301  782 
301  144 
300  500 


299 
299 


850 
«95 


5.298 

5.  »97 
5.  »97 
5.296 

5. »95 
5.295 
5 

5 
5 
5 


533 
866 

«93 
5«4 

829 

139 

»94  442 

293  739 

293 

292 


030 
316 


5 
5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

5. 

5. 


291 
290 
290 
289 
288 
287 

287 
286 

285 
284  834 
284  052 


595 
868 

«35 
397 
652 

900 

«43 

379 
610 


499 

505 
510 

5«5 
520 

527 

53« 

537 
543 

548 

553 
559 
565 

570 

576 

581 
587 
593 
598 

604 

609 

615 
621 

627 

632 

638 

644 

650 

655 
662 

667 

673 
679 

685 

690 

697 

703 

709 

714 

721 

727 
733 
738 

745 
752 
757 
764 

769 

776 
782 


=b  m 


—  J 


0.150 
0.151 
0.152 

0.153 

0.154 

0.155 
o.  156 

0.157 
0.158 
0.159 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


160 

161 

162 
163 

164 

165 

166 

167 

168 

169 


0.170 
0.171 
o.  172 

0.173 

0.174 
0.175 

0.176 

0.177 
0.178 

0.179 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0,187 
0.188 
0.189 


0.190 
0.191 
0.192 

0.193 
0.194 
0.195 

0.196 

0.197 
0.198 

0.199 

0.200 


5.284 

5.283 

5.282 
5.281 

5.280 
5.280 

5.279 
5.278 

5.277 
5.276 


5.275 
5.275 
5.274 
5.273 
5.272 
5.271 
5.270 
5.269 
5.268 
5.267 


5.267 

5.266 

5.265 
5.264 
5.263 

5.262 
5.261 
5.260 

5. »59 
5.258 


5.257 

5. »56 

5. »55 

»54 

»53 
252 

»5« 

250 

»49 


5.  »48 


5.  »47 
5.246 

5.  »45 
244 

»43 
241 

240 

»39 
5.238 

5. »37 
5.236 


052 
263 
468 
667 
860 
046 
226 

399 
566 

726 


880 
028 
168 

303 
430 

55« 

665 

773 
874 
968 


055 
136 

209 

276 

336 

389 

435 

474 
506 

53« 


548 

559 
562 

559 
548 

5»9 
504 

471 

430 

383 


3»7 
264 

«94 
ti6 
031 
938 
837 
728 
612 

487 
355 


789 

795 
801 

807 

814 

820 

827 

833 
840 

846 

852 
860 
865 

873 

879 
886 

892 

899 
906 

913 

919 

927 

933 
940 

947 

954 
961 

968 
975 

983 

989 

997 
1003 

1011 
1019 
1025 

«033 
1041 

1047 

1056 

1063 
1070 
1078 
1085 
1093 
1101 
1109 
1116 
1125 
1132 


dl  m 


P    -J 


o. 

o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


200 
201 
202 

203 
204 
205 
206 

207; 
208; 
209  < 


»36  355 
»35  215 
»34  067 
232  911 

231  74^ 
»30  5T5 
229  39si 
228  20-' 
227  010, 
225  805 


0.2IO|5 

0.211I5 

5 
5 
5 


0.212 

0.213 
0.214I 
0.215 
0.216' 

0.217 
0.218 
0.219 


0.220^ 

0.221 

0.222' 

0.223 

0.224 

0.225 

0.226 

0.227 

0.228 , 

0.229' 


224 
223 
2X2 
220 
219 

5. »«8 
5.217 
5.215 

5.214 
5.213 


5.211 

5.210 
5.209 
5.208 
5.206 
5.205 
204 
202 
201 

«99 


592 
370 
14c 
902 

65  > 
39<* 

«3> 

862; 

581! 
290 1 


5 

5 
5 
5 


0.230  5, 
0.231   5 
0.232,5. 
0.23315 


0.234 
0.235 
0.236  5. 

o.237i5. 
0.238(5. 

0.239  5. 


0.240   5 
0.241 ' 5. 
0.242   5. 
0.243:5. 

o.»44!5. 


0.245 
0.246 

0.24' 

0.248 

0.24<) 

0.250 


5 

5 

5' 

5 

5 

5 


98 
97 
95 
94 

92 

9« 

89 
88 
8- 

85 


«4 

82 

81 
"9 

•6 
•4 

-3 
?i 

?o 
68 


I 


I 
991» 

683  1 

36^ 

040 

-04 

360 

00- 

644 

2-2, 
89c 


2''0 
84c 
40» 

9551 

4^4, 
02^' 

54- 


o;* 

r  *  ** 

4»>c 

34- 

—  > 
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Yorgl.  pag.  38. 


o.oo 

O.Ol 
0.02 

0.03 
0.04 

0.05 

0.06 
0.07 
0.08 
0.09 

o.to 

O.  II 

0.12 
0.13 
o.  14 

o.is 
0.16 
0.17 
0.18 
o.  19 

0.20 
0.21 
0.22 
0.23 
0.24 

0.25 

0.26 
0.27 
0.28 
0.29 

0.30 
0.31 
0.32 

0.33 

0-34 

0.35 
0.36 

0.37 
0.38 
0.39 

0.40 
0.41 
0.42 
0.43 
0.44 

0.45 
0.46 
0.47 
0.48 
0.49 

0.50 


+  o 

+  o 
+  o 

+  o 
H-  o 
H-  o 
-h  o 
H-  o 

+  o 

+  o 

H-  o 
+  o 

-h  o 


+  o 


•    -h  o 

I    H-  o 

,  +° 

I    -ho 

!  +  o 

'    -h  o 
'    +  o 

+  o 
4-  o 

■f  o 

-h  o 

-h  o 

+  o 

-f  o 

-h  o 
-f  o 
+  o 
+  o 
H-  o 


000  0000  000 
009  9996  667 

o»9  9973  336 
029  9910  024 

039  9786  768 

049  9583  645 
059  9280  776 
069  8858  345 
079  8296  605 
089  7575  894 

099  6676  643 

»09  5579  39* 
119  4264  798 

129  2713  647 

139  0906  865 

148  8825  532 
158  6450  888 
168  3764  347 
178  0747  508 
187  7382  163 

197  3650  309 
206  9534  158 
216  5016  146 
226  0078  943 
2^35  4705  463 


244 

*54 
263 

272 

282 


8878 
2582 
5800 
8516 
0714 


871 

596 

333 

060 

038 


291  2378  826 
300  3495  280 
309  4048  569 
318  4024  177 
327  3407  9" 


336 

345 

353 
362 

371 

379 
388 
396 

404 
413 


2185  908 
0344  640 
7870  918 

475«  904 
0975  «o8 


6528 
1400 

5578 
9052 
1812 


398 
003 
518 
906 

505 


421  3847  026 
429  5146  561 
437  5701  583 
445  550a  949 
453  454«  899 


■^   0.461  2810  064 


0.50 
0.51 
0.52 

0-53 
0.54 

o  55 
0.56 

0.57 

0.58 

0.59 

0.60 
0.61 
0.62 
0.63 
0.64 

0.65 
0.66 

0.67 
0.68 
0.69 

0.70 
0.71 
0.72 

0.73 
0.74 

0.75 
0.76 

0.77 
0.78 
0.79 

0.80 
0.81 
0.82 
0.83 
0.84 

0.85 
0.86 

0.87 
0.88 
0.89 

0.90 
0.91 
0.92 

0.93 
0.94 

0.95 
0.96 
0.97 
0.98 
0.99 

I.OO 


f'-" 


-^'dt 


-f- 


H-  o 

-h  o 

-f-  o 

H-  o 

+  o 


4-  o 

-h  o 

+  o 

-f-  o 

-I-  o 

+  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

+  o 

4-  o 

4-  o 

-h  o 

4-  o 

-h  o 

+  o 

4-  o 

4-  o 

-f-  O 

4-  o 

-h  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

+  o 

4-  o 

+  o 

4-  o 

4-  o 


461  2810  064 
469  0299  460 
476  7002  495 
84  291 I  965 
9t  8021  058 


99 

06 

>3 
21 

28 


»3^3 
5812 

8483 
033« 
«349 


350 
809 
792 
044 
697 


35  «535  *68 
42  0883  659 
48  9391  154 
55  7054  4«6 
62  3870  483 

68  9836  768 

75  495«  056 
81  9211  497 
88  2616  607 
94  5«65  »57 


600  6856  679 
606  7690  454 
612  7666  508 
618  6785  109 
624  5046  863 

630  2452  707 
635  9003  903 
641  4702  035 
646  9549  001 
65a  3547  007 

657  6698  563 
662  9006  476 
668  0473  841 
673  1104  039 
678  0900  727 


682 

687 
692 

697 
701 

706 
710 

7«4 
719 

723 


9867 
8009 

5330 
1834 
75^8 

2415 
6501 
9792 
2294 
4013 


83» 
546 
316 
84t 
060 

«49 
512 

774 
773 
554 


727  4955  36a 
731  5126  632 

735  4533  983 
739  3«84  a«a 
743  «084  284 


-(-  0.746  8241  328 


00 

Ol 
02 

03 

04 

05 
06 

07 
08 
09 

10 
II 

12 

«3 
«4 

«5 
16 

«7 
18 

«9 

20 
21 
22 

23 
24 

25 
26 

27 

28 

29 

30 
3« 
32 

33 

34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 

4« 
42 
43 

44 

45 
46 

47 
48 
49 


1.50 


4- 
4- 
4- 


/•- 


-^dt 


+  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

-h  o 

4-  o 

4-  o 

-I-  o 
-1-0 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

-h  o 

4-  o 

4-  o 

4-  o 

-h  o 

+  o 

4-  o 


+  o 
4-  o 
+  o 
4-  o 
4-  o 


o 
o 
o 
o 
o 


+  o 
-h  o 
+  o 
4-  o 
4-  o 

-h  o 
4-  o 
4-  o 
-h  o 
4-  o 


4-  o 
4-  o 
4-  o 
-h  o 
4-  o 

4-  o 
-h  o 
-h  o 
-Ho 
+  o 


46  8241  328 
50  4662  625 
54  0355  604 
57  5327  836 
60  9587  021 

64  3140  986 

67  5997  677 
70  8165  149 

73  965«  562 
77  0465  «72 

80  0614  325 
83  0107  451 
85  8953  054 
88  7«59  709 
91  4736  054 


94  1690  781 
96  8032  635 

99  3770  403 
801  8912  908 
804  3469  007 


806 
809 
811 

813 
815 


7447 
0857 
3707 
6007 

7764 


580 
528 
764 
211 

793 


«17  8989  431 
819  9690  039 
821  9875  5«9 
823  9554  753 
825  8736  600 

827  7429  893 
829  5643  433 
83«  3385  982 

833  0666  265 

834  7492  959 


836 

837 

839 
841 

842 


3874 
9820 

5337 
0435 

5«22 


694 

047 

539 
631 
720 


843  9407  «38 

845  3297  146 

846  6800  934 

847  9926  615 
849  2682  225 


850 

85« 
852 

854 
855 


5075 

7114 
8807 

0161 

1184 


719 
969 
761 
796 
681 


H-  0.856  1883  936 
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T 

T 

0 

T 

T 

0 

T 

T 

0 

1.50 

4-  0.856  1883  936 

2.00 

-h  0.882  0813  908 

2.50 

4-  0.885  8662  73t 

?Si 

4-  0.857  2266  98s 

2.01 

-|-  0.882  2609  265 

2.51 

4-  0.885  8851  030 

1.52 

-1-  0.858  2341  160 

2.02 

4-  0.882  4333  881 

2.52 

4-  0.885  9030  104 

I.S3 

+  0.859  2II3  69» 

2.03 

4-  0.882  5990  212 

*.53 

4-  0.885  9200  376 

I.S4 

-H  0.860  1591  7i8 

2.04 

4-  0.882  7580  644 

2.54 

4-  0.885  9362  247 

155 

-|-  0.861  0782  276 

2.05 

-h  0.882  9107  494 

2.55 
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—  113 

—  114 

—  i"3 

—  0.025  0000  't 

.1 

0.505  026 

9  — 

IOI.7 

—  0.020  0000 

1 

« 

0.499  3»o 
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Tafel 


/-Tafel. 


log/ 


Diff. 


0.020 

0000 

'  0.499 

1 
1 

320 

0.019 

9000  ' 

1 

'  0.499 

206 

0.019 

8000  ' 

0.499  093 

0.019 

7000  , 

1  0.498  980 

0.019 

6000  1 

0.498 

866 

0.019 

5000 

0.498 

753 

0.019 

4000 

0.498  639 

0.019 

3000 

0.498  526 

0.019 

2000 

0.498 

413 

0.019 

1000 

0.498 

300 

0.019 

0000 

0.498 

186 

0.018 

9000 

0.498 

073 

0.018 

8000 

1  0.497 

960 

0.018 

7000  . 

'  0.497 

847 

0.018 

6000  ' 

0.497 

734 

O.OlK 

5000  1 

0.497 

1 

621 

0.018 

4000  1 

0.497 

507 

0.018 

3000  i 

0.497 

394 

0.018 

2000 

0.497 

281 

0.018 

1000 

'  0.497 

168 

0.018 

0000 

0.497 

055 

0.017 

9000 

0.496 

942 

0.017 

8000 

0.496 

829 

0.017 

7000 

0.496 

717 

0.017 

6000 

0.496  604  ' 

0.017 

5000 

0.496 

491  1 

0.017 

4000  1 

0.496  378 

0.017 

3000  ■ 

1  0.496 

265 

0.017 

2000  , 

0.496 

«5» 

0.017 

1000  1 

0,496 

040 

0.017 

0000 

1 

0.495 

927 

0.016 

9000 

I  0.495 

814 

0.016 

8000 

0.495 

702 

0.016 

7000 

0.495 

589 

0.016 

6000 

,  0.495 

476 

0.016 

5000 

0.495 

364 

0.016 

4000 

,  0.495 

*5« 

0.016 

3000 

1  0.495 

138 

0.016 

2000 

,  0.495 

026 

0.016 

1000 

.  0.494  913 

0.016 

0000 

0.494 

801 

0.015 

9000 

i  0.494 

689 

0.015 

8000 

■  0.494 

576 

0.015 

7000 

0.494 

464 

0.015 

6000 

■  0.494 

351 

0.015 

5000 

0.494 

»39 

0.015 

4000 

1  0.494 

127- 

0.015 

3000 

0.494 

014 

0.015 

2000 

.  0.493 

902 

0.015 

1000 

0.493 

790 

0.015 

0000 

0.493 

678 

—  114 


3 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

2 
2 


P.  p. 


—  114 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


11.4 
22.8 
34.2 

45.6 

57.0 
68.4 

79.8 

91.2 

102.6 


—  »13 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 


11.3 
22.6 

33.9 

45.» 

56.5 
67.8 

79.1 

90.4 

101.7 


112 


1  —  II. 2 

2  —  22.4 

3  —  33.6 

4  —  44.8 

5  —  56.0 

6  —  67.2 

7  —  78.4 

8  —  89.6 

9  —  100.8 


III 


1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


11.1 

22.x 
33.3 

44.4 
55.5 

66.6 

77.7 
88.8 

99.9 


log/ 


Diff. 


—  0.015  0000 


0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 
0.014 


O.Ol 

0.01 

O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 
O.Ol 

0.0t 


0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 
0.012 

O.OII 
O.OII 

0.011 

O.OII 
O.OII 
O.OII 
O.OII 
O.OII 
O.OII 
O.OII 

O.OIO 
O.OIO 

0.010 

O.OIO 
O.OIO 
O.OIO 
O.OIO 
O.OIO 

0.010 

O.OIO 


9000 
8000 
7000 
6000 
$000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


9000 
8000 
7000 
6000 

5000 

4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 

3000 
2000 
1000 
0000 


0.493  678 
0.493  565 

0.493  453 

0.493  341 

0.493  »»9 
0.493  "7 

0.493  005 
0.492  893 

0.492  781 
0.492  669 

0.49a  557 


0.492 
0.492 
0.492 
0.492 
0.491 
0.491 
0.491 
0.491 
0.491 
0.491 

0.491 
0.491 
0.491 
0.490 
0.490 
0.490 
0.490 
0.490 
0.490 
0.490 

0.490 

0.490 
0.489 
0.489 
0.489 

0.489 
0.489 
0.489 
0.489 
0.489 


445 

333 
221 

109 

997 
885 

774 
662 

550 

438 

32t7 
215 
103 
992 
880 
768 
657 
545 
434 
32z 

an 
099 
988 

877 
765 
654 

543 

431 
320 

209 


0.489  098 
0.488  986 
0.488  875 
0.488  764 
0.488  653 
0.488  542 
0.488  431 
0.488  320 
0.488  209 
0.488  098 


—  113 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  111 

—  112 

—  HZ 

—  112 

—  111 

—  112 

—  112 

—  III 

—  112 

—  itz 

—  III 

HZ 

—  III 

HZ 

—  III 

HZ 

111 

III 

HZ 

—  Hl 

—  HI 

—  HZ 

—  III 

—  HI 

—  Hl 

—  HZ 

—  111 

—  HI 

—  III 

—  III 

—  111 

—  HI 

—  Hl 

—  III 


598 


Tafel  XI; 

/-Tafel. 


1 

1 

log/ 

• 

Diff. 

P.p. 

1 

9 

1 

1                        ' 
»og/ 

Diff. 

O.OIO   OOOO 

1 

1 
0.488  098 

III 

—  0.005  0000 

1 

0.482  580 

—  111 

1    H.I 

—  110 

—  0.009  9000 

—  0.009  8000 

—  0.009  7000 

—  0.009  6000 

0.487  987 

0.487  876 
0.487  765 
0.487  654 

—  III 

—  III 

—  III 

—  III 

2   22.2 

3  —   33-3 

4  44.4 

—  0.004  9000   ' 

—  0.004  8000   - 

—  0.004  7000 

—  0.004  6000 

'  0.482  470 
0.482  360 
0.482  250 
0.482  141 

—  110 

HO 

-  109 

HO 

—  0.009  5000 

—  0.009  4000 

0.487  543 
0.487  43» 

—  III 

—  1 10 

5  —  55.5 

6  —  66.6 

—  0.004  5000 

—  0.004  4000 

0.482  031 
0.481  921 

HO 

109 

-  1  f  0 

—  0.009  3000 

0.487  322 

——  III 

—  0.004  3000 

0.481  812 

—  0.009  2000   ' 

—  0.009  1000 

—  0.009  0000 

0.487  211 
0.487  100 
0.486  989 

—  III 

—  III 

HO 

7  —  77.7 

8  —  88.8 

9  —  99-9 

—  0.004  2000 

—  0.004  1000 

—  0.004  0000 

0.481   702 
0.481  593 

0.481  483 

109 

HO 

-  109 

—  0.008  9000 

—  0.008  8000 

—  0.008  7000 

—  0.008  6000 

—  0.008  5000 

0.486  879 
0.486  768 
0.486  657 
0.486  547 
0.486  436 

—  III 

—  III 

HO 

III 

—  I  10 

—  0.003  9000 

—  0.003  8000 

—  0.003  7000 

—  0.003  6000 

—  0.003  5000 

0.481   374 
0.481  264 
0.481   155 
0.481  045 
0.480  936 

HO 

109 

HO 

109 

I    H.O 

2  —  22.0 

—  0.008  4000 

—  0.008  3000 

—  0.008  2000 

—  0.008  1000 

—  0.008  0000 

0.486  325 
0.486  215 
0.486  104 

0.485  994 
0.485  883 

HO 

III 

HO 

Hl 

HO 

3  —  33.0 

4  44'0 

5  —  55.0 

6  —  66.0 

—  0.003  4000 

—  0.003  3000 

—  0.003  2000 

—  0.003  1000 

—  0.003  0000 

0.480  826 
0,480  717 
0.480  608 
0.480  498 
0.480  389 

109 

—  109 

HO 

—  109 

—  109 

—  0.007  9000 

0.485  773 

-        1 1 1 

7  77.0 

8  —  88.0 

9  —  99.0 

—  0.002  9000 

0.480  180 

109 

HO 

—  109 

109 

109 

—  109 

—  109 

109 

—  HO 

—  0.007  8000 

—  0.007  7000   1 

—  0.007  6000 

0.485  662 

0.485  55* 

'    0.485  44a 

^^     1  t  s 

—  HO 

HO 

—  0.002  8000 

—  0.002  7000 

—  0.002  6000 

0.480  171 
0.480  061 

0.479  95« 

—  0.007  5000    , 

1    0.485  33» 

HO 

—  109 

—  0.002  5000 

0.479  843 

—  0.007  4000   , 

1    0.485  221 

—    III 

—  0.002  4000 

0.479  734 

—  0.007  3000   ■ 

—  0.007  2000 

—  0.007  *ooo    1 

—  0.007  0000   , 

0.485  110 

0.485  000 

1   0.484  890 

1    0.484  780 

HO 

HO 

HO 

—  0.002  3000 

0.002    2000 

0.002    1000 

0.002   0000 

0.479  625 
0.479  5»6 
0.479  407 
0.479  *97 

t  —  10.9 

2  —  21.8 

3  —  3». 7 

1 

HI 

4  —  43.6 

—   109 

—  0.006  9000 

0.484  669 

-■      1  in 

5  —  54.5 

—  o.ooi  9000 

0.479  188 

—  109 

—  109 

—  109 

—  108 

—  0.006  8000 

0.484  559 

— -    1 10 

6  —  65.4 

0.001    8000 

0.479  079 

—  0.006  7000 

—  0.006  6000 

0.484  449 
0.484  339 

—  HO 

HO 

7  —  76.3 

—  O.OOI   7000 

—  O.OOI  6000 

0.478  970 
0.478  861 

—  0.006  5000 

—  0.006  4000 

—  0.006  3000 

0.484  229 
0.484  119 
0.484  008 

HO 

—  Hl 

8  —  87.2 

9  —  98.1 

—  0.001   5000 

—  0,001  4000 

—  O.OOI   3000 

0.478  753 
0.478  644 

0.478  535 

—  109 

—  109 

—  109 

—  109 

—  109 

—  109 

—  0.006  2000 

0.483  898 

—  O.OOI  2000 

0.478  426 

—  0.006  1000 

0.483  788 

HO 

HO 

—  108 

—  O.OOI   1000 

0.478  J17 

—  0.006  0000 

0.483  678 

—  O.OOI  0000 

0.478  to8 

I  —  10.8 

—  0.005  9000 

0.483  568 

.—  <     f  IQ 

2  —  21.6 

—  0.000  9000 

0.478  099 

—    108 

—  0.005  8000 

1   0.483  458 

l  10 

3         3*. 4 

—  0.000  8000 

0.477  991 

—  109 

—  109 

—  109 

—  108 

—  0.005  7000 

—  0.005  6000 

—  0.005  5000   ■ 

1   0.483   348 

1   0.483  239 

0.483   129 

109 

1     HO 

HO 

4  —  43.* 

5  54.0 

—  0.000  7000 

—  0.000  6000 

—  0.000  5000 

0.477  882 
0.477  773 
0.477  664 

—  0.005  4000 

0.483  019 

I  10 

6  —  64.8 

—  0.000  4000 

0.477  556 

—  109 

—  109 

—  108 

—  109 

—  0.005  3000 

—  0.005  2000 

—  0.005  1000 

—  0.005  0000 

0.482  909 
0.482  799 
0.482  689 
0.482  580 

HO 

HO 

109 

7  —  75-6 

8  —  86.4 

9  —  97.2 

—  0.000  3000 

—  0.000  2000 

—  0.000  1000 
0.000  0000 

0,477  447 
0.477   338 
0,477  »30 
0.477   1*1 
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9 

log/ 

Diff. 

p. 

P- 

9 

log/ 

Diff. 

o.ooo 

1 

0000  1 

1 

1 

0.477  121 

—  108 

109 

4-  0.005 

oooo 

0.471  722 

—  108 

' 

I  — 

10.9 

4-  o.ooo 
4-  o.ooo 

1000 
2000 

0.477  013 

0.476  904 

—  109 

108 

2  

3  — 

21.8 
32.7 

4-  0.005 

4"  0.005 

1000 
2000 

0.471  614 

0.471  507 

—  107 

—  107 

—  108 

4"  o.ooo 

3000 

0.476  796 

—  109 

—  108 

4-  0.005 

3000 

0.471  400 

4-  o.ooo 

4000 

0.476  687 

4  — 

43.6 

4-  0.005 

4000 

0.471  292 

m  \0  W 

107 

4-  o.ooo 
4-  o.ooo 

5000 
6000 

0.476  579 

'  0.476  470 

—  109 

108 

5  — 
6 

54.5 
65.4 

4-  0.005 
+  0.005 

5000 
6000 

0.471  185 

0.471  078 

—  107 

108 

4-  o.ooo 
4-  o.ooo 

7000 
8000  1 

0.476  362 

0.476  253 

—  109 

-   108 

7  — 

76.3 

4*  0.005 
4-  0.005 

7000 
8000 

0.470  970 
0.470  863 

—  107 

107 

—  107 

—  107 

4-  o.ooo 

4-  O.OOI 

9000 
0000 

0.476  145 
0.476  037 

1 

—  108 

—  109 

8  — 
9 

87.2 
98.1 

4-  0.005 
4-  0.006 

9000 
0000 

1 

0.470  756 

0.470  649 

4-  O.OOI 

1000 

i  0.475  9*« 

—  108 

—  108 

—  108 

—  109 

—  108 
,  —  108 

—  108 

—  108 

—  109 

108 

4-  0.006 

1000 

0.470  542 

107 

108 

-  107 

107 

-  107 

107 

-  107 
107 

107 

4-  O.OOI 
4-  O.OOI 

4-  O.OOI 
4-  O.OOI 

2000 

3000 

4000 
5000 

1  0.475  820 

1  0.475  712 
1  0.475  604 

0.47s  495 

4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 

2000 
3000 
4000  ' 
5000 

0.470  435 
0.470  327 
0.470  220 
0.470  113 

I  — 

2  

10.8 
21 .6 

4-  O.OOI 

6000 

0.47s  387 

3  — 

32.4 

4"  0.006 

6000 

0.470  006 

4"  O.OOI 
4-  O.OOI 

7000 
8000 

0.475  279 
0.475  171 

4 

43-2 

-j-  0.006 
4-  0.006 

7000 
8000 

0.469  899 
0.469  792 

4-  O.OOI 

9000 

0.475  063 

s  — 

54. 0 

-i-  0.006 

9000 

0.469  68s 

4-  0.002 

0000 

0.474  954 

6  — 

64.8 

4-  0.007 

0000 

i  0.469  578 

—  108 

r 

107 

4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 
4-  0.002 

1000 
2000 

3000 

4000 
5000 
6000 
7000  ' 
8000 

0.474  846 

0.474  738 

0.474  630 

0.474  522 

0.474  414 

1  0.474  306 

0.474  198 

0.474  090 

108 
—  108 

7  — 

8  — 

9 

75.6 
86.4 
97.2 

4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 

0.469  471 
0.469  364 
0.469  257 
0.469  151 
0.469  044 
1  0.468  937 
0.468  830 
0.468  723 

107 

107 

108 

—  108 

—  108 

—  io8 
108 

108 

107 

106 

107 

-  107 

107 

107 

106 

I  — 

10.7 

4"  0.002 

9000 

!  0.473  982 

—  107 

2  — 

21 .4 

4-  0.007 

9000 

0.468  617 

—  107 

4-  0.003 

0000 

0.473  87s 

3 

32.1 

4*  0.008 

0000 

0.468  510 

—  108 

4  — 

42.8 

—  107 

4-  0.003 

1000 

0.473  767 

108 

5  — 

53-5 

4-  0.008 

1000 

0.468  403 

—  107 

—  106 

4-  0.003 

2000  ' 

'  0.473  659 

108 

6 

64.2 

4-  0.008 

2000 

'  0.468  296 

4-  0.003 

4-  0.003 

4-  0.003 

3000 
4000 
5000 

'  0.473  SSI 
0.473  443 

0.473  336  ' 

—  108 

—  107 

7  — 

8  — 

74-9 
85.6 

-j-  0.008 
4-  0.008 
4-  0.008 

3000 
4000 
5000 

0.468  190 
0.468  083 
0.467  976 

—  107 

—  107 
166 

4-  0.003 

4-  0.003 

6000 

7000 

0.473  228 
0.473  120 

—  108 

—  108 

—  107 

108 

9  — 

96.3 

4-  0.008 
4-  0.008 

6000 
7000 

0.467  870 
0.467  763 

—  107 

4-  0.003 

4-  0.003 

8000  1 
9000 

0.473  012 

0.472  90s 

106 

4-  0.008 
4-  0.008 

8000 
9000 

0.467  657 
0.467  SSO 

—  107 

106 

4-  0.004 

0000 

1 

0.472  797 

1 

—  108 

4-  0.009 

0000 

0.467  444 

—  107 

I  — 

10.6 

4-  0.004  >ooo  1 

4-  0.004  2000 
4-  0.004  3000 
4-  0.004  4000  1 
4-  0.004  5000 
4-  0.004  6000 
4-  0.004  7000 
4-  0.004  8000 
4-  0.004  9000 
4*  0.005  0000 

1 

1  0.472  689 

'  0.472  582 

0.472  474 

0.472  367 
0.472  259 

0.472  152 

0.472  044 

0.471  937 
0.471  829 

'  0.471  722 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

2  

3 

4  — 

5  — 

6  ^ 

7  — 

8  — 

9 

21.2 
31.8 

42.4 

53-0 
63.6 

74.2 
84.8 

95-4 

4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 

4-  o.oio 

1000  1 

2000 

3000 

4000  i 

5000  1 

6000 

7000 

8000 

9000 

0000  ' 

0.467  337 
0.467  231 
0.467  124 
0.467  018 
0.466  912 
0.466  805 
0.466  699 
0.466  592 
0.466  486 
0.466  380 

106 

-  107 

106 

106 

107 

106 

107 

106 

106 

Oppnlier^  ßahiiWMtimiiiiinK«n.  11. 
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1 

1 

log/ 

1 

Diff. 

P.  p. 

9 

log/ 

1 

Diff. 

4-  O.OIO  OOOO 

0.466  380 

—  106 

107 

1 
4-  0.015  0000  , 

1 

'  0.461  094 

—  105 

1 

—  10.7 

4-  O.OIO  looo  1 

4-  O.OlO  2000 

4-  O.OIO  3000 

0.466  274 
0.466  167 
0.466  061 

—  107 

—  106 

—  106 

2 

3 

—  21.4 
32.1 

-|-  0.015  1000 

4-  0.015  2000  , 
4-  0.015  3000 

0.460  989 

0.460  884 

,  0.460  779 

105 

—  105 

—  105 

—  105 

4*  0.010  4000 

1  0.465  955 

4 

—  42.8 

4-  0.015  4000 

1  0.460  674 

4*  O.OIO  5000 

1  0.465  849 

106 

106 

107 

5 

—  53-S 

4-  0.015  5000  1 

0.460  569 

—  105 

—  105 

—  105 

—  105 

4-  O.OIO  6000 
4-  O.OIO  7000 

!  0.465  743 
0.465  637 

6 

—  64.2 

4-  0.015  6000 
4-  0.015  7000 

0.460  464 
0.460  359 

4-  0.010  8000 

'  0.465  530 

7 

—  74.9 

4-  0.015  8000 

0.460  *54 

4-  0.010  9000 

0.465  424 

106 

8 

—  85.6 

4-  0.015  9000 

0.460  149 

—  105 

—  105 

4*  0.011  0000  i 

0.465  318 

—  106 

■9 

—  96.3 

4-  0.016  0000 

0.460  044 

4-  0.011  1000 
4-  O.OII  2000 
4-  0.011  3000 
4"  O.OII  4000 

0.465  212 
0.465  106 
0.465  000 
0.464  894 

—  106 

—  106 

—  106 
va6 

—  106 

4-  0.016  1000 
4-  0.016  2000 
4-  0.016  3000  j 
4-  0.016  4000 

.0.459  939 

1  0.459  *34 

0.459  729 

0.459  ^*5 

—  105 

—  105 

—  104 

—  105 

—  105 
105 
105 

—  104 

—  105 

I 

—  10.6 

4*  o.oii  5000 

0.464  788 

—  106 
105 

2 

—  21.2 

4"  0.016  5000 

0.459  5»o 

4"  0.011  6000 
4-  O.OII  7000 

0.464  682 
'  0.464  577 

3 

—  31.8 

4-  0.016  6000 
4-  0.016  7000 

0.459  4»5 
'  0.459  3»o 

4-  O.OII  8000  1 

1  0.464  471 

1 ÜW 

4 

42.4 

4-  0.016  8000 

0.459  *°5 

4-  O.OII  9000 

0.464  365 

1  \J\ß 

—  106 

S 

53.0 

4-  0.016  9000 

0.459  101 

4-  0.012  0000  1 

1  0.464  259 

6 

—  63.6 

4"  0.017  0000 

0.458  996 

—  106 

—  105 

4-  0.012  1000  , 
4-  0.012  2000 
4-  0.012  3000 
4-  0.012  4000 
4-  0.012  5000 
4-  0.012  6000 
4-  0.012  7000  1 
4-  0.012  8000 
4-  0.012  9000 
4-  0.013  0000  : 

1  0.464  153 
0.464  047 
0.463  942 
0.463  836 
0.463  730 
0.463  625 

0.463  519 
0.463  413 
0.463  308 
0.463  202 

—  106 

—  105 

7 
8 

9 

—  74. a 

—  84.8 

95-4 

4-  0.017  1000  , 
4"  0.017  2000  1 
4-  0.017  3000 
4-  0.017  4000 
4-  0.017  5000 
4*  0.017  6000  , 
4-  0.017  7000 
-j-  0.017  8000  1 
4-  0.017  9000  , 
4*  0.018  0000 

0.458  89« 

1  0.458  786 

,  0.458  682 

0.458  577 

0.458  473 

0.458  368 

;  0.458  *63 

1  0.458  159 

j  0.458  054 

0.457  950 

105 
—  104 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

105 

—  105 

—  104 

—  105 

—  105 

—  104 

—  105 

—  104 

I 

2 

3 

—  10.5 

—  21.0 
3>S 

—  106 

1 

—  105 

4-  0.013  1000 
4"  0.013  *ooo 

0.463  096 
0.462  991 

105 

4 

5 

6 

—  42.0 

5*. 5 

—  63.0 

4-  0.018  1000  , 
4-  0.018  2000 

0.457  *45 

—  104 

—  105 
104 

—  104 

-.05 

—  104 

4"  0.013  3000  • 

0.462  885 

-  105 

106 

105 

106 

4-  0.018  3000 

0.457  ^3* 

H-  0.013  4000 
4-  0.013  5000  , 
4*  0.013  6000  1 

;  0.462  780 

0.462  674 

.  0.462  569 

7 
8 

9 

—  73.5 

—  84.0 

—  94-5 

4*  0.018  4000  ' 
4-  0.018  5000 
4-  0.018  6000 

0.457  53« 
0.457  4" 
0.457  3*3 

4  V  tf\ 

4-  0.013  7000  . 
4-  0.013  *°°o 

.  0.462  463 
0.462  358 

105 
106 

4-  0.018  7000 
4"  0.018  8000 

0.457  *'9 
0.457  "5 

—  104 

—  105 

—  104 

—  104 

-j-  0.013  9000 

,  0.462  252 

105 
105 

—  104 

4*  0.018  9000 

0.457  0*0 

-j-  0.014  0000  . 

,  0.462  147 

4-  0,019  0000 

0.456  906 

1 

—  10.4 

4-  0.014  1000  1 
-|-  0.014  2000  , 
4-  0.014  3000  . 
4-  0.014  4000 
4-  0.014  5000  1 

,  0.462  042 
0.461  936 
0.461  831 

1  0.461  726 
0.461  621 

106 

105 

—  105 

—  105 

106 

—  105 

—  105 

—  105 
^— >  106 

2 
3 

4 
5 

—  20.8 

—  3".a 

—  41 .6 

—  52.0 

4-  0.019  1000 

4-  0.019  *ooo 

4-  0.019  3000 
4-  0.019  4000 
4-  0.019  5000 

0.456  802 

0.456  698 
0.456  593 
0.456  489 
0.456  385 

—  104 

—  10? 

—  104 

—  104 

—  104 

1   —  104 

;  —  104 

1  —  105 

—  104 

4-  0.014  6000 

4-  0.014  7000 
4-  0.014  8000  ' 
4-  0.014  9000  1 

0.461  515 

,  0.461  410 

0.461  305 

0.461  200 

6 

7 
8 

—  62.4 

—  72.8 

—  83.2 

4-  0.019  6000 
4-  0.019  7000 
4-  0.019  8000 
4-  0.019  9000 

0.456  281 
'  0.456  177 
,  0.456  073 
,  0.455  968 

4-  0.015  0000 

0.461  094 

1 

■  ^#^# 

9 

—  93-6 

4-  0.020  0000 

1  0.455  864 
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log/ 


4-  0.020  oooo   ,    0.455  864 


Diff. 


P.p. 


-)-  0.020 

4-  0.020 
-)-  0.020 
-)-  0.020 
4-  0.020 
-i-  0.020 
-f-  0.020 
-i-  0.020 
4-  0.020 
4~  0.021 

-f-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
-j-  0.021 
-j-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.022 

-|.  0.022 
-j-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
-j-  0.022 
-j-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.023 


4- 
-+- 


o. 
o, 
o, 
o, 
o. 
o. 
o. 
o, 
o. 
o, 


023 
023 

013 
023 

023 

023 

023 
023 

024 


-f-  0.024 

4-  0.024 
4-  0.024 

-j-  0.024 
-j-  0.024 
-)-  0.024 

4>  0.024 
4-  0.024 

-l-  0.024 

4-  0,025 


tooo 
2000 
3000 
4000 

5000 

6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 

3000 

4000 

5000 

6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000  I 
6000  I 

7000  ; 

8000  I 

9000  •; 

0000 


0.455  760 
0.455  656 
0.455  552 
0.455  448 

0-455  344 
0.455  240 

0.4SS  137 
0.45s  033 
0.454  929 
0.454  8*5 

0.454  7»! 
0.454  617 
0.454  513 
0.454  410 
0.454  306 
0.454  202 
0.454  099 

0.4S3  995 
0.453  89" 
0.453  788 


'  0.453  684 
0.453  580 

0.453  477 

0.453  373 
0.453  *7o 
0.453  166 
0.453  063 

0.452  959 
0.452  856 

0.452  752 

0.452  649 
0.452  546 
0.452  442 

0.452  339 
0.452  236 

0.452  132 

0.452  029 

0.451  926 

0.451  823 

0.451  719 


0.45« 
0.451 

0.451 

0.451 

0.4S« 

0.451 
0.450 

0.450 

0.450 
0.450 


616 

513 

410 

307 
204 

lOI 

998 

894 
791 
688 


—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

I    —  104 

—  104 

I    —  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 


—    104 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 


10.4 
20.8 
31.2 

41.6 
52.0 
62.4 

72.8 
83.2 
93-6 


—    103 


I 

2 

3 

4. 

5 
6 

7 
8 

9 


—  10.3 

—  20.6 

—  30.9 


41 .2 

51.5 
61.8 

72. 1 
82.4 
92.7 


—    102 


1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


10.2 

20.4 
30.6 

40.8 
51 .0 
61.2 

71.4 
81.6 

91.8 


log/ 


-)-  0.025  0000  '  0.450  688 


Diff. 


-|-  0.025 

4-  0.025 
4-  0.025 
-j-  0.025 
-j-  0,025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.026 

-)-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
-j.  0.026 
4-  0.026 
-j-  0.026 
4-  0.027 

4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
-i-  0.027 
4-  0.027 
-i-  0.027 
-j-  0.027 
4-  0.028 

4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4*  0.028 
4-  0.028 
4  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
-j-  0.028 
4-  0.029 

-i-  0.029 
-j-  0.029 
-j-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0,029 
4-  0.029 
4-  0.030 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


0.450 
0.450 
0.450 
0.450 
0.450 
0.450 

0.449 

0.449 
0.449 

0.449 

0.449 

0.449 

0.449 
0.449 
0.449 
0.449 
0.448 
0.448 
0.448 
0.448 


586 

483 
380 

277 

174 
071 

968 

865 

762 

660 


557 
454 

35» 
249 
146 

043 
941 

838 
736 
633 


i  0.448  531 

;  0.448  428 

0.448  325 

-  0.448  223 

0.448  121 

0.448  018 

0.447  9>6 

0.447  813 

0.447  711 

0.447  609 


0.447 
0.447 
0.447 

0.447 
0.447 

0.446 
0.446 
0.446 
0.446 
0.446 

0.446 
0.446 
0.446 
0.446 
0.446 

0.445 

0.445 

0.445 
0.445 

0.445 


506 

404 

302 

199 

097 

995 
893 

790 
688 
586 

484 
382 
280 
178 
076 

974 
872 

770 
668 
566 


—  102 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 
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vergl.  pag.   lOA. 


Merkur 

Venus 

Erde  und  Mond 

Mars 

Jupiter 

Saturn 

Uranus 

Neptun 


w  =  40. 

I  :  mi  \og(wk)^miid^ 

7636440  (Asten)       9.7924 — 10 
401839  1.0712 

355499  1.1244 

2680337  0.2471 

1047-879  3-654972 

3501.6  313102 

22000  2.3329 

19700  2.3808 

log*  8.235   5814  414 

log*"  3-550  0065  746 


\og[wk")mi 
8.2692 — 10 
9.5480 — 10 
9.6012 — 10 
8.7239—10 

2.131755 
1.60780 

0.8096 

0.8576 


(Gauss) 


vergl.  pag.  35,  >.*$.  hA. 


Uebersioht  der  Haaptformeln  der  meGhanisohen  Quadraturen. 


Untere  Grenze  :   (a  —  \w] 


367 


5760*'         ^*'  2'^'  967680 

367 


fy{a—\w.  +  .„ 


Untere  Grenze:   [a] 

Obere  Grenze :    (a  +  ! « +  |]  «^;  =  -^ 


Obere  Grenze :   [a  +  *  w]  =y 


a+(N> 


//;/,  «//=.r{/;y  -;,/'(y)H-;;,/-  y.-,':~ry  +•..} 


Il+I»f 


l 


fff'J.dl'=^'^fy  +  y/:,) -  ^r  ,;  +  ,^r  y,  -...} 
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vergl.  pag.  148. 


—  0,030  0000 


0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 
0.029 

0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 

0.027 
0.027 
0.027 
0,027 
0.027 
0.027 
0.027 
0.027 
0.027 
0.027 

0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 
0.026 

0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 
0.025 


9000 

8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


log  er 


Diff. 


4.922  983 


4 
4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

4 
4 
4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

4 
4 
4 
4 

!  4 
'  4 
4 
4 
4 
4 

4 
4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 


922  915 
922  848 
922  780 
922  713 
922  645 
922  578 
922  510 
922  443 
922  376 
922  308 

922  241 
922  173 


922 

106 

922 

039 

921 

971 

921 

904 

921 

836 

921 

769 

921 

702 

921 

634 

921 

921 

921 
921 

921 

921 
921 
921 
921 

920 

920 
920 
920 
920 
920 
920 
920 
920 
920 
920 

920 
920 
920 
920 

919 
919 
919 
919 
919 
919 


567 

500 
432t 

365 

298 
230 
163 
096 
029 
961 

894 

827 

760 
692 
625 

558  I 
491 
424 
356 

289 

222 

»55 

088 

021 

953 
886 
819 

75* 
685 

618 


—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 
-67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 
-67 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

-67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 


P.  p. 


—  68 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


6.8 
13.6 

20.4 

27.2 
34.0 
40.8 

47.6 

54.4 
61.2 


-67 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


6.7 

13.4 
20.1 

26.8 

33.5 
40.2 

46.9 

53.6 
60.3 


—  66 


t 

— 

6. 

.6 

2 

— 

13 

.2 

3 

— • 

19. 

.8 

4 

— 

26. 

•4 

5 
6 

z 

33< 
39 

.0 
.6 

7 
8 

9 


46.2 
52.8 
59-4 


logff 


Diff. 


—  0.025  0000      4.919  618 


0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 
0.024 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


0.023 
0.023 

9000 
8000 

0.023 

0.023 

7000 
6000 

0.023 
'0.023 
0.023 
0.023 

5000 
4000 
3000 
2000 

0.023 

1000 

0.023 

0000 

0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 
0.022 

0.021 
0.021 
0.02t 
0.021 
0.021 
0.021 
0.021 
0.021 
0.02t 
0.021 

0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 
0.020 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 

5000 

4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 

5000 

4000 

3000 

2000 
1000 
0000 


4- 
4- 

4- 

4 

4 

4- 

4 

4 

4. 

4' 

4. 
4. 
4. 
4- 
4- 
4" 
4- 
4- 
4- 
4- 

4. 

4' 

4- 

4- 

4- 

4 

4 

4< 

4' 

4- 

4< 

4- 

4< 

4« 

4 

4- 

4< 

4- 

4< 

4 

4' 

4- 

4. 

4. 

4. 

4-9 
4.9 

4.9 

4.9 

4.9 


9 
9 
9 
9 

9 


9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 

8 


55» 
484 

417 
350 
282 

»15 

148 

081 
014 
947 


8 

880 

8 

813 

8 

746 

8 

679 

8 

612 

8 

545 

8 

478 

8 

411 

8 

344 

8 

278 

8  211 

8  144 
8  077 
8  010 

943 
876 

809 

742 

675 
609 


7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
6 

6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 


542  ' 

475 
408 

341  i 

274  ! 
208  I 

141  I 

074 
007 

940 

874 
807  i 

740 

673 

607  ' 

540  ■■ 

473 
406 

340  > 
273  I 


—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  68 
~  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 
-67 

—  67 
-67 

—  67 
-67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 
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Tafel  XnL 

a- Tafel. 


0.020   OOOO 


0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 
0.019 

0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 
0.018 

0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 
0.017 

0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 
0.016 


0 

.015 

0 

015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

0 

.015 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 

3000 

2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 

5000 

4000 

3000 

2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 

2000 
1000 
0000 

9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 

3000 
2000 
1000 
0000 


log  a 


4.916  273 


Diff. 


4- 
4. 
4. 
4' 
4< 
4- 
4< 
4. 
4- 
4. 

4< 

4. 
4- 
4. 
4- 
4- 
4. 
4. 
4' 
4. 

4- 

4 

4- 

4. 

4- 

4' 

4. 

4 

4 

4 

4 

4 

4 

4 

4' 

4 

4 

4' 

4- 

4 

4. 

4 

4. 

4. 

4' 

4. 

4- 

4 

4- 

4' 


9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

■9 
9 
.9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 


6  206 

6  140. 
6  073 
6  006 


5 
5 
S 
5 
S 
5 

5 
5 
5 
5 
5 
5 
S 
5 
5 
4 

4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

4 
4 
4 
4 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

3 

2 


940 

873 
806 

740 

673 
606 


540 

473 
407 
340 

273 

207 

140 
074 
007 
941 

874 
808 

741 
675 
608 
542 

475 
409 

34* 
276 

209 

143 

076 

010 

943 

877 
811 

744 
678 
611 


545 

479 
412 

346 
2H0 
213 

147 
081 

014 

948 


—  67 

—  66 

—  67 

—  67 
_  66 

—  67 
--  67 

—  66 

—  67 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  67 
_  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  6- 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 


P.  p. 


-67 


1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


6.7 

13-4 
20.1 

26.8 

33-5 
40.2 

46.9 

53-6 
60.3 


—  66 


1 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


6.6 
13.2 
19.8 

26.4 
33-0 
39.6 

• 

46.2 

S2.8 

59-4 


—  65 


1  — 

2  — 

3  — 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 


6.5 
13.0 

19.5 

26.0 

32.5 
390 

45.5 
52.0 

58.5 


—  0.015  0000 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


3  9000 
3  8000 
3  7000 
3  6000 

3  5000 

3  4000 

3  3<x^ 
3  2000 

3  1000 

3  0000 


2  9000 
2  8000 
2  7000 
2  6000 
2  5000 
2  4000 
2  3000 
2  2000 
2  1000 
2  0000 


1  9000 

I  8000 

I  7000 

I  6000 

1  5000 

1  4000 

I  3000 

I  2000 

I  1000 

I  0000 


9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 


log  a 


4.912  948 


Diff. 


4« 

4- 

4< 

4- 

4. 

4- 

4. 

4- 

4 

4< 

4. 
4- 
4- 
4- 
4< 
4- 
4' 
4- 
4< 
4« 

4. 
4- 
4- 
4< 
4- 
4- 
4. 
4< 
4. 
4. 

4. 
4. 
4- 
4. 
4- 
4. 
4- 
4< 
4' 
4- 

4< 
4. 
4. 
4- 
4. 
4« 
4' 
4' 
4. 
4< 


9 

9 

9 

9 

9 

•9 

.9 

9 

.9 

9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 

9 

9 

9 
,909 

909 

.909 

.909 

909 
909 


882 

815 

749 
683 

617 
550 
484 
418 

352 
285 

219 

153 
087 
021 

954 
888 

822 

756 

690 

624 

557 

491 

425 

359 
293 

227 

161 

095 

029 

962 

896 

830 
764 
698 
632 
566 
500 

434 
36« 

302 

236 
170 
104 
038 
972 
906 
840 

775 
709 
643 


J  = 


—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  67 


66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
67 


66 

66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 
66 


—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  65 

—  66 

—  66 
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Tafel  Xm. 

ff -Tafel. 


V 

log  0 

Diff. 

P. 

P. 

V 

log  <r 

Diff. 

O.OIO  oooo 

4.909  643 

—  66 

—  0.005  0000 

4.906  357 

—  66 

—  0.009  9000 

4.909  577 

--66 

—  0.004  9000 

4.906  291 

-65 
66 

—  0.009  8000 

4.909  511 

66 

—  0.004  8000  ' 

4.906  226 

—  0.009  7000 

4.909  445 

66 

—  0.004  7000 

'  4.906  160 

-65 
66 

—  0.009  6000 

4.909  379 

—  66 

—  0.004  6000 

'  4.906  095 

—  0.009  5000  , 

4.909  313 

66 

—  0.004  5000 

4.906  029 

-65 
—  66 

—  0.009  4000 

4.909  247 

66 

—  0.004  4000 

4.905  964 

—  0.009  3000 

4.909  181 

-  6s 
66 

—  0.004  3000 

4.905  898 

-  65 
66 

—  0.009  iooo  ■ 

4.909  116 

—  0.004  iooo 

4.905  833 

—  0.009  >ooo 

4.909  050 

66 

—  0.004  1000 

4.905  767 

-  65 

—  0.009  0000  1 

4.908  984 

\*%# 

—  0.004  0000 

1  4.905  702 

1 

1 

—  0.008  9000  ! 

4.908  918 

—  66 
66 

—  0.003  9000 

4.905  636 

—  66 

—  65 

—  65 

—  66 

—  65 
66 

—  0.008  8000 

—  0.008  7000  , 

—  0.008  6000 

—  0.008  5000 

4.908  852 

!  4.908  786 

4.908  721 

1  4.908  655 

\M\3 

66 

-65 
66 
66 

66 

—  0.003  8000 

—  0.003  7000 

—  0.003  6000 

—  0.003  5000 

4.905  571 
4.905  506 

4.905  440 

4.905  375 

I  — 

6.6 

—  0.008  4000 

4.908  589 

2  — 

13.2 

—  0.003  4000 

4.905  309 

-65 

-  65 
66 

—  65 

—  0.008  3000 

4.908  523 

-   65 
66 
66 

3  — 

19.8 

—  0.003  3000 

4.905  244 

—  0.008  2000 

—  0.008  1000  ' 

—  0.008  0000 

4.908  458 
4.908  392 
4.908  326 

4  — 

5  — 

26.4 
33.0 

—  0.003  2000 

—  0.003  1000 

—  0.003  0000 

4.905  179 
4.905  113 

4.905  048 

66 

6 

39.6 

—  66 

—  0.007  9000 

4.908  260 

66 

-  65 
66 
66 

-  65 
66 
66 

46.2 
52.8 

—  0.002  9000 

4.904  982 

-  65 

-  65 
66 

—  0.007  8000  ' 

—  0.007  7000  1 

4.908  194 
4.908  129 

7 
8  — 

—  0.002  8000 

—  0.002  7000 

1  4.904  917 
4.904  852 

—  0.007  6000 

4.908  063 

9 

59.4 

—  0.002  6000 

4.904  786 

-65 

—  65 

—  66 

—  65 

—  65 

—  66 

—  0.007  5000 

4.907  997 

—  0.002  5000 

4.904  721 

—  0.007  4000 

—  0.007  3000 

1  4.907  932 

4.907  866 

65 

—  0.00:1  4000 

—  0.002  3000 

4.904  656 
4.904  590 

—  0.007  2000  ' 

—  0.007  1000  1 

1  4.907  800 
1  4.907  734 

—  66 

-  65 

—  0.002  2000 

—  0.002  1000 

4.904  525 
4.904  460 

I  — 

6.5 

—  0.007  0000 

4.907  669 

2  — 

13.0 

—  0.002  0000  ; 

4.904  394 

\^^# 

—  66 

3 

19.5 

-  6s 

—  0.006  9000 

—  0.006  8000 

—  0.006  7000 

—  0.006  6000 

>  4.907  603 

'  4.907  537 
1  4.907  472 
1  4.907  406 

—  66 

-65 

—  66 
66 

4 

5 
6 

26.0 

3*. 5 
39.0 

—  o.ooi  9000 

—  O.OOI  8000 

—  O.OOI  7000 

—  O.OOI  6000 

4.904  329 
4.904  264 

4.904  199 
4.904  133 

-6s 

-6s 

—  66 

-6s 
-6$ 

—  6s 
66 

—  0.006  5000 

—  0.006  4000 

—  0.006  3000 

—  0.006  2000 

4.907  340 

4.907  275 

4.907  209 

■  4.907  144 

-  65 

—  66 

-65 

7  — 

8  — 

9  — 

45.5 
52.0 

58.5 

—  O.OOI  5000 

—  O.OOI  4000 

—  O.OOI  3000 

—  O.OOI  2000 

4.904  068 

4.904  003 

4.903  938 

'  4.903  872 

—  0.006  1000 

4.907  078 

—  66 
66 

—  O.OOI  1000 

~  X   »#  *^  /  ^ 

4.903  807 

—  6s 
-6s 

—  0.006  0000 

4.907  012 

\^^^ 

—  O.OOI  0000 

4.903  74a 

—  65 

1 

1 

—  6$ 

—  0.005  9000 

—  0.005  8000 

—  0.005  7000  ' 

—  0.005  6000  ' 

—  0.005  5000 

—  0.005  4000 

—  0.005  3000 

—  0.005  2000 

—  0.005  1000  ' 
"   0.005  0000 

4.906  947 

;  4.906  88] 

>  4.906  816 

•  4.906  750 

4.906  684 

,  4.906  619 

-4.906  553 

4.906  488 

4.906  422 

4.906  357 

66 
-65 

—  66 

—  66 

—  65 

—  66 

-65 
66 

—  65 

—  0.000  9000  ' 

—  0.000  8000 

—  0.000  7000 

—  0.000  6000 

—  0.000  5000  1 

—  0.000  4000 

—  0.000  3000 

—  0.000  2000 

—  0.000  1000 
0.000  0000 

1 

1 

'  4.903  677 
4.903  611 

4.903  546 
4.903  481 
4.903  416 

4.903  351 
4.903  285 
4.903  220 

4.903  155 
4.903  090 

—  66 

—  6s 
-6s 

—  6s 
-6s 

—  66 
-6s 

—  6$ 

—  6s 

600 


Tafel  Xm. 


ff -Tafel. 


; 

t 

log  a 

Diff. 

P. 

P' 

y 

log  a 

1 

Diff. 

O.OOO  OOOO  1 

4.903  090 

-6s 

4-  0.005  OOOO 

1 
4.899  842 

1 

-65 

-|-  O.OOO  lOOO  , 
4"  O.OOO  2000 

-f-  O.OOO  3000 
-f-  0.000  4000 
-+-  0.000  5000 

4.903  025 

4.902  960 

4.902  895 

4.902  829 

4.902  764 

-6s 

-  65 

66 

-6s 
6c 

4-  0.005  1000 

4-  0.005  2000 

4-  0.005  3000 
4-  0.005  4000 

4-  0.005  5000 

4.899  777 

4.899  713 
4.899  648 

4.899  583 
4.899  S«9 

-64 

-  65 

-  65 

-  64 
-65 

-  65 

-  6s 

-  64 

-  65 

-f-  0.000  6000 

4.902  699 

°3 

6c 

66 

4-  0.005  6000 

4.899  454 

4-  0.000  7000 

-f-  0.000  8000 
4-  0.000  9000 

-\-   0.001  OOOO  1 

4.902  634 
4.902  569 

4.902  504 
4.902  439 

"5 

-65 

—  65 

4-  0.005  7000 
4-  0.005  8000  . 
4-  0.005  9000 

4-  0.006  OOOO 

4.899  389 

4.899  324 
1  4.899  260 

4.899  19s 

1  — 

2  

6.6 
13.2 

-65 

3  — 

19.8 

-  65 

-l-  0.001  1000 
-f  O.OOI  2000 

4.902  374 

4.902  309 

-65 
-  65 

-  6s 

-  65 
-6s 

-  6s 
6c 

4 

26.4 

4-  0.006  1000 
4-  0.006  2000 

i  4.899  130 
,  4.899  066 

-  64 

-  65 

-  6s 

-  64 

-  65 

-  65 

-  64 

-  65 
-65 

-f-  O.OOI  3000 
-f-  O.OOI  4000 
-j-  O.OOI  5000 

4.902  244 
4.902  179 

4.902  114 

5 
6 

33.0 
39-6 

46.2 
S2.8 

4-  0.006  3000 

4"  0.006  4000  ' 

4-  0.006  5000 

4.H99  001 
'  4.898  936 
'  4.898  872 

-j-  O.OOI  6000 
-f-  O.OOI  7000 

4.902  049 
4.901  984 

7 
8  — 

4-  0.006  6000 

4-  0.006  7000 

4.898  807 
4.898  742 

-j-  O.OOI  8000 
4"  O.OOI  9000 

-f-  0.002  OOOO 

1 

4.901  919 

4.901  854 

,  4.901  789 

1 

"5 

-  65 

-  6s 

9 

59-4 

4-  0.006  8000 
4-  0.006  9000 

4-  0.007  OOOO 

4.898  678 
4.898  613 
4.898  S4« 

65 

-l-  0.002  1000 
-j-  0.002  2000 
-l-  0.002  3000  , 
-f-  0.002  4000 

4.901  724 

1  4.901  659 
4.901  594 
4.901  529 

-  6s 

-  6s 

-  6s 
-6s 

6c 

^^ 

4-  0.007  1000 
4-  0.007  2000 
4-  0.007  3000 
4-  0.007  4000 

4.898  484 
4.898  419 

•  4.898  355 
.  4.898  290 

i  —  64 

-  65 

-  64 

-  65 
.  -  65 

-  64 

-  6$ 

-  64 
-65 

-  64 

1  — 

2  — 

3  — 

6.S 
13.0 

<9-5 

-f-  0.002  5000 

4.901  464 

"5 

6c 

4 

5  — 
6 

26.0 

4-  0.007  5000 

4.898  225 

-f-  0.002  6000 
-f-  0.002  7000 

4.901  399 
4-901  334 

"3 

-  65 

6c 

32. s 

39.0 
45.5 

S2.0 

4-  0.007  6000 
4-  0.007  7000 

.  4.898  t6i 
1  4.898  096 

4-  0.002  8000 

-f-  0.002  9000 

-j-  0.003  OOOO 

4.901  269 
4.901  204 
4.901  139 

"5 

-  6$ 

-  6$ 

7  — 

8  — 

4-  0.007  8000 
4-  0.007  9000 

4-  0.008  OOOO  , 

.  4.898  032 
1  4.897  967 

1  4.897  903 

-+-  0.003  1000 
-j-  0.003  2000 

4-  0.003  3000 

4.901  074 
.  4.901  009 
.  4.900  944 

-  6$ 

—  6s 
6c 

9  — 

58. 5 

4-  0.008  1000  ! 

4-  0.008  2000  1 
4-  0.008  3000 

4.897  83« 

1  4.897  774 
4.897  709 

-  65 

-  64 

-  65 

-  64 

-  65 

-  64 

-  65 

-  64 

-  65 

-  64 

64 

4-  0.003  4000 
4-  0.003  5000 

4.900  879 
1  4.900  8m 

"5 

-64 

6c 

4-  0.008  4000 
4-  0.008  5000 

1  4.897  645 
4.897  580 

I  — 

6.4 

4-  0.003  6000 

-f-  0.003  7000 

^  4.900  750 
:  4.900  68s 

05 

-  6s 

6c 

2  — 

3  — 

12.8 
19.2 

4-  0.008  6000 
4-  0.008  7000  1 

4.897  516 
4.897  45« 

4-  0.003  8000 
4-  0.003  9000 

4-  0.004  OOOO 

'  4.900  620 
4.900  555 
4.900  490 

05 
6$ 

4  — 

5  — 

25.6 
32.0 

4-  0.008  8000 
4-  0.008  9000 

4-  0.009  OOOO 

4.897  387 
4.897  322 
4.897  25g 

-  6s 

6 

38.4 

1 

-  65 

4-  0.004  1000 

4-  0.004  3iooo 

j  4.900  42s 
4.900  361 

-64 
6c 

7  — 
8 

44.8 

4-  0.009  '000 
4-  0.009  2000  , 

4.897  193 
4.897  129 

:   -64 
—  6s 
-64 

—  64 
,  -64 

1  -64 
-65 

4-  0.004  3000  , 

4.900  296 

"5 
6c 

S1.2 

57.6 

4-  0.009  3000  , 

4.897  064 

4-  0.004  4000 

4-  0.004  5000 

4.900  231 
j  4.900  166 

-  65 
6c 

9 

4-  0.009  4000  1 
4-  0.009  5000  , 

1  4.897  000 
.  4.896  935 

4-  0.004  6000  , 

,  4.900  lOI 

"3 
■  6j. 

4-  0.009  6000  ' 

'  4.896  871 

4-  0.004  7000 

;  4.900  037 

4-  0.009  7000 

4.896  807 

4-  0.004  8000 

4.899  972 

05 
6c 

4-  0.009  8000  , 

4.896  742 

4-  0.004  9000 

4.899  907 

°5 
6c 

4-  0.009  9000 

4.896  678 

4-  0.00^  OOOO 

.  4.899  84a 

"5 

4-  O.OIO  OOOO 

1 

4.896  613 

601 


Tafel  xm. 


ff -Tafel. 


1 
V 

4-  O.OIO  OQpO 

log  a 
4.896  613 

Diff. 

P. 

i'- 

V 

log  c            Diff. 

4.893  403 

4-  0.015  0000 

—  64 

-64 

4-  O.OIO  lOOO 

4.896  549 

-  .64 
-65 

-  64 

-  65 

-  64 

-  64 

-  65 

-  64 

-  64 

4-  0.015  1000  ' 

4.893  339 

—  64 
-64 

-64 

—  64 

-64 
-64 

—  64 
-64 

-64 

4-  O.OIO  2000 

4-  O.OIO  3000 
4-  0.010  4000 
4-  0.010  5000 
4-  0.010  6000 
4-  O.OIO  7000 
4-  O.OIO  8000 
4-  0.010  9000 

4.896  485 

4.896  420 

4.896  356 

4.896  291 
4.896  227 
4.896  163 
4.896  098 

4.896  034 

4-  0.015  2000 
4-  0.015  3000  ■ 
4-  0.015  4000 
4-  0.015  5000 
4-  0.015  6000  , 
-j-  0.015  7000  1 
4-  0.015  8000  ^ 
4-  0.015  9000 

4.893  275 
4.893  211 

4.893  147 

4.893  083 

4.893  019 
4.892  955 

4.892  891 

4.892  827 

65 

I   

6.5 

-|-  o.on  0000 

4.895  970 

2  — 

13.0 

4-  o.oi6  0000 

4.892  763 

-  65 

3 

19.5 

-  64 

4-  O.OII  1000 
4-  O.OII  2000 
4-  O.OII  3000 
4-  O.OII  4000 
-\-   0.011  5000 
4-  0.011  6000 
4-  O.OII  7000 
4-  O.OII  8000 

4.895  905 
4.895  841 

4.895  777 

4.89s  713 
4.895  648 

4.895  584 
4.895  520 

4.89s  455 

-  64 

-  64 

-  64 

-  65 

-  64 

-  64 

-  65 

-  64 

-  64 

4 

5 
6 

7 
8  — 

9 

26.0 
32. 5 
39.0 

45.5 
52.0 

58.5 

4-  0.016  1000 
4-  0.016  2000 
4-  0.016  3000 
4-  0.016  4000  1 
4-  0.016  5000 
4-  0.016  6000  , 
4-  0.016  7000  , 
4-  0.016  8000 

4.892  699 
4.892  635 
4.892  571 
4.892  507 
4.892  443 
4.892  380 
4.892  316 
1  4-892  252 

—  64 
-64 

-64 

-  64 

-6j 

-  64 

-  64 

—  64 

—  64 

4-  0.0 11  9000 

4.895  391 

4-  0.016  9000  1 

4.892  188 

4-  0.012  0000 

'  4.89s  327 

64 

4-  0.017  0000  j 

4.892  124 

4-  0.012  1000 
4-  0.012  2000  ; 

4.895  263 
4.895  198 

—  64 

—  6J 
'  —  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  65 

—  64 

—  64 
-64 

■ 

4-  0.017  1000  1 
4-  0.017  2600 

'  4.892  060 
4.891  996 

64 

_  64 

-  64 
-63 

—  64 
-64 
-64 
-64 

-64 
-63 

1  — 

2  — 

6.4 
12.8 

4-  0.012  3000 

4.895  134 

3  — 

19.2 

4-  0.017  3000 

1  4.891  932 

4-  0.012  4000 
4-  0.012  5000 

4.895  070 
4.895  006 

4  — 

25.6 

4-  0.017  4000 
4-  0.017  5000 

4.891  869 
4.891  805 

4-  0.012  6000 

4.894  942 

5  — 

32.0 

4-  0.017  6000 

4.891  741 

-f-  0.012  7000 

,  4.894  877 

6  — 

38.4 

4-  0.017  7000  1 

4.891  677 

4-  0.012  8000 
4-  0.012  9000 

4.894  813 
4.894  749 

7  — 

44.8 

4-  0.017  8000 
4-  0.017  9000 

4.891  613 
.  4.89«  549 

4-  0.013  0000 

4.894  685 

8  — 

51.2 

4-  0.018  0000 

4.891  486 

\-   0.013  1000 
4-  0.013  2000  , 
-^-  0.013  3000 

4.894  621 

4.894  SS7 
4.894  492 

-64 

-  64 

-  65 
-64 
-64 
-64 

-  64 
-64 

-64 

-  64 

9 

57.6 

4-  0.018  1000 
4-  0.018  2000 
4-  0.018  3000 

4.891  422 
4.891  358 
4.891  294 

—  64 

-  64 

—  64 

-  64 

Ö3 

-+-  0.013  4000 

4.894  428 

4-  0.018  4000 

4.891  230 

4-  0.013  5000 
4-  0.013  6000 
-j-  0.013  7000 
4-  0.013  8000 

4.894  364 
4.894  300 

4.894  236 
4.894  172 

1  — 

2  — 

3 

6.3 
12.6 

18.9 

4-  0.018  5000  1 
4-  0.018  6000  1 
4-  0.018  7000 
4-  0.018  8000 

4.891   167 
4.891   103 
4.891  039 

4.890  975 

63 

-  64 

-  64 
-64 
-63 

-  64 

4-  0.013  9000 

4.894  108 

4 

25.2 

4-  0.018  9000  , 

4.890  912 

4-  0.014  0000 

4.894  044 

5 

31.5 

4-  0.019  0000 

4.890  848 

-6s 

6  — 

37.8 

-64 

4-  0.014  1000  , 
4-  0.014  2000  1 
-l-  0.014  3000 
4-  0.014  4000 

'  4.893  979 
4.893  915 

4.893  851 
4.893  787 

-  64 
,  -  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

7  — 

8  — 

9 

44.1 

50.4 

56.7 

4-  0.019  1000 
-j-  0.019  2000 
4-  0.019  3000 
4-  0.019  4000 

4.890  784 
4.890  720 
4.890  657 
4.890  593 

-64 

-  6J 
-64 

-  64 
-63 
-64 

-  64 
-6J 

-  64 

4-  0.014  5000 

4.893  723 

4-  0.019  5000 

4.890  529 

4-  0.014  6000 

4.893  659 

4-  0.019  6000 

4.890  466 

4-  0.014  7000 

4.893  595 

4-  0.019  7000  , 

4.890  402 

4-  0.014  8000 

4.893  531 

4-  0.019  8000 

4.890  338 

4-  0.014  9000 

4.893  467 

4-  0.019  9000  1 

4.890  275 

4-  0.015  0000 

4.893  403 

4-  0.020  0000  \ 

4.890  211 

Uppolzer,  B»hab6ütinimaogen.  U. 
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a- Tafel. 


log 


Ditf. 


P.  p. 


log 


Diff. 


'""  "     1 

-f-  0.020 

0000 

1  4.890  211 

_  64 

4-  0.0*5 

0000  - 

4.887  OJ7 

-63 

-f-  0.020 
4-  0.020 
4-  0.020 

1000 
2000 
3000 

4.890  147  . 
1  4.890  084 
4.890  020 

—  63 

—  64 

—  64 

—  63 
_  64 
-63 

—  64 

—  64 
-63 

4-  0.025 

4-  0.025 
4-  0.025 

1000 
2000 
3000 

4.886  974  ' 
4.886  911 
4.886  847 

-63 

—  64 
-63 
-63 

—  63 

—  64 
-63 
-63 

-6j 

4-  0.020 
4-  0.020 

4000 
5000 

4.889  956 
'  4-889  893 

4-  0.025 
4-  0.025 

4000 
5000 

4.886  784 
4.886  721 

4-  0.020 
4-  0.020 
4-  0.020 
4-  0.020 

6000 
7000 
8000 
9000 

4.889  829 

4.889  766 

'  4.889  702 

4.889  638 

64 

4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 

6000 
7000 
8000 
9000 

4.886  658 
4.886  594 
4-886  531 
4.886  468 

I  — 

6.4 

4-  0.02I 

0000 

;  4.889  575  ; 

2  — 

12.8 

4-  0.026 

0000 

4.886  405 

1' 

j 

—  64 

3  — 

19.2 

—  64 

-|-  0.02I 
4-  0.02I 
4-  0.021 

1000 
2000 
3000 

4.889  511 
4.889  448 
4.889  384  1 

-6j 

-64 
-63 

—  64 

—  64 
-63 

-64 
-63 
-64 

4 

S' 
6 

25.6 
32.0 
38.4 

44.8 
51.2 
57.6 

4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 

1000 
2000 
3000 

4.886  341 
4.886  278 
4.886  215 

-  63 

-  63 
-63 

-  63 
-63 

-  64 

-  63 

4-  0.02I 
4-  0.021 

4000 

Sooo 

4.889  321  1 
4.889  257 

^* 

4-  0.026 
4-  0.026 

4000 
5000 

4.886  152  ' 
4.886  089 

4-  0.021 
4-  0.02I 

6000 

7000 

4.889  193  1 
4.889  130 

7 
8  — 

9 

4-  0.026 
4-  0.026 

6000 
7000 

'  4.886  026 
4.885  962 

4-  0.02I 
4-  0.02I 

8000 
9000 

4.889  066 

i   4.889  003 

4-  0.026 
4-  0.026 

8000 
9000 

4.885  899 
4.885  836 

—  63 
-63 

4-  0.022 

0000 

1   4.888  939   ' 

1 

63 

4-  0.027 

0000 

4.885  773 

4-  0.022 
4-  0.022 

1000 
2000 

1 

4.888  876 
[      4.888  812 

—  63 

-64 

—  63 

—  64 

—  63 

—  64 
-63 

—  64 
-63 

—  63 

%j 

4-  0.027 
4-  0.027 

1000 

2000 

1 

4.885  710 
4.885  647 

-  63 

1  — 

2  — 

6.3 

12.6 

-63 

—  64 

—  63 

-  63 

—  63 
-63 

-  63 

-  63 
-63 

4-  0.022 

3000 

4.888  749 

3  — 

18.9 

4-  0.027 

3000 

4.885  583 

4-  0.022 
4-  0.022 

4000 
5000 

4.888  685 
4.888  622 

4  — 

25.2 

4-  0.027 
4-  0.027 

4000 
5000 

4.885  520 
4.885  457 

4-  0.022 

6000 

1   4.888  558   ' 

5  — 

3>.5 

4-  0.027 

6000 

4.885  394 

4-  0.022 

7000 

4.888  495 

6 

37.8 

4-  0.027 

7000 

4.885  331 

4-  0.022 
4-  0.022 

8000 
9000 

4.888  431 
4.888  368 

7  — 

44.1 

4-  0.027 
4"  0.027 

8000 
9000 

4.885  268 
4.885  205 

4-  0.023 

0000 

4.888  305 

8  — 

50.4 

4-  0.028 

0000 

4.885  142 

-f-  0.023 

4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 

lOOO 

2000 
3000 
4000 
5000 

1 

'  4.888  241 

4.888  178 

'   4.888  114 

'   4.888  051 

'   4.887  988 

—  64 

-63 

—  64 

—  63 
-63 

—  64 

—  63 
-64 
-63 

—  63 

9 

56.7 

4>  0.028 

4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 

4.885  079 
4.885  016 
4.884  9<;3 
4.884  889 
4.884  826 

-  63 

62 

-63 

-  63 

-  64 
-63 
-63 
-63 

-  63 
-63 

-  6} 

I  — 

6.2 

4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 

6000 
7000 
8000 

'   4.887  924 
4.887  861 

'  4.887  797 

2  — 
3 

12.4 
18.6 

4-  0.028 
4-  0.028 
4"  0.028 

6000 
7000 
8000 

4.884  763 
4.884  ''OO 
4.884  637 

4-  0.023 
4-  0.024 

9000 
0000 

4.887  734  ' 
4.887  671 

4 
5  — 

24.8 
31 .0 

4-  0.028 
4-  0.029 

9000 
0000 

4.884  5-4 
4.884  511 

—  64 

6 

37.2 

-  63 

4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.025 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

4.887  607 
4.887  544 

'  4.887  481 
4.887  417 
4.887  354 
4.887  291 
4.887  227 

,  4.887  164 
4.887  101 
4.887  037 

-63 

-  63 

-  64 

-  63 
-63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  64 

7  — 

8  — 

9  — 

43.4 
49.6 

55.8 

4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.030 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

4.884  448 

4.884  385 
4.884  322 
4.884  259 
4.884  196 
4.884  133 
4.884  070 
4.884  007 
4.883  945 
4.883  88a 

-  63 

-  *5 

-  *3 

—    6} 

-  6} 

-  65 

-  61 
-63 
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hJ 

AhJ) 

Diff. 

hJ 

J{hJ) 

Diff. 

hJ 

J\hJ) 

Diff. 

hJ 

J{hJ) 

Diff. 

O.OO 
O.Ol 
0.02 
0.03 
0.04 

0 . 00000 
0.01128 
0.02256 
0.03384 
0.0451 I 

1128 
1128 
1128 

II27 

1126 

0.50 
0.51 
0.52 

0.53 
0.54 

0.52050 
0.52924 

0.53790 
0 . 54646 

0.55494 

874 
866 
856 
848 

838 

1.00 

I.Ol 

1 .02 
1.03 
1.04 

0.84270 
0.84681 
0.85084 
0.85478 
0.85865 

411 

403 
394 
387 

379 

1.50 
1.51 
1.52 

1-53 
1.54 

0.96611 
0.96728 
0.96841 
0.96952 
0.97059 

117 

113 
111 

107 
103 

0.05 

0.05637 

II25 

1124 

II  22 
II 20 

0.55 

0.56332 

830 
820 
810 
802 

1.05 

0.86244 

370 

363 
356 

347 

1-55 

0.97162 

lOI 

0.06 

0.07 
0.08 
0.09 

0.06762 
0.07886 
0.09008 
0. IOI28 

0.56 

0.57 
0.58 

0.59 

0.57162 
0.57982 
0.58792 

0.59594 

1.06 
1.07 
1.08 
1.09 

0.86614 
0.86977 

0.87333 
0.87680 

1.56 

1.57 
1.58 
1.59 

0.97263 
0.97360 

0.97455 
0.97546 

97 
95 
91 

1118 

792 

341 

89 

0.  10 
O.ll 

0. II 246 
0. 12362 

II16 

V  •  a   a 

0.60 
0.61 

0.60386 
O.61168 

782 

1«  Mf  4 

I.IO 

1 .11 

0.88021 
0.88353 

332 
326 

318 

311 

1.60 
1.61 

0.97635 
0.97721 

86 

83 
80 

0.12 

0.13476 

1 1 14 

IT«« 

0.62 

O.61941 

773 
764 

754 

I  .12 

0.88679 

1.62 

0.97804 

0.13 

0.14587 

1  I  I  1 

II08 

0.63 

0.62705 

1.13 

0.88997 

1.63 

0.97884 

78 

0.14 

0.15695 

0.64 

0.63459 

1.14 

0.89308 

1.64 

0.97962 

1105 

744 

304 

76 

0.15 

0.16800 

T  T  ^^  « 

0.65 

0.64203 

735 

725 

715 

706 

I.I5 

0.89612 

298 
290 
284 

277 

1.65 

0.98038 

72 

71 
68 

0.  16 
0.17 

0. 17901 
0.18999 

1  101 
1098 

0.66 
0.67 

0.64938 
0.65663 

I.16 

I.I7 

0.89910 
0.90200 

1.66 
1.67 

O.981IO 
O.9818I 

0.18 

0. 20094 

'O95 

0.68 

0.66378 

1.18 

0 . 90484 

1.68 

0.98249 

66 

0.19 

0.21184 

1090 

0.69 

0.67084 

I.I9 

0.90761 

1.69 

0.98315 

^0\j 

1086 

696 

270 

64 

0.20 

0.22270 

ioK'% 

0  70 

0.67780 

687 
676 
667 

1 .20 

0.91031 

265 

1.70 

0.98379 

62 

0.21 
0.22 

0.23352 

0.24430 

I  wo  £1 

1078 
1072 

1068 

0.71 
0.72 

0.68467 
0.69143 

1 .21 
1.22 

0.91296 
0.91553 

257 
252 

1.71 

1.72 

0.98441 
0.98500 

59 
58 

0.23 

0.25502 

0.73 

0.69810 

658 

1.23 
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9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 
9 


577 
55* 
5*8 

503 
478 

453 

4*9 

404 

380 
355 

331 
306 

282 
257 
*33 

208 

184 

159 

135 
III 

086 
062 
038 
014 
6  989 

6  965 
6  94« 
6  917 
6  893 
6  869 

6  845 
;6  821 

16  797 

6  773 

6  749 

16  725 
16  701 
16  677 
6  653 
;6  629 


605 

581 

558 

534 
510 

486 

463 
439 
415 
39* 


9.36  368 


—  *5 

—  24 

—  25 

—  *5 

—  *5 

—  24 

—  *5 

—  24 

—  *5 

—  24 

—  *5 

—  24 

—  25 

—  24 

—  *5 

« 

—  24 

—  *5 

—  24 

—  24 

—  *5 

—  24 

—  *4 

—  24 

—  25 

—  *4 

—  *4 

—  24 

—  *4 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  *4 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  *4 

—  24 

—  *4 

—  *3 

—  *4 

—  24 

—  24 

—  *3 

—  24 

—  24 

—  *3 

—  24 


I 
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B 

log  ^J' 

Diff. 

log  -E/ 

Diff. 

So*' 

Diff. 

log  iV 

Diff. 

—  0.300 

9„87  4*0 

H-  51 
-h  51 
+  51 
-h  51 

9n9*  339 

—  8 

4-  I 

.67  921 

4-  I 

4-  I 
4-  I 
4-  1 

9. 

36  368 

—  »3 

—  »4 

—  »4 

—  *3 

0.299 

—  0.298 

—  0.297 

—  0.296 

9n87  471 
9„87  5" 
9w87  573 
9„87  624 

9n9i  331 
9n92  3*4 
9n9*  3>6 
9n9*  309 

—  7 

—  8 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  I 

.68  036 
.68   151 
.68   265 
.68  380 

9« 
9. 
9. 
9. 

36  345 
36  321 

36  297 

36  *74 

4-  51 

—  7 

4-  I 

—  »4 

—  0.295 
0.294 

—  0.193 

—  0.292 

9n87  675 
9^87  7*6 
9ii87  776 
9„87  827 

4-  51 
4-  50 
4-  51 
4-  50 

9„92  302 

9n9*  »94 
9„92  287 

9n9*  *79 

-—  8 

—  7 

—  8 

—  7 

4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  I 

.68  495 
.68  610 

.68   7*4 
.68  839 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

9. 
9. 
9. 
9. 

36  250 
36  227 
36  203 
36  180 

—  »3 

—  24 

*3 

—  »3 

—  0.291 

9«87  877 

9n9*  *7i 

4-  I 

.68  953 

9. 

36  157 

4-  51 

—  7 

4-  I 

—  »4 

—  0.290 

—  0.289 

9»|87  9*8 
9«87  978 

4-  50 
4-  50 
4-  50 
4-  50 

9„92  265 
9n9*  *57 

—  8 

—  7 

—  7 

—  8 

4-  I 
4-  1 

.69  067 
.69   182 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  I 

9. 
9. 

36  133 
36  HO 

»3 

—  »4 

—  23 

—  *3 

—  0.288 

—  0.287 

—  0.286 

9,(88  028 
9n88  078 
9^88   128 

9„92  250 

9«9*  *43 
9h9*  »35 

4-  I 

4-  I 
4-  I 

.69  296 
.69  410 
.69  5*4 

9. 
9. 
9. 

36  086 
36  063 
36  040 

4-  50 

—  7 

4-  I 

*4 

—  0.285 

—  0.284 

—  0.283 

9»88  178 
9„88   228 
9n88  278 

4-  50 
4-  50 
4-  50 
4-  50 

9n9»  *a8 
9n9*  **i 
9„9*  *13 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  I 

.69  639 

.69  753 
.69  867 

4-  I 
4-  1 
4-  i 
4-  I 

9. 
9. 
9. 

36  016 

35  993 
35  970 

»3 

*3 

23 

—  24 

—  0.282 

—  0.281 

9„88   328 
9»88  378 

9„92  206 
9«9*   199 

4-  I 
4-  I 

.69  980 
.70  094 

9. 
9. 

35  947 
35  9*3 

4-  49 

—  8 

4-  1 

—  23 

—  0.280 

—  0.279 

—  0.278 

—  0.277 

—  0.276 

9.188  427 
9n88  477 
9n88  526 
9n88   576 
9n88  625 

4-  50 

4-  49 

4-  50 

4-  49 
4-  49 

9„92  191 
9n9*  184 
9n9*   177 
9n9*  169 
9„92  162 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

.70  208 
.70  322 
.70  435 
.70  549 
.70  663 

4-  I 

4-  1 
4-  1 
4-  I 

4-  I 

9. 
9. 
9. 
9. 
9. 

35  900 
35  877 
35  854 
35  831 
35  808 

—  »3 

—  »3 
»3 

—  »3 

—  »3 

—  0.275 

—  0.274 

9«88  674 
9n88  7*4 

4-  50 

4-  49 
4-  49 
4-  49 

9m9*  155 
9»9*  148 

—  7 

—  8 

4-  I 

4-  I 

.70  776 
.70  890 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

9- 
9. 

35  785 
35  762 

—  »3 

—  »3 

—  »3 

—  23 

—  0.273 

—  0.272 

—  0.271 

9«88  773 
9,^88  822 
9,i88  871 

9n9*  140 

9n9*  133 
9„92  126 

%9 

—  7 

—  7 

4-  I 

4-  I 
4-  I 

.71  003 
.71   X16 
.71   229 

9. 
9. 
9. 

35  739 
35  716 
35  693 

4-  49 

—  8 

4-  I 

—  »3 

—  0.270 

—  0.269 

—  0.268 

—  0.267 

—  0.266 

9n88  9*0 
9fi88  968 

9n89  017 
9^89  066 

9„89   114 

4-  48 

4-  49 
4-  49 

4-  48 

4-  49 

9„92  118 

9«9*  I" 
9n9*   104 
9«9*  097 
9n9*  089 

—  7 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

4-  I 
4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  « 

.71   343 
.71  456 

.71   569 

.71  682 

.71  795 

4-  I 
4-  i 
4-  I 
4-  I 

4-  1 

9. 
9- 
9. 
9. 
9. 

35  670 
35  647 
35  624 
35  601 
35  578 

»3 

—  »3 

—  23 

—  »3 

—  »3 

—  0.265 

—  0.264 

—  0.263 

—  0.262 

—  0.261 

9«89  163 

9n89  2" 
9„89  260 

9«89  308 

9#|89  356 

4-  48 

4-  49 

4-  48 
4-  48 

4-  49 

9n9*  082 
9m9»  075 
9i.9*  068 
9„92  060 

9n9*  053 

7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  « 

4-  i 
4-  1 

.71  908 

.72  020 

.7*  133 
.72  246 

.7*  359 

4-  I 
4-  I 
4-  1 

4-  I 

4-  I 

9. 
9- 
9. 
9- 
9. 

35  555 
35  53* 
35  509 
35  486 
35  464 

—  »3 
23 

—  »3 

—  22 

—  »3 

—  0.260 

—  0.259 

—  0.258 

—  0.257 

—  0.256 

9#|89  405 

9n89  453 
9^89  501 

9n89  549 
9»89  597 

4-  48 
4-  48 
4-  48 
4-  48 

4-  47 

9m9*  046 
9h9*  039 
9fi9*  032 
9»9*  024 
9h9*  017 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

.7*  471 
.72  584 
.72  696 
.72  809 
.7*  9*» 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

4-  I 

9- 
9. 
9- 
9- 
9- 

35  44« 
35  4»8 
35  395 
35  373 
35  350 

—  »3 

—  »3 

—  22 

-»3 

—  »3 

—  0.255 

—  0.254 

—  0.253 

—  0.252 

—  0.251 

9n89  644 
9h89  692 
9».89  740 
91.89  788 
9h89  835 

4-  48 
4-  48 
4-  48 

4-  47 

4-  48 

9»9*  010 
9n9i  003 
9w9i   996 
9«9«   988 
9„9i   981 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  1 

.73  033 
.73  146 
•73  *58 
.73  370 
.73  482 

4-  I 
4-  I 
4-  i 
4-  I 

4-  1 

9- 
9- 
9. 
9. 
9. 

35  3»7 
35  305 
35  *82 

35  »59 

35  »37 

—  22 

—  »3 

—  22 

—  »3 

—  0.250 

9„89  883 

9n9»   974 

4-  I 

.73  594 

9. 

35  «M 

1 
1 
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e 

log  E^^ 

Diff. 

log  Ei^ 

Diff. 

E^' 

Diff. 

log  E{ 
9.35   a>4 

Diff. 
—  22 

—  0.250 

9^89  883 

4-  47 
-h  47 

H-  48 

4-47 

9».9i 

i   974 

—  7 

4-  1 

1.73  594 

4-  1 

4-  1 
4-  1 

112 

—  0.249 

—  0.248 

9n89  930 
9ii89  977 

9n9i 
9w9i 

I   967 
i  960 

4-  ^ 
4-  1 

1.73  706 
r.73  818 

112 
112 

9.35  192 
9.35  169 

—  23 

—  22 

—  0.247 

9„90  025 

9n9i 

i  952 

4-  1 

[.73  930 

• 
4-  ] 

[II 

9-35  «47 

—  23 

—  0.246 

9„90  072 

9n9J 

I  945 

4-  1 

1.74  041 

1 

9.35   1*4 

w 

-h  47 

4-  1 

[12 

—  22 

—  0.245 

9h9o  119 

4-  47 
4-  47 
4-  47 
4-  47 

9n95 

[  938 

—  7 

4-  1 

r.74  153 

4-  J 

[12 

9.35   102 

—  23 

—  0.244 

—  0.243 

—  0.242 

—  0.241 

9„90  166 
9«90  213 
9m90  260 
9«90  307 

9n91 
9»9i 
9n9> 
9n9i 

i   931 

i   924 
1   917 
[  910 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

1.74  265 
1.74  376 
[.74  488 

1.74  599 

1 

4-  1 
4-  1 
4-  J 

[11 
[12 
[II 

9.35  079 

9.35  057 
9.35  034 
9.35  012 

—  22 

—  n 

—  22 

4-  47 

—  7 

4-  1 

[12 

—  »3 

—  0.240 

9n90  354 

4-  46 

4-  47 
4-  47 

4-  46 

9«9J 

[  903 

4-  1 

1.74  711 

-h  ] 

[II 

9.34  989 

—  22 

—  0.239 

—  0.238 

—  0.237 

9„90  400 

9«90  447 
9n90  494 

9n9i 
9n9i 
9»9i 

I   895 
[   888 

[   881 

—  7 

4-  1 
4-  1 

4-  1 

[.74  822 

1.74  934 

1.75  045 

1 

4-  1 

4-  1 
4-  1 

[12 
[II 
[11 

9.34  967 
9-34  945 
9.34  9" 

—  22 

—  *3 

—  22 

—  0.236 

9n90  540 

9«9' 

1   874 

4-  1 

1.75  156 

1 

9.34  900 

4-  47 

—  7 

4-  1 

[11 

—  22 

—  0.235 

—  0.234 

9«90  587 
9n90  633 

4-  46 

4-  47 

4-  46 
4-  46 

9n9i 
9n9' 

I   867 
i   860 

—  7 

4-  1 
4-  1 

[.75  267 
1.75   378 

4-  1 
4-  1 

[II 
lll 

9.34  878 
9.34  856 

—  22 

—  *3 

—  22 

—  0.233 

9„90  680 

9n9J 

i   853 

4-  1 

1.75  489 

[II 

9-34  833 

—  0.232 

9„90  726 

9»9i 

[   846 

4-  1 

[.75  600 

1    ' 
-H  1 

[II 

9.34  811 

—  22 

—  0.231 

9^90  772 

9«9J 

[   839 

4-  1 

1.75  7" 

' 

9.34  789 

4-  46 

—  8 

4-  1 

[11 

—  22 

—  0.230 

9n90  818 

4-  46 
4-  46 
4-  46 
4-  46 

9n9' 

I   831 

4-  1 

[.75  822 

4-  5 

[II 

9.34  767 

—  22 

—  0.229 

9n90   864 

9„9i 

[   824 

4-  1 

1.75  933 

1 

4-  1 

[II 

9-34  745 

—  23 

—  0.228 

—  0.227 

—  0.226 

9n90  9«o 
9ii90  956 
9^91  002 

9»i9J 
9«9' 
9»i9i 

i   817 
[   810 
i   803 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  1 

[.76  044 
[.76  154 
1.76  265 

1 

4-  1 
4-  1 

[lO 
[11 

9.34  722 
9.34  700 
9.34  678 

—  22 

—  22 

4-  46 

4-  1 

III 

—  22 

—  0.225 

—  0.224 

—  0.223 

9n91    048 
9«9i  094 
9n9i   139 

4-  46 
4-  45 
4-  46 
4-  46 

9»9i 
9i,9i 
9«9i 

i   796 

I   789 
[   782 

4-  1 
4-  1 
4-  1 

1.76  376 
1.76  486 
t.76  597 

4-  1 
4-  1 
4-  > 

[lO 

[11 

[lO 

9.34  656 
9.34  634 
9.34  612 

—  22 

—  22 

—  22 

—  0.222 

—  0.221 

9n91    18s 
9n9i   231 

9m9^ 
9m9' 

1   775 
[   768 

4-  1 
4-  1 

1.76  707 
1.76  817 

4-  1 

[lO 

9.34  590 
9.34  568 

—  22 

4-  45 

—  7 

4-  1 

[II 

—  22 

—  0.220 

—  0.219 

9„9i   276 
9„9i   322 

4-  46 

4-45 
4-  45 

4-  46 

9«9i 
9n9i 

t   761 

1   754 

f 

4-  1 
4-  1 

1.76  928 
N77  038 

4-  1 
4-  1 

[lO 
[lO 

9.34  546 
9-34  524 

—  22 

—  22 

—  0.218 

9w9i   367 

9m91 

t    747 

4-  1 

1.77  X48 

1 

4-  1 

tio 

9.34  502 

—  22 

—  0.217 

—  0.216 

9n9i  412 
9n9i  458 

9ti9i 
9n9' 

i   740 
^   733 

4-  1 
4-  1 

1.77  258 
1.77   368 

1 

4-  1 

[lO 

9.34  480 
9.34  458 

—  22 

i 

4-  45 

4-  1 

[11 

—  22 

—  0.215 

9n9i   503 

4-  45 
4-  45 
4-  45 
4-  45 

9n9' 

i   726 

—  7 

4-  1 

1.77  479 

4-  1 

[09 

9-34  436 

—  22 

—  0.214 

—  0.213 

—  0.212 

—  0.211 

9n9»   548 
9«9«   593 
9h9«   638 
9n9»  683 

9«9i 
9rt9' 
9»9i 
9n9i 

i   719 

I   712 

I   705 
1   698 

4-  1 
4-  1 
4-  ) 
4-  J 

1.77  588 
1.77  698 
[.77  808 
1.77  918 

1 

4-  1 
4-  1 
4-  1 

7 

[lO 
[lO* 

[lO 

9.34  414 
9.34  392 
9.34  371 
9.34  349 

—  22 

—  21 

—  22 

. 

4-  45 

—  7 

4-  1 

[lO 

—  22 

—  0.210 

9»9«   728 

-h  45 
4-  45 
4-  44 
4-  45 

9n9i 

i   691 

—  7 

4-  1 

[.78  028 

4-  1 
4-  ) 
4-  1 

4-  1 

[10 

9-34  3*7 

—  22 

—  0.209 

—  0.208 

9»i9i   773 
9„9i  818 

9»9i 
9«9i 

[   684 

[   677 

4-  J 
4-  1 

1.78   138 
[.78  247 

109 

[  10 

9-34  305 
9.34  *83 

—  22 

•—  21 

—  0.207 

—  0.206 

9„9i   862 
9n9i  907 

9n9i 
9n9i 

[  670 
1   663 

4-  J 
4-  1 

1.78  357 
1.78  466 

1   %  %^ 

[09 

9.34  262 
9.34  240 

22 

4-  44 

—  7 

4-  1 

[lO 

22 

—  0.205 

—  0.204 

—  0.203 

—  0.202 

—  0.201 

9n9i  951 
9rt9»  996 
9„92  040 

9n9»  085 
9„92  129 

4-  45 
4-  44 
4-  45 
4-  44 

4-  44 

9n9" 

9m91 

9m9 

9«9 

9h9 

i   656 
r  649 
\  642 
I  635 
1  628 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4- 
4-  1 
4-  ^ 

1.78  576 
1.78  685 
1.78  795 

1.78  904 

1.79  OU 

4-  1 
4- 
4-  1 
4-  1 

4- 

109 

HO 

109 
[09 

HO 

9.34  218 
9.34  196 

9.34  175 
9.34  153 
9.34  131 

—  22 

—  21 

—  22 

22 

—  21 

—  0.100 

9n9»  173 

9n9 

\  621 

4- 

1.79  «»3 

9.34    HO 

77» 
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e 

log   ^2'' 

« 

Diff. 

log 

^r 

Diff. 

4-  1 
4-  1 

4-  1 
4-  1 

^0^ 

Diff. 

log  Jr/ 

Diff. 

0.200 

0.199 

0.198 

-  0.197 

9w9»  173 

9ft9»  a»8 
9„92  262 

9n9*  306 

4-  4S 
-h  44 
4-  44 
-f  44 

9n9i 
9»9i 
9n9i 
9f.9i 

621 
614 
607 
600 

—  7 

1.79  123 

1.79  232 

[.79  341 
[.79  450 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

109 
[09 
[09 
[09 

9« 
9- 
9. 
9 
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—  20 

—  0.080 

—  0.079 

—  0.078 

—  0.077 

—  0.076 

9fi97  093 
9m97   131 
9fi97   169 
9n97  207 
9n97  244 

+  3 
-h  3 

4-   3 
-h  3 

(8 

J8 

;8 

17 

;8 

9«90  816 
9«90  8io 
9n90  803 
9n9o  797 
9n90  790 

—  6 

—  7 

—  6 

—  7 

—  6 

4-  1 
4-  1 
-+-  I 
4-  1 
4-  I 

.91   867 

.91  971 
.92  074 
.92  177 
.92  281 

4-  104 
4-  103 
4-  103 
4-  104 

+  103 

9.3 
9.: 
9.: 
9.: 
9.: 

M  634 
Ji  615 
M   595 
Ji  575 
J»  556 

—  19 

—  20 

—  20 

—  19 

20 

—  0.075 

9,i97  282 

4-  3 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

\% 

9n9o  784 

—  7 

—  6 

—  7 
6 

-h  1 

.92  384 

4-  103 
-f-  103 
+  103 
-f-  103 

9.: 

M  536 

—  19 

—  20 

—  20 

—  19 

—  0.074 

—  0.073 

—  0.072 

—  0.071 

9«97  3io 
9«97  358 
9ii97   396 
9ii97  433 

18 
;8 

\7 

9m90  777 
9n90  771 
9n90  764 
9»i90  758 

4-  I 

4-  1 

4-  1 

.92  487 
.92  590 
.92  693 
.92  796 

9.: 
9.: 
9.: 
9.: 

\i   5«7 
\i  497 
Ji  477 
M  458 

4-  3 

|8 

—  7 

4-  103 

—  20 

—  0.070 

—  0.069 

—  0.068 

—  0.067 

—  0.066 

9ii97  471 
9w97  508 
9«97  546 
9«97  583 
9ri97  621 

4-3 
4-  3 
4-  3 
-h  3 

-h  3 

\7 

;8 

\7 
J8 

\7 

9«90  751 
9,i90  745 
9m90  739 
9n90  732 
9^90  726 

6 

6 

—  7 

—  6 

—  7 

4-  I 

.92  899 
.93  002 
.93  105 
.93  208 
.93  3«o 

-f-  103 
-f-  103 
+  103 
4-  102 

4-  103 

9.: 
9.: 
9.: 
9.: 
9.: 

\i  438 
(I  419 

\i   399 
M   380 
\i   360 

—  19 

—  20 

«9 

—  20 

—  19 

—  0.065 

—  0.064 

—  0.063 

—  0.06z 

—  0.061 

9«97  658 
9»,97  696 
9i.97  733 
9m97  770 
9«97  807 

4-  3 

4-  3 
4-  3 
4-  3 

4-  3 

;8 

17 
17 
\7 

J8 

9ii90  719 

9i»90  713 
9„9o  706 

9n90  700 
9„90  694 

6 

—  7 
6 

—  6 

—  7 

4-  I 
-f-  1 

.93  413 
.93  516 
.93  6i8 
.93  721 
.93  824 

-h  103 
-h  102 
4-  103 
4-  .03 

4-  102 

9.: 
9.: 

9.: 
9.: 
9.: 

P   341 
\\  321 

Ji  30» 
{I  282 

\i  263 

—  20 

—  19 

—  20 

—  19 

—  20 

—  0.060 

—  0.059 

—  0.058 

—  0.057 

—  0.056 

9i.97  845 
9,.97  882 
9ii97  919 
9«97  956 
9w97  993 

4-  3 
-h  3 
4-  3 
-h  3 

+  3 

\7 
\7 
\7 
17 

\7 

9n90  687 
9m90  681 
9„90  674 
9„90  668 
9n90  662 

6 

—  7 
6 

—  6 

—  7 

4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  I 
-h  1 

.93  9*6 
.94  029 

.94  131 
.94  233 
.94  336 

4-  103 
+  102 

-h  102 

4-  103 
-h  102 

9.: 
9.: 
9.3 
9.: 
9.: 

\i  243 
Ji  224 
\\  205 

Ji   185 
(1   166 

—  19 

—  19 

—  20 
"9 

—  ao 

00000 
b  b  b  b  b 

9#i98  030 
9«98  067 
9«98   104 
9h98  140 
9#i98   177 

4-  3 

4-  : 

4-  3 
-h  3 

4-  3 

\7 
\7 

;6 

\7 
\7 

9ii9o  655 
9m90  649 
9«90  642 
9w9o  636 
9r»90  630 

6 

—  7 

—  6 

—  6 

—  7 

-+-  I 
4-  1 
-h  1 
4-  1 

.94  438 
.94  540 
.94  643 
.94  745 
.94  847 

.4-  .02 
4-  103 
-h  102 

1  4-  102 

4-  102 

9.: 
9.: 
9.: 
9.: 
9.. 

[1   146 

\i   127 
}i   108 
(1  089 
31  069 

—  19 

—  19 

>9 

—  20 

—  19 

—  0.050 

9n98  »14 

9«90  623 

4-  I 

.94  949 

9.: 

|i  050 

1 

615 


Tafel  XVI. 


d 

log-Ea^ 

Ditf. 

log  ^4" 

Diff. 

4-  1 
4-  1 
4-  I 
4-  1 
4-  I 

-Bo*- 

Di 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

ff. 

02 
[02 
[02 
02 

log  SiT 

Diff. 

19 

—  20 

»9 

-  19 

—  0.050 

—  0.049 

—  0.048 

—  0.047 

—  0.046 

9n98  214 
9„98  251 
9n98  287 
9n98  3*4 
9«98  J6i 

-h  3 
+  3 
+  3 
+  3 

\7 
|6 

17 
17 

9«90  623 
9»90  617 
9n90  611 
9n90  604 
9n90  598 

—  6 

—  6 

—  7 
6 

•94  949 
.95  051 
.95   153 
.95  *55 
.95   357 

9.31  050 
9.31  031 

9.31   Oll 
9.30  99* 
9.30  973 

-h  3 

;6 

6 

+  1 

[02 

19 

—  0.045 

—  0.044 

—  0.043 

—  0.042 

—  0.041 

9«98  397 

9n98  434 
9„98  470 

9n98  507 
9n98  543 

-h  3 
-+-  3 

4-  3 
-f  3 

\7 
17 

;6 

9n90  59a 
9n90  585 
9»90  579 
9n90  57* 
9n90  566 

—  7 
6 

—  7 
^  6 

4-  1 

4-  I 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

.95  459 
.95  561 

.95  662 
.95   764 
.95  866 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  J 

t02 
[Ol 
[02 
102 

9-30  954 
9.30  935 

9.30  9"5 
9.30  896 
9.30  877 

«9 

—  20 

—  19 
19 

-h  3 

;6 

—  6 

4-  > 

LOl 

19 

—  0.040 

0.039 

—  0.038 

—  0.037 

—  0.036 

9«98  579 
9n98  616 
9h98  652 
9„98  688 
9fi98  724 

+  3 
4-  3 
-h  3 
+,  2 

17 
|6 

;6 
;6 

9n90  560 
9n90  553 
9n90  547 
9n90  541 
9«90  534 

—  7 
6 

—  6 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  1 

.95  967 
.96  069 
.96  171 
.96  272 
.96  374 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

[02 
[02 
[Ol 
t02 

9.30  858 
9.30  839 
9.30  820 
9.30  801 
9.30  781 

—  19 

—  19 

—  19 

—  20 

-h  : 

|6 

—  6 

4-  1 

toi 

—  »9 

—  0.035 

—  0.034 

—  0.033 

—  0.032 

—  0.031 

9n98  760 
9n98  796 
9n98  832 
9„98  868 
9n98  904 

+  3 

+  3 

-h  : 
+  2 

;6 

J6 
J6 

9«90  5 »8 
9fi9o  5** 
9n9o  516 
9»90  509 
9n90  503 

—  6 
6 

—  7 
6 

4-  1 
4-  1 
4-  I 
4-  1 
4-  1 

.96  475 
.96  577 
.96  678 
.96  779 
.96  881 

4-  1 

4-  1 
4-  1 
4-  1 

[02 

lOI 
lOI 
[02 

9.30  762 

9.30  743 
9.30  724 
9.30  705 
9.30  686 

—  19 

—  19 

19 

—  19 

4-  3 

|6 

-6 

4-  1 

[Ol 

—  19 

—  0.030 

9«98  940 

4-  3 

4-  : 
4-  : 

4-  : 

16 

9n90  497 

—  7 

—  6 

—  6 

—  7 

4-  1 

.96  982 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  ' 

[Ol 
[Ol 

[Ol 
[Ol 

9.30  667 

«9 

—  19 

—  19 

—  19 

—  0.029 

—  0.028 

—  0.027 

—  0.026 

9n98  976 
9n99  012 
9n99  048 
9»99  084 

|0 

|6 
|6 

9n90  490 
9n90  484 
9*90  478 
9n90  471 

4-  1 
4-  I 

4-  I 
4-  1 

.97  083 
.97   184 
.97  *85 
.97  386 

9.30  648 
9.30  629 
9.30  610 
9-30  59» 

4-  3 

IS 

—  6 

4-  1 

lOI 

—  19 

—  0.025 

—  0.024 

—  0.023 

—  0.022 

—  0.021 

9h99  «19 
9n99   155 
9n99   191 
9n99  ai6 
9n99  262 

4-  : 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

(6 
|6 
15 
l6 

9n90  465 
9n90  459 
9»90  453 
9n90  446 
9»90  440 

->  6 

—  6 

—  7 
6 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
-h  I 
4-  I 

.97  487 
.97  588 
.97  689 
.97  790 
.97  891 

4-  1 
4-  ' 

4-  1 
4-  ' 

[Ol 
[Ol 

[Ol 

101 

9.30  572 
9.30  553 
9.30  534 
9.30  516 
9.30  497 

«9 

—  19 

—  18 

—  19 

4-  3 

ts 

—  6 

+  1 

[Ol 

—  19 

—  0.020 

9fi99  »97 

4-  3 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

16 

9n90  434 

—  7 

—  6 
6 

4-  I 

.97  99* 

4-  ^ 
4-  1 
4-  5 
4-  1 

toi 

9.30  478 

19 

—  19 

—  »9 

—  19 

—  0.019 

—  0.018 

9n99  333 
9n99  368 

16 

9n90  4*7 
9«90  4*1 

4-  I 
4-  I 

.98  093 
.98  193 

[00 
lOI 

9.30  459 
9.30  440 

—  0.017 

9n99  404 

1** 

9n90  415 

6 

4-  1 

.98  294 

9.30  4*1 

—  0.016 

9n99  439 

9«90  409 

^^ 

4-  I 

.98  395 

b%/  B 

9.30  402 

4-  : 

J6 

—  7 

4-  1 

100 

—  18 

—  0.015 

—  0.014 

—  0.013 

—  0.012 

—  0.011 

9n99  475 
9n99  5>o 
9n99  545 
9n99  580 
9»99  616 

4-  : 
4-  : 

4-  : 

4-  3 

{5 
\S 
15 
16 

9„90  402 
9n90  396 
9w90  390 
9»9o  384 
9n90  377 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  1 

.98  495 
.98  596 
.98  697 

.98  797 
.98  898 

4-  5 
4-  1 
4-  1 
4-  5 

101 

[Ol 
[OO 
[Ol 

9.30  384 
9.30  365 
9.30  346 

9.30  3*7 
9.30  309 

—  19 

—  19 

—  «9 

—  18 

4-  : 

S5 

—  6 

4-  J 

[OO 

—  «9 

—  0.010 

—  0.009 

—  0.008 

—  0.007 

—  0.006 

9n99  651 
9fi99  686 
9n99  721 
9*99  756 
9*99  79« 

4-  : 
4-  : 
4-  : 

4-  3 

(5 
\S 
\5 
\S 

9»90  371 
9n90  365 
9«90  359 
9n90  353 
9»90  346 

—  6 
6 

—  6 

—  7 

4-  I 
4-  i 
+  1 
+  I 
4-  I 

.98  998 
.99  098 
.99  199 
.99  299 

.99  399 

X'. 

4-  1 
'  4-  1 

[OO 
[Ol 
[OO 
[OO 

9.30  290 
9.30  271 

9.30  »5» 
9.30  234 

9.30  »15 

—  19 

—  19 

—  18 

—  «9 

4-  : 

\S 

—  6 

4-  1 

[Ol 

—  19 

—  0.005 

—  0.004 

—  0.003 

9»99  826 
9n99  861 
9n99  896 

4-  : 
4-  : 
4-  : 
4-  : 

\S 
\S 
J4 
{5 

9»90  340 
9*90  334 
9w90  3*8 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

4-  1 
4-  i 
4-  I 

.99  500 
.99  600 
.99  700 

4-  1 
4-  1 

■  4-  1 

i  "^  ' 

[OO 
[OO 
[OO 

9.30  196 
9.30  178 
9.30  159 

'  —  18 

—  «9 

19 

-  18 

—  0.002 

O.OOI 

9*99  930 
9»99  965 

9»90  3*1 
9n90  315 

4-  i 
4-  1 

.99  800 
.99  900 

[OO 

9.30  140 
9.30  122 

4-  : 

)5 

—  6 

1  -*-  ' 

[OO 

—  19 

0.000 

0||00  000 

9*i90  309 

4-  * 

.00  000 

9.30  103 

616 


Tafel  XVI. 


e 

log^' 

Diff. 

log  E^ 

Diff. 

-Eb*- 

Di 

4- 
4- 
4- 
4- 

Iff. 

log-»/ 

Diff. 

o.ooo 

-|-    O.OOI 
-j-   0.002 

0)«oo  000 
OhOO  035 
o^oo  069 

+  3 
-h  3 
+  3 
+  3 

(5 
15 

9ii9o  309 
9n9o  303 
9n90  297 

—  6 
6 

—  7 

—  6 

4-  2.00 

4-  2.00 
4-  2.00 

000 
100 
200 

100 
100 
100 

9.30  103 
9.30  084 
9.30  066 

—  19 

—  18 

—  19 

—  18 

-H  0.003 
-l-  0.004 

o^oo  104 
o«oo  139 

9t.90  290 
9«90  284 

4-  2.00 
4-  2.00 

300 
400 

100 

9.30  047 
9.30  029 

+  3 

14 

—  6 

4- 

100 

—  19 

-H  0.005 

4-  0.006 
4-  0.007 

-j-  0.008 
-j-  0.009 

o„oo  173 
o„oo  208 
o„oo  242 
o„oo  277 
Of|Oo  311 

-h  3 
-f  3 
-+-  3 
-h  3 

15 

;4 

\5 
14 

9n9o  278 
9n90   272 
9n90  266 
9«90  259 
9n90  253 

6 
6 

—  7 
6 

4-  2.00 
4-  2.00 
4-  2.00 
4-  2.00 
4-  ^.00 

500 

599 
699 

799 
898 

4- 

4- 
4- 
+ 

99 
100 

100 
99 

9.30  010 
9.29  992 

9.29  973 

9.29  955 
9.29  936 

—  18 

—  19 

—  18 

—  19 

-+-  3 

;5 

—  6 

4- 

100 

18 

-{-    O..OIO 
4-    O.OII 

4-  0.012 
4-  0.013 
4-  0.014 

OnOO  346 
OnOo  380 
o„oo  414 
o«oo  449 
o,»oo  483 

-h  3 
-f  3 
-+-  3 
-4-  3 

i4 
(4 
15 

14 

9n90   247 
9„9o  241 
9«90  235 
9»»90  229 
9h90  222 

6 

—  6 

—  6 

—  7 

4-  2.00 
4-  2.01 
4-  2.01 
4-  2.01 

4-  2.01 

998 
098 
197 
297 
396 

4- 
4- 
4- 
4- 

100 

99 
100 

99 

9.29  918 
9.29  899 
9.29  881 
9.29  862 
9.29  844 

—  «9 
18 

—  19 
18 

4-  3 

14 

—  6 

4- 

100 

—  19 

4-  0.015 
4-  0.016 

o„oo  517 
o,.oo  551 

-h  3 

+  : 

-H  3 

4-  : 

14 

9n90  216 
9n9o  210 

—  6 
6 

—  6 
6 

4-  2.01 
+  2.01 

496 
595 

4- 

99 

9.29  825 
9.29  807 

18 

«9 

—  18 

—  18 

4-  0.017 
4-  0.018 

o^oo  585 
Of|00  619 

14 
\4 

9«9o  204 
9„9o  198 

4-  2.01 
4-  2.01 

694 

794 

4- 
4- 

99 
ioo 

99 

9.29  788 
9.29  770 

4-  0.019 

o„oo  653 

9m9o  192 

"             %J 

4-  2.01 

893 

9.29  752 

>  0 

+  3 

K 

—  6 

4- 

99 

«9 

4-  0.020 

4"  0.021 
4-  0.022 
4-  0.023 
4-  0.024 

o,,oo  687 
o„oo  721 
o„oo  755 
o„oo  789 
o„oo  823 

+  : 
+  : 
-h  : 
+  : 

J4 
K 
K 
J4 

9„9o  186 
9ii90  179 
9m9o  173 
9»9o  167 
9«90  161 

—  7 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.01 
4-  2.02 

4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2,02 

992 
091 
190 
290 

389 

4- 
4- 

4- 
4- 

99 

99 
100 

99 

9.^9  733 
9.29  715 
9.29  697 
9.29  678 
9.29  660 

—  18 

—  18 

—  19 

—  18 

-f  : 

H 

—  6 

4- 

99 

—  18 

4-  0.025 

o,,oo  857 

-f-  : 
4-  : 
-H  : 
+  : 

i  A 

9n90  155 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

4-  2.02 

488 

4- 
4- 
4- 
4- 

99 
99 
99 
98 

9.29  641 

19 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  0.026' 
4-  0.027 
4-  0.028 
4-  0.029 

OfiOo  891 
o„oo  925 
o„oo  958 
o«oo  992 

»4 

n 

J4 

9m90  149 
9»90  143 
9n90  137 
9„9o  130 

4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 
+  2.02 

587 
686 

785 
883 

9.29  623 
9.29  605 

9.29  587 
9.29  569 

4-  : 

K 

—  6 

4- 

99 

19 

4-  0.030 

o«,ot  026 

4-  : 
4-  : 
4-  : 
4-  : 

{4 

9«90  124 

6 

4-  2.02 

982 

+ 

4- 
4- 
4- 

99 
99 
99 
98 

9.*9  550 

—  18 

4-  0.031 
4-  0.032 
4-  0.033 
4-  0.034 

o„oi  059 
o„oi  093 
o„oi   126 
o,,oi   160 

9»»90  118 
9n90  112 
9n90  106 
9n90  100 

\0 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.03 
4-  2.03 
4-  2.03 
4-  2.03 

081 
180 

279 

377 

9.29  532 
9*9  514 
9.29  496 

9.29  477 

—  18 

—  18 

—  19 

H-  ' 

33 

—  6 

4- 

99 

—     18 

4-  0.035 
4-  0.036 
4-  0.037 

o„oi   193 
o„oi  227 
OfiOi  260 

-f  : 
4-  : 
4-  : 
4-  ' 

34 

S4 

9h90  094 
9,»90  088 
9w90  082 

—  6 
--  6 

A 

4-  2.03 

4-  2.03 
4-  2.03 

476 
574 
673 

4- 
4- 
4- 
4- 

98 
99 

98 

9.29  459 
9.29  441 
9.29  423 

18 

18 

4-  0.038 
4-  0.039 

o«oi   294 
o^oi   3»7 

9„90  076 
9ti90  069 

—  7 

4-  2.03 
+  2.03 

772 
870 

9.29  405 
9.29  387 

—  18 

4- 

n 

—  6 

4- 

99 

—  19 

4-  0.040 

4-  0.041 
4-  0.042 
4-  0.043 
4-  0.044 

o„oi   360 
Ot,oi   394 
o„oi  427 
o,,oi  460 
o„oi  493 

4-  : 
4-  : 
4-  : 
4-  : 

J4 
i3 
S3 

n 

9»9o  063 
9,i90  057 
9„9o  051 
9ii90  045 
9m90  039 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

+  2.03 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 

969 
067 
165 
264 
362 

4- 
4- 
4- 
4- 

98 
98 

99 
98 

9.29  368 

9.29   350 

9.29  332 

9.29  314 
9.29  296 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  : 

n 

—  6 

4- 

98 

—  18 

4-  0.045 
4-  0.046 
4-  0.047 
4-  0.048 
4-  0.049 

0|,oi  526 
OfiOi  560 

OnOl    593 

o^oi  626 
OnOi   659 

4-  : 
4-  : 
4-  : 
4-  3 

{3 

S3 
13 

9m90  033 
9„9o  027 
9n90  021 
9w90  015 
9fi9o  009 

6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 

460 

559 
657 
755 
853 

4- 
4- 
4- 
4- 

99 
98 
98 
98 

9.29  278 
9.29  260 
9.29  242 
9.29  124 
9.29  206 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  3 

13 

—  6 

4- 

98 

—  18 

4-  0.050  i 

o^oi  692 

9m90  003 

4-  2,04 

951 

9.29  188 

617 


Tafel  XVL 


6 


log  £i 


Diff. 


log 


iV 


Diff. 


-f 

o. 

050 

-h 

o. 

051 

-h 

o. 

052 

-h 

o. 

053 

H- 

o. 

054 

-h 

o. 

OSS 

-h 

o. 

056 

-h 

o. 

OS7 

4- 

o. 

05g 

-h 

o. 

059 

-h 

o. 

060 

-h 

o. 

061 

-h 

o. 

062 

-+- 

o. 

063 

+ 

0. 

064 

-+- 

o. 

065 

-h 

o. 

066 

-h 

o 

067 

-h 

o, 

.068 

4- 

o. 

069 

+ 

o. 

.070 

-h 

o 

071 

-4- 

o 

072 

+ 

o, 

073 

-h 

o. 

.074 

+ 

o 

.075 

+ 

o 

.076 

-h 

o, 

077 

-h 

o< 

.078 

+ 

o 

079 

-h 

o. 

080 

-h 

o. 

081 

4- 

o. 

082 

-h 

o. 

083 

-+- 

o. 

084 

-+- 

o. 

085 

+ 

o. 

086 

-h 

o. 

087 

-h 

o. 

088 

+ 

o. 

089 

-H 

o. 

090 

-f- 

o. 

091 

-h 

o 

092 

-1- 

o 

093 

+ 

o. 

094 

H- 

o 

.095 

-H 

o. 

.096 

-+- 

o 

.097 

-h 

o 

.098 

+ 

o 

.099 

+ 

o 

.100 

o„oi  692 
OnOi  7^5 
o„ox  757 
o„oi  790 
o„oi  823 


856 
889 

921 

o„oi  954 
987 


o„oi 

o„oi 
o„oi 


o„oi 


Oy|02  019 

0^,02  052 

0^02  085 

0„02  117 

0„02  150 

0„02  182 

0,|02  214 

0„02  247 

0«02  279 

0„02  312 


Of|02    824 
856 

888 
o 
o„02  951 


0^02 

0«02 
y^02    920 


0„02    983 

o„o3  Ol  5 

0^03  046 

o„o3  078 
o„o3   109 

On03  U» 
o„o3  172 
0,^03  204 

Om03  235 
0^03  267 

o#»03  298 


Ort02  344 
o„o2  376 
o,,02  4b8 
o„o2  441 
Ort© 2  473 

0„02  505 

o„o2  537 

0„02  569 
0„02  601 
0„02  633 

0„02  665 

0„02  697  I 

0^02  729  ' 

0^02  761 

0»02  793  I 


-h  2 

13 

-h  3 

\2 

-f  2 

\^ 

+  3 

13 

-h  3 

(3 

+  3 

13 

-h  3 

\2 

-f  3 

13 

-h  3 

13 

4-  3 

[2 

4-  3 

(3 

4-  : 

\Z 

4-  : 

;2 

4-  3 

(3 

4-  3 

\z 

4-  : 

\2 

4-  3 

{3 

4-  : 

|2 

4-  3 

(3 

4-  : 

(2 

4-  3 

|2 

4-  : 

[2 

4-  : 

i3 

4-  3 

\2 

4-  3 

»2 

4-  3 

12 

4-  3 

|2 

4-  3 

|2 

4-  3 

(2 

4-  3 

[2 

4-  3 

|2 

4-  3 

!2 

4-  3 

|2 

4-  3 

|2 

4-  3 

[1 

4-  3 

[2 

4-  3 

12 

4-  : 

[2 

4-  3 

|1 

4-  3 

i2 

4-  : 

|2 

4-  3 

[I 

4-  : 

(2 

4-  3 

[I 

4-  : 

|2 

4-  : 

{I 

4-  : 

\2 

4-  3 

\l 

4-  : 

\2 

4-  : 

Jl 

9fi9o  003 
9n89  997 
9„89  991 

9,189  985 
9m89  979 

9n89  973 
9n89  967 
9„89  961 

9n89  955 
9„89  948 

9n89  942 

9f|89  936 

9»89  930 

9»89  924 
9„89  918 

9n89  9" 

9,189  906 

9,189  900 

9n89  894 

9»89  888 

9n89  882 

9*189  876 

9„89  870 

9«89  865 

9»89  859 

9«89  853 

9,.89  847 

9n89  841 

9n89  835 

9,189  829 

9*89  823 
9n89  817 
9^89  811 
9n89  805 

9h89  799 

9f|89  793 

9»89  787 

9n89  781 

9,189  775 

9*89  769 

9»89  763 
9»89  757 

9«89  75" 
9„89  746 

9„89  740 

9«89  734 

9n89  728 

9n89  722 

9i|89  7 »6 

9„89  710 

9»89  704 


—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

^  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

~  6 


£0* 


4-  » 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  ^ 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

-h  2 

4-  » 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  * 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
+  » 

4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 


04  951 

05  049 
05  147 
05  245 

05  343 


05 
05 
05 
05 
05 

05 
06 

06 

06 

06 

06 
06 
06 
06 
06 


441 

539 
637 

734 
832 

930 

027 

125 

223 
320 

418 

515 
613 

710 
808 


06  905 

07  002 
07  099 
07  197 
07  294 

07  391 
07  488 

07  585 
07  682 

07  779 

07  876 

07  973 

08  070 

08  167 
08  264 

08  361 

08  457 
08  554 
08  651 

08  747 


Diff. 


08 
08 
09 
09 
09 

09 

09 
09 
09 
09 


844 
941 
037 
134 
230 

326 
423 

519 
616 

712 


4-  98 
4-  98 
4-  98 
4-  98 

4-  98 

4-  98 
4-  98 

4-  97 

4-  98 

4-  98 

4-  97 
4-  98 
4-  98 

4-  97 

4-  98 

4-  97 

4-  98 

4-  97 

4-  98 

4-  97 

4-  97 
4-  97 

4-  98 

4-  97 

4-  97 

4-  97 
4-  97 

4-  97 

4-  97 
4-  97 
4-  97 

4-  97 

4-  97 
4-  97 

4-  97 


•|-  2.09  808 


+  96 

4-  97 
4-  97 

4-  96 

-h  97 

-h  97 

4-  96 

4-  97 
+  96 

4-  96 

4-  97 

4-  96 

4-  97 
-h  96 

4-  96 


log 


Ä»- 


Diff. 


9 
9 
9 
9 
9 


9.29  098 
9.29  080 
9.29  062 
9.29  044 
9.29  026 


9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 
9 


29 
29 

»9 
29 

29 


188 
170 
152 

134 
116 


29  008 
28  991 

28  973 
28  955 
28  937 

28  919 
28  901 
28  884 
28  866 
28  848 

28  830 
28  812 
28  795 
28  777 
i8  759 

28  741 
28  724 
28  706 
28  688 
28  671 

28  653 
28  635 
28  618 
28  600 
28  583 


9.28  565 
9.28  547 
9-28  530 
9.28  512 
9.28  495 

9.28  477 
9.28  460 
9.28  442 
9.28  424 
9.28  407 


28  389 
28  372 
28  355 
28  337 
28  320 


:8 
8 
8 
8 

8 

8 
8 
8 
8 

8 

7 
8 
8 
8 

8 

8 

7 
8 
8 

8 

8 

7 
8 
8 

8 

7 
8 
8 

7 

8 

8 

7 
8 

7 
8 

8 

7 
8 

7 
8 

7 
8 
8 

7 

8 

7 
7 
8 

7 
8 


9.28  302 


Oppolxer,  Bahnbestimmangen.  II. 


>8 


618 


Tafel  XVI. 


6 

log  ^/ 

Difl 

• 
■ 

log  ^4" 

Diff, 

i^V 

Diff. 
4-  96 

:  4-  97 
4-  96 
4-  96 

log  Ay 

9.28  302 
9.28  285 
9.28  267 
9.28  250 
9.28  233 

Diff. 

—  17 

—  18 

17 

—  17 

4-  o.ioo 
4-  O.IOl 

4-    0.102 

4-  0.103 
4-  0.104 

o„03  298 
o„o3  329 
o„o3   360 
o„o3   392 
o„o3  423 

+  2 
+  3 

4-  2 

11 
11 
;2 

11 

9,.89  704 
9„89  698 

9„89  692 

9„89  686 

9.189  681 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

4-2.09  808 
4-  2.09  904 
4-  2.10  001 
4-  2.10  097 
4-  2.10  193 

+  2 

[i 

6 

4-  96 

—  18 

4-  o.ios 
4-  0.106 
4-  0.107 
4-  0.108 

4-  0.109 

o«o3  454 
o„o3  48s 
o„o3   S16 
o„03  547 
o„o3  579 

4-  : 
+  2 
+  2 
-H  2 

[i 

•  2 

9«89  675 
9„89  669 

9,189  663 
9^89  657 
9/*89  651 

—  6 
6 

—  6 
6 

4-  2.10  289 
4-  2.10  385 

-\-    2.10    481 

4-  2.10  577 

4-  2.10  673 

4-  96 
4-  96 
4-  96 
4^  96 

9.28  215 
9.28  198 
9.28  180 
9.28  163 
9.28  146 

—  17 

—  18 

—  "7 

—  "7 

-h  : 

[1 

6 

4-  96 

18 

4-  0.110 

4-   O.IIl 

4-  0.112 
4-  0.113 
4-  0.114 

o„03  610 
o„o3  641 
o„o3  672 
o«o3   703 
0^03   733 

■+-  : 
+  : 
4-  2 

+  2 

\1 

;i 
;i 
io 

9*189  645 
9;.89  639 
9^89  634 
9„89  628 
9„89  622 

—  6 

—  5 
6 

6 

4-  2.10  769 
4-  2.10  865 
4-2.10  960 
4-  2. II  056 
4-  2.11  152 

4-  96 
4-  95 
4-  96 
4-  96 

9.28  128 
9.28  111 
9.28  094 
9.28  076 
9.28  059 

—  17 

—  17 

—  18 

—  17 

-h  : 

;i 

6 

4-  96 

-  17 

4-  0.11s 
4-  0.116 

4-  0.117 
4-  0.118 
4-  0.119 

o„o3   764 
o«o3   795 
o„03   826 
o„o3  857 
o„o3   888 

+  : 
4-  2 
+  : 
+  2 

;i 

;i 
;i 
;i 

9„89  616 
9«89  610 
91189  604 
9»89  598 
9»89  593 

6 

6 

—  6 

5 

4-  2.11  248 
4-  2.11  343 
4-  2. II  439 
4-  2. II  535 
H-  2. II  630 

4-  95 
4-  96 
4-  96 

4-  95 

9.28  042 
9.28  025 
9.28  007 
9.27  990 
9.27  973 

—  17 
18 

—  17 

—  17 

-h  : 

;o 

6 

4-  96 

—  I- 

4-  0.120 
4-  0.121 
4-  0.122 
4-  0.123 
4-  0.124 

o„o3  918 
o„o3  949 
o„o3  980 
o,|04  010 
o„04  041 

-4-  : 

+  2 
-h  2 
+  : 

|i 

;i 

io 
(I 

9ii89  587 

9n89  581 

9«89  575 
9„89  569 

9/.89  563 

—  6 
6 
6 
6 

4-  2.11  726 
4-  2. II  821 
4-  2.11  917 

4-    2. 12    012 
4-    2,12     108 

4-  95 

4-  96 
4-  95 

4-  96 

9.27  956 
9.27  938 

9.27  9»' 
9.27  904 
9.27  887 

.8 

—  17 

17 

'7 

+  : 

[1 

—   5 

4-  95 

"7 

4-  0.125 
4-  0.126 

4-  0.127 
4-  0.128 
4-  0.129 

o„04  072 
o„04  102 

o«04  133 
o„04   163 

o„04   194 

-f  2 
-f-  2 
+  2 

{O 

io 

[I 

9,189  558 
9«89  552 
9ii89  546 
9r.89  540 
9„89  534 

—  6 
6 
6 
6 

4-    2.12    203 
4-2.12    299 
4-    2.12    394 
4-    2.12    489 

4-  2.12  584 

4-  96 
4-  95 
-H  95 
4-  95 

9-27  870 
9-27  853 
9.27  835 
9.27  818 
9.27  801 

IT 

18 

1- 

-  17 

+  2 

;o 

6 

4-  96 

1    ""     '" 

4-  0.130 
4-  0.131 
4-  0.132 
4-  0.133 
4-  0.134 

o„04  224 
o„04  254 
o„04  285 
o„04  315 
o„04  345 

+  2 
-h  2 
+  3 
-h  2 

(O 

»0 

[O 

9„89  528 
9»89  523 
9,189  5' 7 
9,i89  5'» 
9,189  505 

-  5 
6 

6 

—  6 

4-  2.12  680 

4-  2.12  775 
4-  2.12  870 
4-  2.12  965 
4-2.13  060 

4-  95 
4-  95 
4-  95 
4-  95 

9-27   784 
9-27   767 
9.27   750 

9-27  733 
9.27  716 

1 

.    —     17 

,    1- 

!  —  1' 
—    17 

-h   2 

;i 

6 

-h  95 

—  17 

4-  0.13s 
4-  0.136 
4-  0.137 
4-  0.138 

4-  0.139 

o«04  376 
0^,04  406 
o„04  436 
o„o4  466 
o„04  497 

-f-  2 
4-  2 
+  3 
-h  3 

;o 

)0 

|0 

;i 

9m89  499 
9„89  494 
9,189  488 
9.189  482 
9„89  476 

—  5 
6 

~  6 
6 

4-  2.13  155 
4-  2.13  250 
4-  2.13  345 
4-  2.13  440 
4-  2.13  535 

4-  95 
4-  95 
4-  95 
4-  95 

9.27  699 
9.27  682 
9.27  664 
9-2''  647 

9.27  630 

—  17 
18 

—  17 

—  1* 

4-   2 

|o 

6 

4-  95 

IT 

4-  0.140 

o„04  527 

4-  3 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

»^\ 

9„89  470 

5 
6 

6 

6 

4-  2.13  630 

+  95 
+  94 

+  95 
+  95 

9.2-  613 

m  ^ 

4-  0.141 
4-  0.142 
4-  0.143 
4-  0.144 

o,.o4  557 
o„04  587 
o„04  617 
o„04  647 

)0 

10 

;o 

|0 

9„89  465 
9„89  459 
9„89  453 
9,189  447 

4-  2.13  725 
4-  2.13  819 
4-  2.13  914 
4-  2.14  009 

9.27  596 

9.27  579 
9.2?  562 

9-2?   545 

1    —     * 
-      17 

,  —   IT 
.    —    «7 

4-  2 

(O 

—  5 

+  95 

—    16 

4-  0.145 
4-  0.146 
4-  0.147 
4-  0.148 
4-  0.149 

o„o4  6r- 
o„o4  70" 
o„04  737 
o„04  767 
o„04  797 

4-  2 
4-  2 
4-  3 
4-  2 

|0 

|0 

0 

9,.89  442 
9«89  436 

9„89  430 
9^,89  424 

9„89  4>9 

6 
6 

—  6 

—  5 

4-  2.14  104 
4-  2.14  198 
4    2.14  293 
4-  2.14  388 
4-  2.14  482 

+  94 
+  95 
+  95 
+  94 

9.27  5*9 
9.2^  512 

9.27  495 
9.27  478 
9.27  46' 

-  I- 
I- 

1- 

!• 

4-  3 

[O 

6 

+  95 

I- 

4-  0.150 

o„o4  82? 

9„89  4« 3 

4-  2.14  577 

9.27  444 

619 


Tafel  XVL 


6 


log  Ei 


-\-  o 

.150 

H-  0 

«5» 

-f-  o 

.152 

-f-  o 

•153 

-+-  o 

•154 

4-  o 

.»55 

-h  o 

.156 

-h  o 

»57 

i-  o 

.15« 

+  o 

159 

+  o 

,  160 

-h  o. 

161 

4-  o. 

162 

+   o. 

.163 

-f  o. 

.164 

\-  o. 

165 

+  o< 

.166 

H-  o. 

167 

i-  o. 

16g 

-h  o. 

169 

+  o. 

170 

4-  o. 

171 

-h  o. 

172 

+  o- 

«73 

4-  o. 

.174 

-h  o 

■175 

-h  o. 

.  176 

4-  o 

.177 

4-  o 

.178 

4"  o 

.179 

4-  o 

.180 

4-  o 

.181 

4-  o 

.182 

-h  o 

.i8j 

4-  0 

.184 

-f  o 

.185 

4-  o 

.186 

4-  o 

.187 

-f.  o 

.188 

4-  o 

.189 

4-  o 

.190 

4-  o 

.191 

4-  o 

.192 

4-  o 

.193 

4-  o 

.194 

4-  o. 

195 

4-  o 

.  196 

4-  o 

.197 

4-  o 

.198 

4-  o. 

.199 

4-  o 

,200 

0,104 

o„04 
o„o. 
o«o- 
o«o. 


o„04 

o« 

OnO' 

OhO' 
o«o< 


o«o' 
o«o- 
o»o- 

OnO 
o»o< 


o«o- 
o„o( 

o«o( 


o«o' 

o«o< 

o„o^ 

o«o 

o„oi 


o„o 
o„o- 

OnO 
OnO- 


o„o< 
o„o< 

OmO- 

o„o< 
o«o< 


o„o- 
o«o- 
o„o- 
o„o' 
o„o 


On05 

o„o6 
0^06 
o«o6 

Oy|06 


827 

856 

886 
916 

946 
976 

005 

035 
065 

094 

124 

153 

183 

212 
24» 

271 
301 
330 

359 
389 

418 

447 
477 
506 

535 

564 

593 
622 

652 
681 

710 

739 

768 

797 
826 

854 
883 

912 

941 

970 

999 
027 

056 

085 

113 


0^06  142 

o„o6  171 

o„o6  199 

0,^06  228 

o„o6  256 

0^06  285 


I 


Diff. 


4-  29 
4-  30 
-h  30 
4-  30 

4-  30 


log  ^4"    i  Diff. 


^0'' 


Diff. 


log  ^i** 


Diff. 


4- 

29 

4- 

30 

-h 

30 

4- 

29 

-h 

30 

4-  29 

4-  30 
4-  29 

+  30 
4-  29 


4- 

30 

4- 

29 

4- 

29 

+ 

30 

4- 

29 

4- 

29 

4- 

30 

4- 

29 

4- 

29 

-h 

29 

4- 

29 

-h 

29 

4-  30 

4-  ^9 

4-  29 

4-  29 

4-  »9 

-h  29 

4-  ^9 

-\-  28 

4-  29 

4-  29 

4-  29 

4-  29 

4-  29 

4-  28 

4-  29 

4-  29 

4-  28 

4-  i9 

4-  29 

4-  28 

4-  29 

4-  28 

4-  29 


9ri89  413 

9«89  407 

9„89  401 

91189  396 

9«89  390 

9h89  384 

9«89  378 

9m89  373 

9«89  367 

9«89  361 

9m89  355 

9ri89  350 

9n89  344 

9m89  338 

9«89  332 

9«89  3*7 

9„89  321 

9n89  3' 5 

9„89  310 

9«89  304 

9^89  298 

9^89  292 

9«89  287 

9«89  281 

9m89  i75 

9^89  270 

9«89  264 

9*189  258 

9n89  253 

9«89  247 

9«89  241 

9„89  236 

9«89  230 

9n89  »24 

9«89  219 

9»89  213 

9m89  207 

9„89  202 

9ii89  »96 

9«89  190 

9„89  185 

9»i89  »79 

9«89  "73 

9„89  168 

9„89  162 

9»i89  »56 

9».89  «51 

9*189  145 

9**89  139 

9«89  134 

9m89  128 


6 
6 

5 
6 

6 

6 

5 
6 
6 


—  5 

—  6 

—  6 
_  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

_  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 
_  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 


-h  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

i-   2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

-h  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4-  2.1 

4  577 
4  671 
4  766 
4  860 

4  955 

5  049 
5  143 
5  238 
5  332 
5  426 

5  520 
5  614 
5  709 
5  803 

5  897 


991 
08s 

179 
273 
367 

461 

554 
648 

742 
836 


6  929 

7  023 

7  117 
7  210 

7  304 

7  398 
7  49" 
7  585 
7  678 

7  77" 


865 
958 
051 

145 
238 


33" 
424 
518 

611 

8  704 


8  797 
8  890 

8  983 

9  076 
9  "69 


I 


4-  94 

4-  95 

4-  94 

4-  95 

4-  94 

4-  94 
4-  95 
4-  94 
4-  94 

4-  94 

-f  94 
4-  95 
4-  94 
4-  94 

4-  94 

4-  94 
4-  94 
4-  94 
4-  94 

4-  94 

4-  93 
4-  94 
4-  94 
4-  94 

4-  93 

4-  94 
4-  94 
4-  93 
4-  94 

4-  94 

4-  93 
4-  94 
4-  93 
4-  93 

4-  94 

4-  93 
4-  93 
4-  94 
4-  93 

4-  93 

4-  93 
4-  94 
4-  93 
4-  93 

4-  93 

4-  93 
4-  93 
-h  93 
4-  93 

4-  93 


9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 

9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


27  444 
27  427 
27  4"o 
27  393 
27  376 

27  359 
27  343 
27  326 

27  309 
27  292 

27  275 
27  259 
27  242 
27  225 
27  208 

27  19" 
27  175 
27  158 
27  14" 
27  125 

27  108 
27  091 
27  074 
27  058 
27  041 

27  024 
27  008 
26  991 
26  974 
26  958 

26  941 
26  925 
26  908 
26  891 
26  875 

26  858 
26  842 
26  825 
26  809 

26  792 

26  776 

26  759 
26  743 
26  726 
26  710 

26  693 
26  677 
26  660 
26  644 
26  628 


7 
7 
7 
7 

7 

16 

7 

7 
7 

7 

6 

7 

7 
7 

7 

6 

7 

7 
[6 


7 

7 
16 

7 

7 

[6 

7 
7 
6 

7 

16 

7 
7 
6 

7 

16 

7 
6 

7 
6 

7 
6 

7 
16 

7 

6 

7 
16 

16 


9.26  611 


78 


620 
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6 

log  JEi' 

Diff. 

log  Ea'' 

Diff. 

s/ 

Diff. 

log  E,^ 

Diff. 

-f-    0.200 
4-    0.201 
4-   0.202 

4-  0.203 
4-  0.204 

o,io6  285 
Ono6  313 
On06  342 
o„o6  370 
o„o6  399 

+  28 
-h  29 
+  28 
4-  29 

+  28 

9^89  128 

9n89    »23 

9h89  117 
9„89   111 
9„89   106 

—  5 
6 

6 
5 

—  6 

4-  2.19  262 
4-  2.19  355 
4-  2.19  448 
4-  2.19  540 
-h  2.19  633 

-h  93 
■+-  93 
-h  92 
+  93 

+  93 

9.26  611 
9.26  595 
9.26  578 
9.26  562 
9.26  546 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

"7 

-h  0.205 
-{-  0.206 
-f  0.207 
-f-  0.208 
4-  0.209 

o„o6  427 
On06  455 
o,io6  484 
o„o6  512 
0,^06  540 

-+-  28 
+  29 
4-  28 
-f-  28 

-f  29 

9^89   100 
9„89  094 
9^89  089 

9«89  083 
9^89  078 

6 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-  2.19  726 
4-  2.19  819 
4-  2.19  911 
4-2.20  004 

4-  2.20  097 

-f  93 
+  92 
4-  93 
4-  93 

-+-  92 

9.26  529 
9.26  513 
9.26  496 
9.26  480 
9.26  464 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

17 

-f-  0.210 
4-  0.211 

4-   0.2I2 

-h  0,213 

-f  0.214 

o„o6  569 
o«o6  597 
0^06  625 
o„o6  653 
Oy»o6  681 

-h  28 
+  28 
-+-  28 
+  28 

-h  28 

9,489  072 
9,489  066 
9„89  061 

9n^9  055 
9^89  050 

6 

—  5 
6 

—  5 
6 

+  2.20  189 
4-2.20  282 

4^  2.20  374 
4-  2.20  467 
4-  2.20  559 

-h  93 

4-  92 

-h  93 
4-  92 

+  93 

9.26  447 
9.26  431 
9.26  415 
9.26  399 
9.26  382 

—  16 

—  16 

—  16 

17 

—  16 

-t-  0.215 

-l-  0.216 

4-  0.217 
4-  0.218 
-h  0.219 

o„o6  709 
0^06  738 
o,io6  766 
o«o6  794 
0,^06  822 

+  29 
4-  28 
4-  28 
4-  28 

4-  28 

9«89  044 
9„89  038 

9n89  033 
9^89  027 

9^89  022 

6 

—  5 
6 

5 

—  6 

4-  2.20  652 

4-  2.20  744 
4-  2.20  837 
4-  2.20  929 
4-  2.21  021 

4-  92 
4-  93 
4-  92 
4-  92 

-f  92 

9.26  366 
9,26  350 
9.26  334 
9.26  317 
9.26  301 

—  i6 

—  16 

17 

-  16 

-  16 

-(-  0.220 
4-  0.221 
4-  0.222 

-H  0.223 
-h  0.224 

o,i06  850 
o„o6  878 
0^06  906 
o«o6  934 
0^06  961 

4.  28 
4-  28 
4-  28 

4-  27 

4-  28 

9^89  016 
9^89  011 
9^89  005 
9»88  999 
9^88  994 

—  5 
-6 

6 
5 

-6 

4-    2.21     113 

4-2.21     206 
4-2.21     298 

4-  2.21  390 
4-  2.21  482 

4-  93 
4-  92 
4-  92 
4-  92 

+  92 

9.26  285 
9.26  269 
9.26  252 
9.26  236 
9.26  220 

—  16 

17 

—  16 

—  16 

—  16 

-f.  0.225 
-|-  0.226 

4-  0.227 
4-  0.228 
-h  0.229 

o„o6  989 
On07  017 
o„07  045 
o„07  073 
o,j07   101 

4-  28 
4-  28 
4-  28 
4-  28 

4-  27 

9^88  988 

9n88  983 
9n88  977 
9,»88  972 
9m«8  966 

5 

—  6 

—  5 

—  6 

5 

4-  2.21  574 

4-     2.21    667 

4-  2.21  759 
4-  2.21  851 
4-  2.21  943 

4-  93 
4-  92 
-h  92 
4-  92 

4-  92 

9.26  204 
9.26  188 
9.26  171 
9.26  155 
9.26  139 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

—  16 

4-  0.230 
-h  0.231 
-H  0.232 
-h  0.233 
4-  0.234 

0^07   128 
0^07   156 
0^07   184 
o„07  211 
On07   239 

4-  28 
4-  28 
4-  27 
4.  28 

4.  28 

9«88  961 
9«88  955 
9n88  949 
9n88  944 
9n88  938 

6 
6 

5 

—  6 

—  5 

4-  2.22  035 

4-  2.22  127 
4-  2.22  219 
4-  2.22  310 

4-2.22    402 

4-  92 

4-  92 

4-  91 
4-  92 

4-  92 

9.26  123 
9.26  107 
9.26  091 
9.26  075 
9.26  059 

16 

—  16 
16 

—  16 

16 

-h  0.235 
-h  0.236 
-h  0.237 
-h  0.238 
-h  0.239 

o„07  267 
o»07  294 
0^07  322 
0^07  350 
o«o7  377 

4-  27 
4.  28 
4-  28 
4-  27 
4.  28 

9»88  933 
9n88  927 
9«88  922 
9n88  9"6 
9„88  911 

6 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-    2.22   494 
4-    2.22    586 
+     2.22    678 
4-2.22    769 
4-    2.22    861 

+  92 
4-  92 
+  91 
4-  92 

4-  92 

9.26  043 
9.26  026 
9.26  010 

9- 25  994 
925  978 

—  17 
16 
16 

—  16 

16 

-f-  0.240 

4-  0.241 
-h  0.242 
-+-  0.243 
-f-  0.244 

o„o7  405 
o«07  432 
o,»07  460 
o„07  487 
o„07  514 

-f  27 
4-  28 

+  27 
-h  27 

4-  28 

9»88  905 
9„88  900 
9n88   894 
9,488   889 
9n88  883 

—  5 
6 

—  5 
6 

—  5 

4-    2.22    953 

4-  2.23  044 
4-  2.23  136 

4-    2.23    228 

4-  2.23  319 

-f  91 
4-  92 
4-  92 
4-  91 

4-  92 

9.25  962 
9.25  946 
9.25  930 
9.25  914 
9.25  898 

16 

—  16 

—  16 

—  16 

—  ib 

-h  0.245 
-f*  0.246 
-h  0,247 
4-  0.248 
-h  0.249 

o„o7  542 
o«o7  569 
o„07  596 
o„o7  624 
On07  651 

-f  27 
4-  27 
4-  28 
4-  27 

-h  27 

9»88  878 
9n88  872 
9^88  867 
9„88  861 
9n88   856 

—  6 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-  2.23  411 
4-  2.23  502 
4-  2.23  594 
4-  2.23  685 
4-  2.23  776 

4-  91 
4-  92 
4-  91 
4-  91 

4-  92 

9.25  882 
9.25  866 
9.25  850 
925  834 
9.25  818 

16 

16 

^  16 

—  16 

—  16 

-f.  0.250 

o„07  678 

9n88   850 

4-  2.23  868 

9.25  802 

621 
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6 

4-  0.250 
4-  0.251 
4-  0.252 
4-  0.253 
4-  0.254 

log  F^' 

Diff. 

log  ^4" 

9n88  850 
9«88  845 
9«88  839 
9«88  834 
9^88  828 

Diff. 

I^V 

Diff. 

-f  91 
-h  92 

-4-  91 
4-  91 

log^'- 

Diff. 

-  16 
16 
16 

«5 

o„o7  678 
o»07  706 

On07  733 
o„o7  760 
o„o7  787 

4-  28 

-h   27 
-h  27 
+  27 

—  5 
6 

—  5 

—  6 

4-  2.23  868 
-f  2.23  959 

4-  2.24  051 
4-2.24  142 
4-  2.24  233 

9.25 
9.25 
9.25 

9.25 
9.25 

802 
786 

770 
754 
739 

+  27 

—  5 

-h  91 

16 

-h  0.255 
4-  0.256 
4-  0.257 
4-  0.258 
4-  0.259 

o„07  814 
o„07  841 
o„o7  869 
o„o7  896 
0^07  913 

4-  27 
4-  28 
+  27 
-h  27 

-h  27 

9n88  823 
9„88  817 
9^88  812 
9„88  806 
9„88  801 

6 

—  5 

—  6 

—  5 
6 

4-  2.24  324 
4-  2.24  415 
4-  2.24  507 
4-2.24  598 
4-2.24  689 

-f  91 
-f-  92 
+  91 
-h  91 

4-  91 

9.25 
9.25 
9-25 
9.25 
9-25 

723 
707 
691 
675 

659 

16 

—  16 

—  16 

—  16 

—  16 

4-  0.260 

4-  0.261 
4-  0.262 
4-  0.263 
4-  0.264 

o„o7  950 
o„07  977 
o„o8  004 
o„o8  031 
Of|08  058 

-h  27 
4-  27 
+  27 

-h   27 

-h  27 

«88  795 
9i»88  790 
9w88  784 
9«88  779 
9«88  773 

—  5 
6 

—  5 

—  6 

5 

4-  2.24  780 

4-  2.24  871 

4-2.24  962 

4-  2.25  053 
4-  2.25  144 

-f  91 
-h  91 
+  91 
-+-  91 

+  91 

9.25 
9.25 
9.25 
9.25 
925 

643 
627 

6l2 

596 
580 

—  16 

—  »5 

—  16 

—  16 

—  16 

4-  0.265 

o„o8  085 

4-  26 

4-  27 
4-  27 

+  27 

9„88  768 

6 

—  5 
6 

—  5 

4-  2.25  235 

+  91 
-+-  91 
4-  90 

-+-  91 

9.25 

564 

16 

4-  0.266 
4-  0.267 
4-  0.268 
4-  0.269 

o„o8  III 
0^08  138 
o,j08  165 
o„o8  192 

9„88  762 
9,188  757 
9«88  751 
9h88  746 

4-2.25  326 
4-  2.25  417 
4-  2.25  507 
4-  2.25  598 

9.25 
9.25 
925 
925 

548 

532 

517 
501 

1  VI 

16 
15 

—  ib 

-H  27 

6 

+  91 

—  16 

4-  0.270 
4-  0.271 
4-  0.272 

4-  0.273 
4-  0.274 

o„o8  219 
o,,o8  246 
o„o8  272 
o«o8  299 
o„o8  326 

-+-  27 
4-  26 

+  27 

-H  27 

-h  27 

9„88  740 
9/|88  735 
9n88  730 
9«88  724 
9n88  719 

—  5 

—  S 
6 

—  5 
6 

4-  2.25  689 

4-2.25  780 

4-  2.25  871 
4-  2.25  961 

4-  2.26  052 

4-  91 

-h  91 
4-  90 

-f  91 
+  91 

925 
9.25 

9-25 
925 
9.25 

485 
469 

454 
438 

422 

—  16 

—  15 

—  16 

—  16 
16 

4-  0.275 
4-  0.276 

4-  0.277 

4-  0.278 
4-  0.279 

o„o8  353 
o«o8  379 
o,|08  406  1 
o„o8  432  , 
o»o8  459 

+  26 

-+-  27 
4-  26 

+  27 

+  27 

9«88  713 
9n88  708 
9n88  702 
9n88  697 
9„88  691 

—  5 

—  6 

—  5 
6 

—  5 

4-  2.26  143 
4-  2.26  233 
4-  2.26  324 
4-  2.26  414 
-h  2.26  505 

4-  90 
4-  91 
4-  90 
-h  91 

4-  90 

9.25 
9.25 

9.25 
9.25 
9.25 

406 

391 

375 
359 
343 

—  »5 

—  16 

16 

—  16 

—  15 

4-  0.280 

4-  0.281 
4-  0.282 

o,|08  486 
0^08  512 
o„o8  539 

4-  26 

+  27 
4-  26 

-h  27 

9^88  686 
9,,88  681 
9«88  675 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-  2.26  595 

4-  2.26  686 

4-2.26  776 

-h  91 

4-  90 

-h  91 

4-  90 

9.25 
9-25 
9.25 

328 

312 
296 

16 
16 

—  15 

—  16 

4-  0.283 
4-  0.284 

o„o8  565 
o«o8  592 

9«88  670 
9f»88  664 

4-  2.26  867 

4-  2.26  957 

9.25 
9.25 

281 
265 

4-  26 

—  5 

4-  90 

16 

4-  0.285 
4-  0.286 
4-  0.287 
4-  0.288 
4-  0.289 

o,»o8  618 
o„o8  645 
o„o8  671 
o„o8  697 
o»o8  724 

H-  27 
4-  26 
4-  26 

-+-  27 

4-  26 

9«88  659 
9«88  654 
9„88  648 
9„88  643 
9»88  637 

-  5 
6 

5 
6 

—  5 

4-  2.27  047 
4-  2.27  138 

4-  2.27  228 

4-  2.27  3«8 
4-2.27  408 

4-  91 
4-  90 
4-  90 
4-  90 

+  91 

^.25 
9.25 
9.25 
9.25 
9.25 

249 

234 
218 

203 
187 

—  16 

—  «5 

—  16 

16 

4-  0.290 
4-  0.291 
4-  0.292 
4-  0.293 
4-  0.294 

o„o8  750 
o„o8  776 
o,jo8  803 
o„o8  829 
o„o8  855 

4-  26 

+  27 
4-  26 
4-  26 

+  27 

9«88  632 
9,^88  626 
9,»88  621 
9„88  616 
9m88  610 

6 

—  5 

—  5 

—  6 

—  5 

4-  2.27  499 
4-  2.27  589 
4-  2.27  679 
4-2.27  769 
4-  2.27  859 

4-  90 
4-  90 

4-  90 
4-  90 

4-  90 

9.25 
9.25 

925 
925 
9.25 

171 

156 
140 
125 
109 

—  15 
16 

—  15 

—  16 

16 

4-  0.295 

4>  0.296 
4-  0.297 
4-  0.298 
4-  0.299 

o„o8  882 
o,,o8  908 
o„o8  934 
o„o8  960 
o„oS  986 

+  26 
4-  26 
4-  26 
4-  26 

4-  26 

9„88  605 

9m88  599 
9«88  594 

9,i88  589 
9n88  583 

—  6 

—  5 

—  5 

—  6 

—  5 

4-  2.27  949 
4-  2.28  039 

4-  2.28  129 
4-  2.28  219 

4-2.28  309 

4-  90 
4-  90 
4-  90 
4-  90 

4-  90 

9.25 
9.25 
9.25 
9.25 
9.25 

093 
078 
062 

047 
031 

—  15 
16 

—  15 
.6 

'S 

4-  0.300 

o„09  012 

9n88  578 

4-  2.2«  399 

9.25 

016 

622 
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^ 

0 

log  ¥.[ 

i>iff. 

* 

log  K/   IHfF. 

EiT 

1 

i   iHff. 

log  ^/ 

Diff. 

-f-  0.300 

4-  0.301 
t-  0.302 
-h  0.303 
-f  0.304 

r>„oi)   012 
o,.09  039 
o„09  06s 
o„o9  091 
o„09  117 

-h  27 
-h  26 

4-  26 

-h  26 

9«««  578     . 
9«««  573  1    ; 
9««8  5^7  ,    , 

9h8«  562  ;      i 

9«88  556 

4-  2.28  399 
-1-2.28  489 
-h  2.28  579 

4-2.28  669 

4-  2.28  758 

4-  90 
4-  90 
4-  90 
4-  89 

9.25  016 
9.25  000 
9.24  985 
9.24  969 
9-24  954 

—  16 

4-  26 

—  5 

4-  90 

f  0.30? 

-h  0.306 
f  0.307 
f-  0.308 
-f-  o.3o<^ 

0^09  143 
o„09  169 

o«09  19s 

0„09  221 

o„09  247 

H-  26 
4-  26 

+  26 
-f  26 

+  26 

9„88  S5« 
9„88  546 
9„«8  540 

9«»«  535 
9^88  530 

l 

-+-  2.28  848 

4-  2.28  938 
-f-  2.29  028 
4-  2.29  117 
^-  2.29  207 

4-  90 
4-  90 
4-  89 
4-  90 

4-  90 

9-M  93« 
9.24  923 
9.24  907 
9.24  892 
9-24  877 

1 5 
lo 

f  0.310 
f  0.311 
4-  0.312 

-h  0.313 
-H  0.314 

o„09  273 
o«09  298 
o„09  324 
o„09  3  so 
Ort09  376 

-+-  2S 

+  26 
-h  26 

-f  26 
-h  26 

9„88  524 
9„88  S19 
9„88  513 
9„88  508 
9^88  S03 

4-  2.29  297 
*^  2.29  386 
4-  2.29  476 
4-  2.29  565 

4-  a.»9  655 

4-  89 

4-  90 
4-  89 

4-  90 

4-  89 

9.24  861 
9-24  846 
9.24  830 
9.24  815 
9.24  799 

-h  0.31s 
f  0.316 

*-  0.317 
f  0.318 
-f  0.319 

o„09  402 
o„o9  428 
o„o9  4S3 
o„09  479 
On09  SOS 

-h  26 

+  2S 

+  26 
+  26 

+  26 

9«88  497 
9„88  492 

9„88  487 

9„88  481 

9„88  476 

4-  2.29  744 
4-  1.29  834 
4-  2.29  923 
4-  i.30  013 
4-  2.30  102 

4-  90 
4-  89 
4-  90 
4-  89 

4-  89 

9.24  784 
9.24  769 

9-24  753 
9.24  738  1 
9.24  723 

-  - 

-|-  0.320 

4-  0. 321 
-h  0.322 

-h  0.323 
-h  0.324 

o„09  S3» 
0^09  ss^ 
o„09  sHa 
o„09  608 
o«09  633 

+  2S 

-h  26 
+  26 

+  2S 
+  26 

9„88  471 
9„88  465 
9„88  460 

9,,88  455 
9^88  449 

4-  2.30  191 
4-  2.30  281 
4-  2.30  370 
4-  2.30  459 
4-  2.30  548 

4-  90 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  90 

9.24  707 
9.24  692 
9.24  677 
9.24  661 
9.24  646 

^  ^ 

f  0.32s 
-h  0.326 

-h  0.327 
f  0.328 
4-  0.329 

o„09  6s9 
o„09  684 
o„09  710 
o«09  735 
o„09  761 

4-  2S 

-h  26 

-h  2S 
-f-  26 

+    25 

9„88  444 
9^88  439 

9««8  433 
9„88  428 

9„88  423 

—  5 

-|-  2.30  638 
4-  2.30  727 
4-  2.30  816 
4-  2.30  905 
4-  2.30  994 

4-  89 

4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

9  24  631 
9.24  615 
9.24  600 

9.24  585 
9.24  569 

—  1 5 

-j-  0.330 
-h  0.331 
-h  0.332 
*-  0.333 
-h  0.334 

o„09  786 
o,i09  812 
o„09  837 
o„09  863 
0,^09  888 

+  26 

4-  25 
4-  26 
4-  2s 

4-  26 

9„88  417 
9„88  412 
9„88  407 
9„88  402 
9„88  396 

—  5 

4-  2.31  083 

-h  2.31  IT2 

4-  2.31  261 
4-  2.31  350 
4-  2.31  439 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

9.24  554 

9.^4  539 
9.24  524 

9.24  508 

9  24  493 

—  16 

-f  0.33s 

o„09  914 

4-  2S 
-h  2S 

4-  26 

4-  25 

9n8«  391 

4-  2.31  528 

+  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

9.24  478 

-f  0.336 
•f  0.337 
-f  0.338 
■f  0.339 

o„09  939 
o,,09  964 
o„09  990 
Op,io  ois 

9„88  386 
9„88  380 

9h88  375 
9^88  370 

,  —   p 

4-  2.31  617 
4-  2.31  706 
4-  2.31  795 
4-  2.31  884 

9.24  463 
9.24  447 
9.24  43* 
9.24  417 

—  16 

4-  25 

4-  88 

H-  0.340 

-f  0.341 
•|-  0.34a 

f  0.34J 
+  0.344 

o„io  040 
o„io  06s 
o,iio  091 
o,,io  116 
o„io  141 

4-  25 

4-  26 
4-  25 
4-  25 

4-  25 

9„88  364 

9r,88  359 
9n88  354 
9m88  349 
9r.88  343 

—  5 

4-  2.31  97a 
4-  2.32  061 
4-  2.32  150 
4-  2.32  239 
4-  2.32  327 

4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 

4-  89 

9.24  40a 
924  387 
9*4  372 
9*4  356 
9.24  341 

—  16 

+■  0.34s 
-+-  0.346 

-f  0.347 
-h  0.348 
-f-  0.349 

0,^10  166 
o^io  191 

0„I0  217 

o^io  242 
o„io  267 

4-  2s 
4-  26 
4-  25 

4-  25 

-h  25 

9„88  338 

9„88  333 
9n88  327 
9^88  322 

9n88  3»7 

—  5 

4-  2.32  416 
4-  2.32  505 
4-  2.32  593 
4-  2.32  682 
4-  2.32  770 

4-  89 

4-  88 

4-  89 

4-  88 

4-  89 

9.24  3*^ 

9*4  3" 
9.24  296 

9.24  161 

9.a4  a66 

1  —  1 5 

'  --  1? 

—  IS 

—  16 

+  0.3S0 

0,1 10  292 

9n88  31a 

4-  ».32  859 

9.24  250 

623 
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6 

4-  0.350 
4-  0.351 
4-  0.352 

4-  0.353 
4-  0.354 

log  E2'' 

o„io  292 
o„io  317 
o„io  342 
o«io  367 
o„io  392 

Diff. 

4-  25 
4-  25 
4-  25 
4-  »5 

■ 

log  iV 

9„88  312 
9«88  306 
9«88  301 
9n88   296 
9i.88   291 

Diff. 
6 

4-  2.32  859 

4-  2.32  947 
4-  2.33  036 
4-  2.33  124 
4-  2.33  213 

Diff. 

4-  88 

4-  89 

4-  88 

4-  89 

log  ^Z 

Diff. 

9.24  250 

9-24  235 
9.24  220 
9.24  205 
9.24  190 

4-  *5 

4-  88 

4-  0.355 
4-  0.356 

4-  0.357 
4-  0.358 
4-  0.359 

o„io  417 
o„io  442 
o„io  467 
o„io  492 
o„io  517 

+  25 
4-  25 

4-  25 
4-  25 

4-  25 

9«88  285 
9„88  280 
9h88   275 
9„88   270 
9«88   264 

4-  2.33  301 
4-  2.33  389 
4-  2.33  478 
4-  2.33  566 
4-  2.33  654 

4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  88 

4-  89 

9-24  175 
9.24  160 

9.24  145. 
9.24  130 

9.24  115 

H-  0.360 
4-  0.361 
4-  0.362 
4-  0.363 
4-  0. 364 

Ortio  542 
o„io  566 
o«io  591 
o,»io  616 
o„io  641 

4-  24 
4-  25 
4-  25 
4-  25 

4-  25 

9m88  259 
9i,88   254 
9,.88   249 
9„88   243 
9m88   238 

4-  2.33  743 
4-  2.33  831 
4-  2.33  919 
4-  2.34  007 
4-  2.34  095 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
-f  88 

4-  89 

9.24  100 
9.24  085 
9.24  070 
9.24  055 
9.24  040 

4-  0.365 

o„io  666 

4-  24 
-h  25 
4-  25 
4-  25 

9,i88   233 

4-  2.34  184 

4-  88 
4-  88 
-t-  88 
4-  88 

9.24  025 

4-  0.366 
4-  0.367 
-h  0.368 
4-  0.369 

o,|io  690 
o„io  715 
o„io  740 
o„io   765 

9„88   228 
9^88  222 
9„88   217 
9m88  212 

_^_   c 

4-  2.34  272 
4-  2.34  360 
4-  2.34  448 
4-  2.34  536 

9.24  010 
9.23  995 
9.23  980 
9.23  965 

4-  14 

—  5 

4-  88 

4-  0.370 
4-  0.371 
4-  0.372 
4-  0.373 
4-  0.374 

o„io  789 
o,|io  814 
o„io  839 
o„io  863 
o,|io  888 

4-  25 
4-  25 
4-  24 
-h  25 

4-  24 

9„88  207 
9„88   201 
9„88   196 
9«88   191 
9m88   186 

4-  2.34  624 
4-  2.34  712 

4-2.34  800 

4-  2.34  888 
4-  2.34  975 

4-  88 
4-  88 
-i-  88 
4-  87 

4-  88 

9.23  950 

9.23  935 
9.23   920 

9.23  905 

9.23  890 

—  15 

4-  0.375 
4-  0.376 
4-  0.377 
4-  0.378 

4-  0.379 

o„io  912 
o„io  937 
o„io  961 
o„io  986 
o„ii   010 

4-  25 
4-  24 

4-  25 
4-  24 

4-  25 

9„88   181 

9h88   175 
9„88    170 
9«88   165 
9„88    160 

4-  2.35  063 
4-  2.35  151 
4-  2.35  239 
4-  2.35  327 
4-  2.35  414 

4-  88 
4-  88 
-f  88 
+  87 

4-  88 

9.23  875 
9.23   860 

9.23  845 
9.23   831 
9.23   816 

4-  0.380 
4-  0.381 
4-  0.382 
4-  0.383 
4-  0.384 

o„ii   035 
o„ii   059 
o,(ii  084 
o„ii    108 
o„ii   133 

4-  24 
4-  25 
4-  24 
4-  25 

4-  24 

9«88   155 
9„88   149 
9«88   144 
9/,88   139 
9i.88   134 

—  5 

4-  2.35  502 
4-  2.35  590 
4-  2.35  677 
4-  2.35  765 
4-  2.35  853 

4-  88 

4-  87 
4-  88 
4-  88 

4-  87 

9.23  801 
9.23   786 
9.23  771 
9.23  756 
923   74i 

—  15 

4-  0.385 
4-  0.386 
4-  0.387 
-h  0.388 
4-  0.389 

o„ii   157 
0|,ii   181 
0,1 1 1   206 
o„ii   230 
o„ii   254 

4-  24 
4-  25 
-h  24 
-h  24 

4-  25 

9w88   129 
9,.88   123 
9,188   118 
9n88   113 
9,i88   108 

4-  2.35  940 
4-2.36  028 
4-  2.36  115 
4-  2.36  203 
4-2.36  290 

4-  88 

4-  87 

4-  88 

4-  87 

4-  88 

9.23   727 
923   712 
9.23  697 
9.23  682 
9.23  667 

4-  0.390 
-h  0.391 
-h  0.392 

Onll    279 

o„n   303 
o„ii    327 

4-  24 
4-  24 
4-  25 
4-  24 

9„88   103 
9»i88  097 
9„88  092 

—   5 

4-  2.36  378 
4-  2.36  465 
4-  2.36  553 

-h  87 
4-  88 

4-  87 
4-  87 

9.23  652 
9.23  638 
9.23  623 

4-  0.393 
4-  0.394 

o„ii    352 
o„ii   376 

9,|88  087 
9yi88  082 

4-2.36  640 
4-  2.36  727 

9.23  608 
9.23  593 

4-  24 

—  5 

4-  88 

4-  0.395 
4-  0.396 
4-  0.397 
4-  0.398 
4-  0.399 

o„ii  400 
o„ii  424 

OmII    448 

o„ii  472 
o„ii  497 

4-  24 
4-  24 
4-  24 
4-  25 

4-  24 

9„88  077 
9«88  072 
9,188  066 
9„88  061 
9,188  056 

—   5 

4-  2.36  815 
4-  2.36  902 
4-2.36  989 

4-  2.37  077 
4-  2.37  164 

4-  87 
4-  87 

4-  88 

4-  87 
4-  87 

9.23  5*^9 
9.23  564 
9  23    549 
9.23   534 
9.23   520 

—   15 

4-  0.400 

o„ii   521 

9ri88  051 

4-  2.37  251 

9.23   505 

624 
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logQ 


0.240 
0.239 
0.238 

0.237 
0.236 

0.23s 
0.234 

0*33 
0.232 

0.231 


9 
9 
9 
'9 
9 

9 

,9 

9 

9 

;9 


0.230  9 
0.229! 9 
9 


0.228 
0.227 
0.226 

0.22s 
0.224 
0.223 
0.222 
0.221 


—  0.220  9 

—  0.219  9 

—  0.218  9 

—  0.2171  9 

—  0.216  ,9 

—  0.21S 

—  o.-2i4|,9 

—  0.213-9 

—  0.212I.9 

0.21I 


0.210 
0.209 


0.208'  9 

0.207    9 

0.206' 9 

—  0.205  9 

—  0.20419 

—  0.2031  9 

0.202|'9 

0.201 


i9 


—  o . 200 

—  o.  199''9 
— o. 198  9 

—  0.19-9 

—  0.196  9 

— o.i9>   9 

—  0.194  9 

—  0.193  9 
— o. 192  9 

—  0.191,  9 

—  O.  |C,o   q 

—  o. 189  9 

—  0.188    9 

—  0.18-,  9 

—  O. l8b   9 


o.i8^ 
o.  184 
o.  183 
0.182 
0.181 


— o,i8o  9 


Diff. 


93 
93 
93 
93 
93 

93 
93 
93 
94 
94 


1369 

2471 

3574 
4678 

5783 
6888 

7993 
9100 

0207 
1315 


94 
94 


2424 

3533 
94  4643 
94  5754 
94  6865 


94 
94 
95 
95 
95 

95 
95 
95 
95 
95 

95 
96 

96 

96 

96 

96 
96 
96 
96 
96 

97 
97 
97 
97 
97 

97 

9" 

9' 

9" 
98 

98 
98 
98 
98 

98 

98 
98 
98 

99 
99 

99 
99 
99 
99 
99 


-h 

4- 
4- 


logQ 


7977 
9090 
0204 
1318 
*433 

3549 
4666 

5783 
6901 

8019 

9'39 

0259 

1379 
2501 

3623 

4746 
5870 
6994 
8120 
9245 

0372 

1499 
2627 

3756 
4886 

6016 

7147 

8279 
9412 

0545 

16-9' 
28141 

3949 
508; 

6222 

7360 
8498 
9638 
o''-8 
1918 

3060' 
4202 

5345' 
648q 

-633 


-h 

4- 
-+- 
+ 
4- 

-f- 

-h 

-h 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 


4- 

4- 
4- 

4- 
4- 

4- 

+ 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 


99  8—9 


4- 


Diff. 


log  Q   I  Diff. 


—  0 

.180' 

'q. 

1102 

^ 

H03 

—  0 

—  0 

I79;9. 
.178  9. 

1 104 

—  0 

.17719. 

1105 

—  0 

.176 

9. 

iios 

' 

iios 

—  0 

.«75 

9. 

1107 

—  0 

.174  9. 

/ 

1107 

0 

.173  9. 

f 

1108 

—  0 

172,9. 

—  0 

.171  9. 

1109 

—  0 

.170  9. 

1109 
1110 

IUI 
IUI 

—  0 

—  0 

—  0 

.169  9. 
.168  9. 

.167  9. 

—  0 

.166.9. 

III2 

1 

1113 

V  ¥  tt  il 

—  0 

.165  9. 

—  0 

.164  9. 

III4 

9    W    9     M 

—  0 

.163 

9. 

1114 

—  0 

.162 

9- 

ins 

—  0 

.161 

9. 

11x6 

IU7 
1117 
1118 

—  0 

—  0 

.160 
.159' 

9- 
9. 

—  0 

.158 

9. 

A  K  «  V 

III8 

—  0 

.157 

9- 

—  0 

.156 

9. 

II 20 

1120 

—  0 

.155 

9. 

1X20 

—  0. 

.154 

9. 

II22 

—  0. 

.153 

1 

9. 

II22 

—  0. 

.152 

9. 

—  0 

«5" 

9- 

1123 

1124 

—  0, 

.150 

9. 

—  0 

.1499- 

II 24 

II26 

—  0. 

.148119. 

m   9    *^  m 

—  0. 

»4-, 9. 

II2S 

—  0. 

146  9. 

1127 

II 

II27 

—  0. 

«4519. 

II28 

—  0. 

"44:  9- 

—  0. 

143' 9. 

1129 
1130 

—  0. 

'421,9. 

^ 

—  0, 

.141:9. 

II30 

'1 

1131 
II32 

"33 

—  0. 

140,9. 

—  0, 

—  0. 

—  0. 

,139  9- 
138  9. 
13"!. 9. 

«'33 

—  0. 

1361,9. 

1134 

1: 

««35 

"35 
1136 

113^ 

—  0, 

—  0. 

—  0. 

1359. 
»34,9. 
1339. 

—  0. 

132.9. 

—  0. 

131,9. 

1138 

1138 
1140 

—  0. 

130Ü9. 

—  0. 

—  0. 

129  9. 
128  9. 

1140 

—  0. 

12"  9. 

1140 

—  0. 

126  9. 

1142 

1 

1142 

—  0. 

125  9. 

»^ 

—  0. 

124  9. 

"43 

—  0. 

123  9. 

1 144 

—  0. 

122  9. 

"44 

—  0. 

1  ' 
121  9. 

1146 

°- 

120 

9. 

199  8779 

199  9925 

200  1072 
200  2219 

200  3367 

200  4516 
200  5666 
200  6817 
200  7968 
200  9120 


0273 
1427 
2582 
3737 
4893 

6050 

7207 

8365 

9525 
202  0684 

202  184s 
202  3007 
202  4169 
202  S332 
202  6496 


201 
201 
201 
201 
201 

201 
201 
201 
201 


202 
202 
202 
203 
203 


7660 
8826 

999» 
"59 
2327 


203  3495 
203  4665 

203  5835 
203  7006 
203  8177 

203  9350 

204  0523 
204  1697 
204  28^2 
204  4048 

204  5225 
204  6402 
204  7S8o 
204  8759 
204  9939 


205 
205 
205 
205 
205 

205 
205 

20s 


1119 

2301 

3483 
4666 

5850 

-034 
8220 
9406 


206  0593 
206  1-81 

206  2970 
206  4160 
2c6  S350 
206  6541 
206  •"T33 

2o6  8926 


4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

+ 
4- 
4- 
4- 

-h 

4- 

4- 
4- 
4- 

-h 


46 

47 

47 

48 

49 

o 

1 

I 

2 

3 

4 

5 

5 
6 


8 
60 

59 
61 

62 

62 

63 
64 

64 
66 
66 

67 
68 

68 

70 
70 

71 
71 

73 

73 
74 
75 
76 

77 

77 
78 

79 

80 

80 
82 

82 

83 
84 

84 
86 
86 

8- 
88 

89 
90 
90 

91 
92 

93 


—  0.120  9 
— o. 119  9 

—  0.118  9 

—  0.117  9 
— o. 116  9 


o.iis 
o.  114 
0.113 
0.112 
0.111 

o.  HO 
0.109 
0.108 
0.107 
o.  106 

0.105 
o.  104 
0.103 
0.102 

O.  lOI 
O.IOO 

0.099 
0.098 
0.097 
0.096 

0.09s 
0.094 

0.093 

0.092 
0.091 

0.090 
0.089 
0.088 
0.087 
0.086 

0.085 
0.084 
0.083 
0.082 
0.081 

0.080 
0.079 
0.078 
0.077 

0.076 


9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 

9 
9 
9 

9 
9 

I 

9 

19 

19 
'9 

'9 

'9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 

9 
9 
9 
9 


0.075  9 
0.074  9 
0.073  9 

0.0''2    9 

0.071   9 

■  o.o"*o  9 
0.069  9 
0.068  9 
0.06-'  9 
0.066  9 

0.065  9 
o . 064  9 
0.063  9 
0.062  9 
0.061  9 

0.060  9 


206  8926 

207  0120 

207  1314 
207  2510 
207  3706 

207  4903 
207  6101 
207  7300 
207  8499 

207  9700 

208  0901 
208  2103 
208  3306 
208  45 10 
208  5714 

208  6920 
208  8126 

208  9333 

209  0541 
209  1750 

209  2960 
209  4170 
209  5382 
209  6594 

209  7807 

209  9021 

210  0236 
210  1452 
210  2669 

2IO  3886' 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 


o  S104I 

o  6324I 

o  7544' 
o  8765' 
o  9986 


1209 

2433 
3657 
4883 

6109 

I 

7336I 
8564! 

9''93! 
1022, 

2253 

3485 
4-'i7 
5950 
7185 
8420 


9656 

0893 
2130 

3  3369 

4609  j 

5849! 

7090 1 

83331 
95-6 

0820 


206  c 


4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
-h 
4- 
4- 

4- 

4- 
-+- 
4- 
4- 
4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

+ 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 
4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


194 
194 
196 
196 

197 

198 
199 
199 
201 

201 

202 
203 
204 
204 

2o6 

206 

207 
208 
209 

210 

210 

212 

212 

213 
214 

215 
216 

217 
217 

218 

220 
220 
221 
221 

223 

224 
224 
226 
226 

227 

228 
229 
229 

231 

232 

232 

233 
235 
235 
236 

237 
237 

239 

240 

240 

241 
243 

243 
244 

245 


0.060  9 
0.059  9 
0.058  9 
0.057  9 
0.056  9 


0.055 
0.054 
0.053 
0.052 
0.051" 


—  0.050;  9 

—  0.049  I9 

—  o.048"9 

—  0.047.9 
— 0.046Ü9 

—  0.04s  9 

—  0.044  9 

—  o.o43,;9 

—  0.042  9 

—  0.041,19 


0.040, 

0.039 

0.038 

0.037 

0.036 

0.035 
0.034 
0.033 
0.032 
0.031 


0.030  9 
0.029  9 
0.028  9 
0.027  9 
0.026  9 

0.025  9 
0.024  9 
0.023  9 
0.022  9 
0.021  9 

0.020  9 
0.019  9 
0.018  9 
0.017  9 
0.016  9 

0.015  9 
0.014  9 
0.013  9 
0.012  9 
0.011  9 

0.010  9 
0.009  9 
0.008  9 
o.oo"  9 
0.006  9 


0.005 
0.004 
0.003 
0.002 
o.ooi 


0.000  9 


logQ 


214  2065 

214  33" 

214  4558 

214  5806 
214  7054 

214  8304 

214  9554 

215  0806 
215  2058 

215  33"! 

215  4566, 
215  5821 

215  7077 

215  8334 

215  9592 

216  0850 

216  2IIO 
216  3371 
216  4633 
216  5895 

216  7159 
216  8423 

216  9689 

217  09^; 
217  2222 

217  3490 

217  4«6o 

217  603c 
217  7301 
21-»  85-5 

217  984b 

218  112= 
218  23q^ 

218  36-1 

18  494- 

18  622; 
18  -5c* 

18  8-»i 

19  oot^ 

19  154^ 


Diff. 


4- 


4- 
4- 

t 

4- 


i4f. 

24- 

24« 

2x  r 

2^r 
2  C; 

2>; 

25 - 

2n^ 


Z'    I 


262^ 
301: 


«9 

19 

19  51Q- 

19  b^M: 

19  — t  , 

20  o;*^ 
20  i«;x 
20  2«4r; 

20  >Nr.. 

20  ♦*  •  n 

20  Ir-^- 

20  <«^<,i 

21  c*-  •• 

2t  !«•* 
2t  }2t. 

2t  4C«t 


—  I 


1  ^  • 

*  2  * 


21 
21 


•  • 


21  M^l- 


625 


Tafel  XVn. 


^4 


logQ 


o 

-r  o 

+  o- 
-r-o 

-ho, 
-f-o. 

-HO. 

-ro. 

-ho. 

-r-  o« 
-ho. 
-ho. 

ho. 
■t-  o. 
-r  o. 
-1-  o. 

r  o. 

r-  o 

1-  o 

;    o 

1-  o 

o 


ooo  ,9 

ooi;i9 

•oo2|;9 

.003  9 

.004  I9 

.005  '9 

.006'  9 

00 "  9 

008  9 

009 1  9 

010  9 
et  I   9 

012  9 

013  9 

014  9 


-ho, 
t-  o 
f  o 

+  0 

T-  O, 

-r-  o 
-t-  o 
-ho 
-h  o 
-4-  o 

t    o 

T-  O 
i-  O 
T      O 

*-  o 

-r  o 

r  o. 

*     o . 

—  o  . 

-f-  o . 

r-  o. 

—  o . 
t    o. 

-r-  o- 
<-    o. 

T-  o. 
'h-  o. 

H-     O 

—  o 

r-  o 

-r-  o 
-  *—  o 

t-  o 
-»    o 

-h-  O  ' 


.015 

.016 

.017 
.018 

.019 

,020 
.021 
,022 
.023 
.024 

.02^ 
.026 
.027 
.028 
.029 

.030 
.031 

.032 

.033 

.034 
.035 

.036 
.03T 

.03K 
.039 

.  040 
.041 
,042 

043 

044 

04  s 
046 

047 

04» 
049 


9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


050,9 
o5>t!9 
9 
9 
9 

9 

9 

05^  '9 


05* 

054 

o<»5 
056. 


05Ä 
059 


9 
9 

i9 


Diff. 


221  8487 

221  9791 

222  1095 

222  2401 
222  3707 

222  5015 
222  6323 
222  7632 

222  8943 

223  0254 


223 
2*3 


1567 

2880 


223  419s 
223  SSM 
223  6827 


223 

»23 


814s 
9463 


224  0783 

224  2104 
224  3426 

224  4748 

224  6072 

224  7397 

224  8723 

225  0050 


225 
225 
22s 
225 


1378 

2707 

4037 
5369 


225 
225 


2:25  6701 

8034 
9368 
226  0704 
226  2040 
226  3378 

226  4716 
226  6056 
226  7397 

226  8739 

227  0081 


227 
227 
227 
227 


1425 
2770 
4117 
^464 


227  6812 

227  8161 

227  95 «2 

228  0863 
228  2216 
228  3570 

228  4924 
228  6280 
228  7637 

228  899^ 

229  o3?s 

229  171^ 
229  3076 
229  4439 
229  5803 
229  7167 

229  8533 


logQ 


Diff. 


-h 
-f 
-+- 
-+- 

-h 

+ 

+ 

-f- 
-h 
4- 

-I- 

4- 

-h 
H- 
-h 

-h 

-h 
-+- 

-+- 
-h 

+ 

+ 

4- 

-h 
-f- 
-f 

-h 

-f- 
-f 
-f- 
-h 

-h 
-h 

+ 

-h 
+ 

4- 

H- 

-f 
-f 
-f- 
-H 

-h 

-h 
+ 

H- 


4- 0 

.060 

19. 

J304 

-ho 

,061 

'q. 

1304 

1306 
1306 

-ho 

.062 

!9. 

+  0 

.063  9. 

-f  0 

.064 

9- 

1308 

1308 

-ho 
-ho. 

.06^ 

.066 

.9. 

19. 

1309 

V  4  T  ff 

-ho 

.067 '9. 

I  31  I 

4- 0 

.068  9. 

1  31  1 

4-0 

•069 1,9. 

1313 

I313 
I3I5 

iti6 

-f  0 

.070  9. 

4-0 

.071  9. 

-ho. 

.072  9. 

I  ti6 

-ho. 

073  9- 

4-0 

■074  9- 

1318 

'1 

1318 
1320 

Y  1  'S  T 

H-o, 

075  9. 

4-0 
4-0. 

.076  9. 
077  9- 

4-0 

.078,9. 

-ho 

.079  9- 

1322 

4-0 

,080 

9- 

1324 

4-0 

.081 

9. 

"325 
1126 

-ho 

.082 

9. 

4-0 

.083 

9. 

1327 
1328 

4-0 

.084 

9- 

4-0 

.085 

9. 

1329 

4-0 

.086 

9. 

1330 
X332 

"33» 

4-0 
4-0 
4-0 

.087 
.088 
.089 

9. 
9- 
9. 

1333 

1334 
1336 
1336 
1338 

4-0 

.090  9. 

ho 

.091  '9. 

4-0 

.092  9. 

4-0 

093  9. 

4-0. 

.094,9. 

1338 

1 

4-0. 

.095  9. 

»340 
134» 
1342 
1342 

4-0. 
4-0. 

096;,  9. 
097,9. 

4-0. 

098  I9. 

4-0. 

099,9. 

1344 

1 

4-0. 

100  9. 

"345 

4-0. 

loi  '9. 

1347 

4-0. 

102-19. 

'347 
1348 

-ho. 

103  9. 

4-0. 

104.9. 

M49 

1 

1  1  r  ■ 

4-0. 

105 

9. 

»35" 

1 9  r  • 

4-0. 

106  '9. 

»35* 

V  4  ^  4 

-ho. 

107,9. 

"353 

-ho. 

108*9. 

"354 

4-0. 

109  9. 

"3W 

1 

iic6 

4-0. 

110  9. 

»  35° 

4-0. 

11 1  9. 

"357 
itc8 

4-0. 

112  9. 

1360 

-ho. 

""3,9. 

-ho. 

114 

9. 

1360 

1 
1 

1161 

4-0. 

.HS 

9. 

1363 
1364 
1364 

4-0 

.116  9. 

4-0 

.117  9. 

4-0 

»118  9. 

-ho, 

.119  9. 

1366 

4-0, 

,120 

9. 

229 
229 
230 
230 


8533 

9900 

1268 
2637 


230  4008 

230  5379 
230  6752 
230  8125 

230  9500 

231  0876 


23" 

23" 

231 

23« 

23" 


22S3 

363" 

501 1 
639" 

7773 


231  9156 

232  0540 
232  1925 
232  3311 
232  4698 

232  6087 
232  7477 

232  8868 

233  0260 

233  "653 
233  3047 
233  4443 


233 
233 


5839 

7237 


233  8636 

234  0036 
234  «438 
234  2840 

234  4244 
234  5649 

234  7055 
234  8462 

234  9871 

235  1280 
235  »691 

235  4103 
235  55"7 
23s  6931 

235  8347 

235  9764 

236  1182 
236  2601 
236  4022 
236  5443 
236  6866 

236  8290 

236  9716 

237  ""43 
237  25'»o 

237  3999 

237  5430 
237  6861 
237  8294 
237  9728! 
1163 


238 
«38 


2600 


4- 
4- 
4- 
4- 

-h 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

-h 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
-h 
4- 

4- 

4- 
4- 
-h 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

-h 

4- 
4- 
4- 
4- 

-h 

-h 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 

4- 

h 

4- 

4- 

4- 

4- 

h 

h 


67 
68 
69 

7" 

7" 

73 
73 
75 
76 

77 

78 
80 
80 
82 

83 

84 

85 
86 

87 

89 

90 

9" 
92 

93 

94 
96 
96 
98 
99 
400 

402 
402 

404 
405 
406 

407 

409 
409 

411 

412 

414 
414 
416 

4"7 
418 

4"9 
421 

421 
423 

424 
426 

427 
427 
429 

43" 

43" 
433 

434 
435 

437 


logQ 


Diff. 


4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

-h  o 
4-  o 
4-0 

4-0 
4-0 

-f  o 
4-0 
4-0 
-h  o 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

"h  o 
-h  o 

4-0 
4-0 
4-0 

H-o 

4-0 
4-0 

4-0 
-ho 

-ho 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

4-0 
4-0 

4-0 
4-0 

-h  o 
4-0 
4-0 
-ho 
-ho 

-ho 

4-0 

f  o 
-ho 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

-ho 
4-0 
-ho 

4-0 

-ho 

4-0 


.120 

'9. 

.12I|9. 

."«^,9. 

.123  9. 

."24,9. 

.125  9. 

.12619. 

.127  9. 

.128, 9. 

.129  9. 

•130  9. 

.131  9. 

"32  9. 

•"33,9. 

."34  9- 

."35  9- 

.136  9. 

."37 '9. 

."38|!9. 

."39'9. 

.140 

9. 

."4"j,9. 

."42'9. 

.143I9. 

."44 

;9. 

."4^19. 

.146;9. 

."47|9. 

."48j9 

.«49;9. 

.150 

9. 

"5" 

19. 

.152 

9. 

."53 

9. 

."54 

9. 

."55  9. 

.156  9. 

.«57,9. 

.158  9 

."59  9. 

. 160  9. 

. 161  '9. 

.162  9. 

.i63:'9. 

.164  9. 

.165  9. 

.166  9. 

.167,9. 

.168:9. 

.169  9. 

.170  9. 

.171  9- 

.1729. 

."73.9. 

."N  9. 

."75  9. 

.176  9. 

."77  9. 

.«78  9. 

."79  9. 

.180 

9- 

238  2600 
238  4038 
238  5477 
238  6917 
238  8358 

238  9801 

239  "245 
239  2690 

239  4"37 
239  5585 

239  7034 
239  8484 

239  9936 

240  1389 
240  2843 

240  4298 
240  5755 

240  7213 

240  8672 

241  0133 


241 
241 
241 
241 
241 


"595 
3058 
4522 
5988 

7455 


241  8923 

242  0393 
242  1864 

»42  3336 
242  4810 

242  6285 
242  7761 

242  9239 

243  0718 
243  2198 

243  3679 
243  5162 

243  6647 

243  8132 

243  96»9 

244  1107 

244  2597 
244  4088 
244  5580 
244  7074 


244 

245 

245 
245 

245 


8569 

0065 

1563 

30621 

4563 


245  6064 
245  7568 

245  9072 

246  0578 
246  2086 

246  3594 
246  5104 
246  6616 
246  8129 

246  9643 

247  i"59 


4-1 

1438 

4-' 

'439 

4-1 

1440 

4-1 

144" 

4-1 

t443 

4-1 

'444 

4-1 

1445 

4-1 

1447 

4-1 

[448 

4-1 

1449 

4-1 

1450 

4-1 

1452 

4-1 

1453 

4-1 

1454 

4-1 

1455 

4-1 

1457 

4-1 

1458 

4-1 

'459 

4-1 

[461 

4-1 

1462 

4-1 

1463 

4-1 

[464 

4-1 

1466 

4-1 

'467 

4-1 

1468 

4-1 

1470 

4-1 

147" 

4-1 

1472 

4-1 

1474 

4-1 

'475 

4-1 

1476 

4-1 

1478 

4-' 

'479 

4-' 

[480 

4-1 

1481 

4-' 

[483 

4-' 

.485 

4- 

1485 

4-1 

1487 

4-1 

1488 

4-1 

1490 

4-1 

'49" 

4-1 

[492 

4-1 

'494 

4-1 

1495 

-h  1 

1496 

4-1 

1498 

4-1 

1499 

4-1 

1501 

4-1 

1501 

4-1 

1504 

4-1 

1504 

4-1 

1506 

4-1 

1508 

4-1 

[508 

4-1 

1510 

4-1 

1512 

4-1 

'5"3 

4- 

'5"4 

4-1 

I5«6 

log  Q 


Diff. 


4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

-ho 
-ho 
4-0 

4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
-ho 

4-0 
4-0 
4-0 

4-0 

-h  o 

4-0 

4-0 

4-0 

4-0 
4-0 

4-0 
4-0 

■■4n  ■  Q 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

-h  o 
-ho 

4-0 
4-0 
4-0 

-h  o 

4-0 
4-0 

-h  o 
f  o 

4-0 
4-0 
4-0 

-ho 

4-0 
4-0 


80  9 

81  9 

82  9 

83  9 

84|j9 

85  19 
86,9 

87S 

88  9 

89  9 


90 

9" 
92 
93,9 
94  9 


9 
9 

19 


9Si9 
96,9 

97  9 

98  9 
99i:9 


200' 

201 

202 

203 

204 

205 
206 
207 
208 
209 


9 
9 
9 

^9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


210 
211 
212 

»"319 
214  9 


215  9 

216  9 

217' 9 
2181  9 

2199 

220  '9 

,1 

221;  9 
222    9 

»»3,9 
224I9 

22519 
226j9 

227,9 

228!,9 
»»9  9 

230  9 

231:9 

II 
232  9 

»33  9 

»34;:9 

»35  9 
236.9 

»379 
»38.9 
»39  9 

»40.9 


»47   ""59 
247  2676 

»47  4"94 

»47  5714 
»47  7 »36 

247  8758 

248  0283 
248   1808 

»48  3335 
248  4864 

248  6393 
248  7925 

248  9457 

249  0992 
249  »5»7 

249  4064 
»49  5603 

»49  7143 

249  8684 

250  0227 


»50 
250 
250 


"77" 

33"7 
4864 


250  6413 
»50  7963 

250  9515 


»5 

»5 
»5 
»5 

»5 
»5 

»5 
»5 
25 

»5 

»5 
»5 
»5 
»5 

25 
25 
25 
25 
25 

25 
25 

25 
25 
25 

»54 

»5 

»5 

25 

»5 

25 

25 

25 
256 

256 


1068 
2622 

4"78 
5736 

7295 

8855 

0417 

1981 
3546 

5""3 

6681 

8250 
9821 

"394 
2968 

4543 
6121 
7699 
9279 

0861 

»445 
4029 
5616 

7204 

8793 
0384 
1977 
357" 
5"67 

6764 
8363 
9963 

"565 
3169 


256  4774 


4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
-f 

4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 

4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

■f 
4- 
4- 
4- 

-f 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
-f 

4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
+ 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


17 

18 

;ao 

;22 

22 
»5 

;»5 

;»7 
»9 

;»9 

3» 
3» 
35 
35 

37 

39 

;4o 

14" 
»43 

►44 

146 

147 
149 
150 

15» 

53 

54 

;56 

158 

59 
;6o 
;62 
;64 
M 
;67 
;68 
:69 
7" 

;73 

174 

75 
78 

78 

;8o 
82 

:84 
;84 

87 

;88 

;89 

19" 
;93 
194 
196 

;97 

•99 
1600 

[602 

1604 

[605 


o  t*  p  o  I  «*'•  B»hiib^»«tinimunf«o.  11. 


79 


626 


Tafel  XVm. 


vergl.  pag.  479. 


0 


logP, 


Diff. 


logPa 


Diff. 


—  o . 300 

—  0.299 
— 0.Z98 

—  0.297 

—  0.296 

—  0.29s 

—  0.294 

—  0.293 

—  0.292 

—  0.291 

—  0.290 
— 0.289 

—  0.288 

—  0.287 

—  0.286 

—  0.28s 

—  0.284 

—  0.283 

—  0.282 

—  0.281 

—  0.280 

—  0.279 

—  0.278 

—  0.277 

—  0.276 

— 0.27S 

—  0.274 

—  0.273 

—  0.272 

—  0.271 


2.166 
2.166 
2.166 

2 
2 


0.270|'2 

0.269  I  2 

—  0.268  l|2 

0.267  ,2 

0.266  h  2 

1; 
0.26s  I  2 

—  0.264  2 

0.263  ||2 

0.262  1  2 


0.261 


0.260 

— 0.2S9 

—  0.2S8r;2 

—  0.2S7l!2 

—  0.256]  2 

1' 

—  0.2SS'|2 
0.254|i2 


2  3866 
I  982s 

1  579" 
I  1763 
o  7740 


—  0.250  ,2.150  3724 


—  0.253112 

0.2S2|  2 

0.251  ' 


71  ^355 
70  8018 

70  3688 

69  9366 

69  5050 


69 
68 
68 
67 
67 


6S 
65 


0741 
6440 
214s 

7857 
3576 

9301 

5034 

0773 
6520 

ai73 


64  8032 

64  3799 

63  9572 

63  5352 
63  1138 


62  6931 
62  2731 

8538 

4351 
0170 


61 
61 
61 


60 
60 

9 

9 
8 

8 
8 

7 

7 
6 

6 
6 

5 
5 

4 

4 
4 
3 

3 

2 


5996 
1829 
7668 

35'4 
9366 

5225 
1090 
6961 
2839 
8723 

4614 
0511 
6414 

2324 
8239 

4162 
0090 
6025 
1966 

79>3 


—  4337 

—  4330 

—  4322 

—  4316 

—  4309 

—  4301 

—  4295 

—  4288 

—  4281 

—  4275 

—  4267 

—  4261 

—  4253 

—  4247 

—  4241 

—  4233 

—  4227 

—  4220 

—  4214 

—  4207 

—  4200 

—  4193 

—  4187 

—  4181 

—  4174 

—  4167 

—  4161 

—  4154 

—  4148 

-4141 

—  4M5 

—  4129 

—  4122 

—  4116 

—  4109 

—  4103 

—  4097 

—  4090 
-4085 

—  4077 

—  4072 

—  4065 

—  4059 

—  4053 

—  4047 

—  4041 

—  4034 

—  4028 

—  4023 

—  4016 


772  3333 
771  6042 
770  8762 
770  1490 
769  4229 

768  6978 
767  9736 
767  2503 
766  5281 
765  8068 

765  0865 
764  3671 
763  6486 
762  9312 
762  2146 


761 
760 
760 

759 

758 

757 
757 
756 
755 
755 

754 
753 

752 

752 
751 


4991 

7844 

0707 

3580 
6462 

9353 

2253 
5163 

8082 

lOIO 

3948 
6894 
9850 
2815 

5789 


750  8772 
750  1764 

749  476s 

748  7776 
748  0795 

747  3823 
746  6860 

745  9906 
745  2961 
744  6025 


743 
743 
742 

741 
741 

740 
739 
739 
738 

737 


9098 
2179 
5269 
8368 
1476 

4593 
7718 

0852 

3995 
7146 


1.737  0306 


—  7291 

—  7280 

—  7272 

—  7261 

—  7251 

—  7242 

—  7233 

—  7222 

—  7213 

—  7203 

—  7194 

—  7185 

—  7174 

—  7166 

—  7155 

—  7147 

—  7137 

—  7127 

—  7118 

—  7109 

—  7100 

—  7090 

—  7081 

—  7072  I 

—  7062 

—  7054 

—  7044 

—  7035 

—  7026 

—  7017 

—  7008 

—  6999 

—  6989 

—  6981 

—  6972 

—  6963 
-6954 

—  6945 

—  6936 

—  6927 

-6919 

—  6910 

—  6901 

—  6892 

—  6883 

-687s 

—  6866 

—  6857 

—  6849 

—  6840 


6 


0.250112 
0.249  12 
0.248  ^2 
0-247  2 
0.246  '  2 
II 

0,24s  ! 2 

-0.244!!  2 
0.2431:2 

2 
2 


0.242 
0.241 


O . 240 I  2 
0.239112 
0.238||2 
0.237||2 
0.236  2 


0.235 
0.234 
0.233 
0.232 
0.231 


2 
|2 
2 
2 
2 


0.230  |2 
0.229  j 2 
0.228  ,  2 
0.227  2 
0.226  '2 

ll 
0.225  l|2 
0.224  '1  2 
O.223I  2 

0.222  ;>  2 
0.221  1!  2 


—  0.220  '!  2 


0.219 
0.218 
0.217 
0.216 

0.215 
0.214 
0.213 
0.212 
0.211 


0.210  ,  2 

0.209  2 

0.208  2 

0.207  2 

O . 206  2 

0.205  ,  2 
O . 204  2 
0.203  2 
0.202"  2 
0.201   2 


logP, 


Diff. 


50 

49 

49 

49 
48 

48 
47 
47 
47 
46 


3724 

9714 

5710 

1712 

7720 

3734 
9755 
5781 
1813 

7851 


46  3895 

45  9944 
45  6000 

45  2062 

44  8129 

44  4202 
44  0281 
43  6366 
43  2457 
42  8554 


42 
42 

41 

41 

40 

40 
40 

39 
39 
38 

38 
38 

37 
37 
37 


4656 
0764 
6877 
2997 
9122 

5253 
1389 

753« 
3679 

9832 

599" 
2156 

8326 

4502 

0683 


36  6870 
36  3062 
35  9260 
35  5463 
35  "672 

34  7886 
34  4106 
34  0331 
33  6561 

33  2797 


32 
32 
32 
3» 
3" 


9038 
5285 
1537 

7794 
4057 


—  0.200  2.131  0324 


—  4010 

—  4004 

—  3998 

—  3992 

—  3986 

—  3979 

—  3974 

—  3968 

—  3962 

—  3956 

—  3951 

—  3944 

—  3938 

—  3933 

—  3927 

—  3921 

—  3915 

—  3909 

—  3903 

—  3898 

—  3892 

—  3887' 

—  3880;, 

—  3875  i 

—  3869  || 

—  3864' 
-3858! 

—  3852/ 

—  3847  ; 

—  3841  ,' 

^   1 

—  3835' 

—  3830  ' 

—  3824 

—  3819, 

—  38i3li 

—  3808 

—  38021 

—  3797 

—  3791, 

—  3786' 

—  3780. 

—  3775  ■ 

—  3770 

—  3764 ' 

—  3759' 

—  3753 

—  3748 

—  3743, 

—  3737. 

—  3733' 


logPa 


737 
736 

735 
734 
734 

733 
732 
732 

73" 

730 

730 
729 

728 

728 
727 

726 
726 

725 
724 

724 

723 
722 

722 

721 

720 

720 
719 
7"8 
7"8 

7"7 

716 
716 

7"5 

7"4 
7"4 

713 
712 

7"2 

711 

7H 


0306 

3474 
6651 

9837 
3031 

6234 

9445 
2665 

5893 
9129 

2374 
5627 

8889 

2159 

54J7 

8724 
2018 
5322 
8633 
1952 

5280 
8616 
i960 
53"2 
8673 

2041 

54"7 
8802 
2194 

5595 

9003 
2420 

5844 1 
927? 

27"7 

6165 
9621 

3085 
6556 
0036 


Diff 


7"o  3523 

709  7018 
709  0521 
708  4032 
707  7550 

707  1076 
706  4609 
705  8151 
705  1700 
704  5256 


1.703  8820 


—  6832 

—  6823 

—  6814 

—  6806 

—  6797 

—  6789 

—  6780 

—  6772 

—  6764 

—  6755 

—  6747 

—  6738 

—  6^30 

—  6722 

—  6713 

—  6706 

—  6696 

—  6689 

—  6681 

—  6671 

—  6664 

—  6656 

—  6648 

—  6639 

—  6632 

—  6624 

—  66i^ 

—  6608 

—  6599 

—  6592 

—  6;83 

—  65*t> 

—  656- 

—  6560 

—  6552 

—  6544 

—  6536 

—  6^29 

—  6^20 

—  6515 

—  650^ 

—  649- 

—  64*«* 

—  64*2 

—  64-4 

—  646» 

—  6458 

—  64;! 

—  6444 

—  6456 


± 


627 


Tafel  XVULL 


a 


log  Pi 


o. 

,  200 

2.1 

o 

.199 

2. 1 

o 

.198 

2. 1 

o 

197 

2.1 

o 

.196 

2.1 

o 

"95 

2. 1 

o 

.194 

2.1 

o 

»93 

2. 1 

o 

.  192 

2.1 

o 

.191 

2.1 

o 

.190 

2.1 

o, 

.189 

2.1 

o 

.188 

2.1 

o, 

.187 

2.1 

o 

.186 

2. 1 

o 

.185 

2. 1 

0 

.184 

2. 1 

o 

.183 

2.1 

o 

.182 

2. 1 

o 

.181 1 

2.1 

o 

.180 

2.1 

o 

.1791 

2.1 

o 

.1781 

2.1 

o 

.1771 

2. 1 

o. 

.176.' 

2.1 

o 

.»75 

2. 1 

o 

.174  |2.i 

o 

.173I 

2.  I 

o 

.172 

2.1 

0 

.171 

2.1 

o 

.1701 

2.  I 

o. 

.169 

2.  I 

o. 

,168 

2.1 

o 

.  167 

2.  I 

o 

.166 

2.  I 

o 

i 
.165 

2.  I 

o. 

.164 

2.1 

o, 

«63,12.1 

o. 

.1621;  2.1 

o 

161 1 

2.1 

0 

.160 

2.1 

o 

«59 

2.1 

o 

.1581 

2.  I 

o. 

■'57, 

2.1 

o 

.156 

2.1 

o 

.155' 

2.1 

o 

."54. 

2.1 

o 

153 

2.  I 

o 

152  ;2.i 

o 

.151 

|2.. 

3« 

30 

30 
29 

29 


0324 
6598 
2876 
9160 

5449 


29  «743 
28  8043 

28  4347 

28  0657 

27  6972 

27  3292 
26  9618 
26  5948 
26  2284 
»5  8624 

25  4970 
25  «321 

24  7677 
24  4038 

24  0404 

23  6776 
23  3152 
22  9S33 
22  5919 
22  2310 

21  8706 
21  5107 
21  1513 

20  7924 
20  4340 


20 

9 

9 

9 
8 


0761 
7187 
3617 
0053 
6493 


8  2938 
7  9388 

7  5843 
7  2302 
6  8767 


5236 
1710 
8188 
4672 
1160 

7653 

4«50 
0653 

7159 
3671 


—  0.150  12.113  0187 


Diff. 


log  P3 


Diff. 


726 
722 
716 
711 

706 

700 
696 
690 
685 

680 

674 
670 
664 
660 

654 

649 
644 
639 
634 

628 

624 
619 
614 
609 

604 

599 
594 
589 

584 

579 

574' 
570 
564 
560 

555 

550 
545 
54« 
535 

531 

526 
522 
516 

5«2i| 

50711 
1' 

5031' 

497, 

494  I 
488  , 


.703 
.703 
.702 

.701 
.701 


8820 
2392 

597« 
9558 
3«52 


.700  6754 
.700  0364 
.699  3980 
.698  7605 
.698  1236 


.697 
.696 
.696 
.695 
.694 

.694 

.693 

•693 
.692 

.691 


4876 
8522 
2176 

5837 
9506 

3182 
6865 
0556 
4254 
7959 


.691  1671 

.690  5391 

.689  9118 

.689  2852 

.688  6593 

.688  0341 
.687  4097 
.686  7859 
.686  1629 
.685  5406 


.684 

.684 
.683 
.683 


9190 
2981 
6779 
0584 


.682  4396 


.681 
.681 
.680 
.679 

.679 

.678 
.678 
.677 
.676 
.676 

.675 
.675 


8215 
2041 

5874 

97«4 
3561 

74«4 

1275 

5142 
9017 
2898 

6786 
0681 


—  3484 


■I 


.674  4583 
.673  8491 
.673  2407 


1.672  6329 


—  6428 

—  6421 

—  6413 

—  6406 

—  6398 

—  6390 

—  6384 

—  6375 

—  6369 

—  6360 

—  6354 

—  6346 

—  6339 

—  6331 

—  6324 

—  6317 

—  6309 

—  6302  . 

—  6295 

—  6288 

—  6280 

—  6273 

—  6266 

—  6259 

—  6252 

—  6244 

—  6238 

—  6230 

—  6223 

—  6216 

—  6209 

—  6202 

—  6195 
—•6188 

—  6181 

—  6174 

—  6167 

—  6160 

—  6153 

—  6147 

—  6139 

—  6133 

—  6125 

—  6119 

—  6112 

—  6105 

—  6098 

—  6092 

—  6084 

—  6078 


6 


log  P, 


o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 


.«50; 

2. 

«49; 

2, 

.148, 

|2. 

.«47i 

.2. 

.146, 

2. 

«45 

'  2. 

.144 

2. 

«43 

2. 

.142 

,  2. 

.141 

1  2. 

.  140 

2. 

«39 

1  2- 

.138 

2. 

«37 

2. 

.136 

,  2. 

«35 

2. 

•«34 

2. 

«33 

2. 

.132 

2. 

.131 

2. 

.130 

2. 

.129 

.  2. 

.I28i 

2. 

.127 

;2. 

.126 

2. 

«25, 

1 

.124 

i*- 

•123 

2. 

.122 

■  2. 

1 

.  121  ' 

12. 

.120 

2. 

.119; 

2. 

.Ii8l 

,2. 

.1171 

2. 

.116. 

1 

2. 

\ 

.115 

.2. 

.114. 

,  2. 

.113 

2. 

.112 

2. 

.111 

2. 

1 
.110 

2. 

.109 

,2. 

.108 

2. 

.107. 

2. 

.106 

'2. 

.«05 

.2. 

.104 

2. 

.103 

2. 

.102 

,  2. 

.  101 

,  2. 

113  0187 

112  6708 
112  3234 
III  9764 
I I 1  6299 

III  2838 
110  9382 

HO  5931 

HO  2484 
109  9042 

109  5604 
109  2171 
108  8742 
108  5318 
108  1898 

107  8483 
107  5072 
107  1666 
106  8264 
106  4867 

106  1474 

105  8085 

105  4701 

105  1322 

104  7946 

104  4576 
104  1209 
7847 
4489 
«135 


103 

103 

«03 


102 
102 
102 
lOI 
101 

101 
100 
100 
100 
099 


7786 

444« 
1101 

7765 
4433 

1105 

7782 
4462 
1147 
7837 


099  4530 
099  1228 
098  7930 
098  4636 
098  1346 

097  8061 
097  4780 
097  1502 
096  8229 
096  4960 


—  0.100,2.096  1696 


Diff. 


log  P3 


Diff. 


1479 
(474' 
1470 
[465 

1461  I' 

1456 

145« 
1447 !' 
1442 

(438  1; 

1433 
1429 

1424 

1420' 

I 

14«  5 

14«  >; 

1406 

1402  'I 

397 

1393: 

389' 
1384; 
379' 
376 

;370  ; 

1367 
362 

358  I 

354 

1349 

345 

340 

1336 

332 

328 

1323 

1320 

315 
13«o 

307 

302 
1298 

1294 
1290 

1285 

;28i 

1278 

;273 
269 

3264 


.672 
.672 
.671 
.670 
.670 

.669 
.669 
.668 
.667 
.667 

.666 
.665 
.665 
.664 
.664 

.663 
.662 
.662 
.661 
.661 

.660 
.660 

.659 
.658 

.658 

.657 

.657 
.656 
.655 
.655 

.654 
.654 
.653 
.652 
.652 

.651 
.651 
.650 
.650 
.649 

.648 
.648 

.647 
.647 
.646 

.645 
.645 
.644 
.644 

•643 


6329 

0257 

4193 
8«35 
2084 

6039 
0002 
3970 
7946 
1928 

59«7 
9912 

39«4 

7922 

«937 

5959 
9987 
4021 
8062 
2110 

6164 
0224 

429« 
8364 

2444 

6530 
0622 

4721 
8826 

2937 

7055 

««79 

5309 
9446 

3589 

7738 

1893 

6055 
0222 

4396 

8576 
2763 

6955 
i«54 

5358 

9569 
3786 

8009 

22^8 

6473 


1.643  0714 


79» 


-6072 

-  6064 
■6058 

6051 

-6045 

6037 
6032 

-  6024 
-6018 

—  60H 

-6005 
5998 

•5992 
5985 

—  5978 

5972 
5966 

■5959 
5952 

—  5946 

■5940 
•5933 
■5927 
-5920 

—  5914 

5908 
5901 

•5895 
•5889 

—  5882 

.5876 
■5870 
•5863 
■5857 

—  585« 

-5845 
■5838 

■5833 
5826 

—  5820 

-5813 
-5808 
-5801 
■5796 

—  5789 

-5783 

-5777 
-5771 
■5765 

—  5759 


628 


Tdfel  XVm. 


0 


logP, 


Diff. 


IT 


O.IOO 

0.099 
0.098 
0.097 
0.096 

0.095 
0.094 

0.093 

0.092 
0.091 

0.090 
0.089 
0.088 
0.087 
0.086 

0.085 
0.084 
0.083 
0.082 
o .  08 1 

0.080 
0.079 
0.078 
0.077 
0.076 

0.075 

0.074 

0.073 

0.072 
0.071 

0.070 
o .  069 
0.068 
0.067 
o .  066 


2.096  1696 

2.095  8435 
2.095  5178 

2.095  1926 
2.094  8678 

2.094  5433 
2.094  2193 
2.093  8957 
2.093  5725 
2.093  2496 

2.092  9272 
2.092  6052 
2.092  2836 
2.091  9624 
2.091  6416 

2.091  3212 
2.091  0012 
2.090  6816 
2.090  3623 
2.090  0435 

2.089  725» 
2.089  4070 
2.089  0894 I 
2.088  7721 j 
2.088  4552I 

2.088  1388 
2.087  8227 
2.087  5070 
2.087  1916 
2.086  8767 

2.086  5622 
2.086  2480 
2.085  9342 
2.085  6208 
2.085  3<^78 


0.065  I  2.084  9951 
0.064  I  2.084  6829 
0.063  ii  2.084  3710 
0.062I1  2.084  0595 
0.061  !|  2,083  7483 


—  0.060 

—  0.059 

—  0.058 j 

—  0.057, 

—  0.0561 

I 

—  0.0551 
— 0.054I 

—  0.053; 

—  0.052' 

—  0.051 I 

—  0.050 


2.083 
2.083 
2.082 
2.082 
2.082 

2.081 
2.081 
2.081 
2.080 
2.080 


4376 

1272, 
81721 

5075 
19831 

I 
&894 

5809. 

2727 
9649 

65751 


261 

257 
252 
248 

245 

240 
236 
232 
229 

224 

220 
216 
212 

208 

204 

200 
196 

«93 
188 

184 

181 
176 

173 
169 

164 

161 

157 

«54 
149 

«45 

142 
138 

"34 
130 

127 

122 
119 

"5 
112 

107 

104 
100 
097 
092 

089 

085,, 
082 

0781' 

074  1 


logPa 


643  0714 
642  4961 
641  9214 

641  3474 
640  7739 


Diff. 


640 
639 

639 
638 

637 

6s  7 
636 

636 

635 
635 

634 

633 

633 
632 

632 

631 
631 
630 
629 
629 

628 
628 
627 
627 
626 

626 
625 
624 
624 
623 

623 
622 
622 
621 
621 


2010 

6287 

0570 

4859 
9>54 

3455 

7762 

2074 

6393 

0717 

5047 
9383 
3725 
8073 
2427 

6786 
1151 

5522 
9898 
4281 

8669 
3063 
7462 
1867 
6278 

0695 
5117 

9545 
3978 
8417 

2862 

73>2 
1768 
6230 
0697 


2.080  3505 


—  3070 


620  5169 
619  9648 
619  4131 
618  8621 
618  3115 

617  7615 
617  2121 
616  6632 
616  1149 

615  5671 


1.615  0198 


-5753 

—  5747 
1—5740 

—  5735 

—  5729 

'—5723 

—  5717 

—  5711 

—  5705 

—  5699 

—  5693 

—  5688 

—  5681 

—  5676 

—  5670 

—  5664 

—  5658 

—  5652 

—  5646 

|— 5641 

—  5635 

—  5629 

—  5624 

,—  5617 

I 

—  5612 

—  5606 

—  5601 

—  5595 

—  5589 

—  5583 

—  5578 

—  5572 

—  5567 

—  5561 

—  5555 

—  5550 

—  5544 

—  5538 

—  5533 

—  5528 

—  5521 

—  5517 

—  5510 

—  5506 

—  5500 

—  5494 

—  5489 

—  5483 

—  5478 

—  5473 


0 


Ii 


logP, 


Diff. 


iogPa 


Diff. 


0.050 
0.049 
0.048 
0.047 
0.046 

0.045 
0.044 
0.043 
0.042 
0.041 

0.040 
0.039 
0.038 
0.037 
0.036 

0.035 
0.034 
0.033 
0.032 
0.031 

0.030 
0.029 
0.028 
0.027 
0.026 


2.080  3505 
2.080  0438 
2.079  7375 
2.079  4315 
2.079  1259 


2.078 
2.078 
2.078 

2.077 
2.077 

2.077 
2.076 
2.076 
12.076 
2.076 

2.075 

2.075 

2.075 

2.074 

2.074 

2.074 
2.073 
2.073 
2.073 

'2.073 

I 


0.025  '  2.072 
0.024'!  2.072 
0.023  ' 2.072 
0.022  ii  2.071 


—  0.021 1 


2.071 


0.020|  2.071 
0.019''  2.071 


0.018 

0.017 

0.016 


2.070 
2.070 
2.070 


8207 
5158 
2113 
9072 
6034 

3000 
9969 
6942 
3919 
0899 

7882 

4870 
1860 

8855 
5852 

28541 
98581 

6866 1 

3878 

0893 

7912 

4934 
i960 

8989 

6021 

3057 
0097 

7139 
4186 

«235 


3067 
3063 
3060 
3056 

3052 

3049 

3045 
3041 

3038 
3034 


I 


0.015  ji  2.069  8288 
0.014,12.069  5345 
0.013  2.069  2404 
0.012  I  2.068  9467 
o.oii  |,  2.068  6534 


—  o. 010  j' 2.068  3604 

—  0.0091  2.068  0677 

—  0.008II  2.067  7754, 

—  0.007 1  2.067  4833 

—  o.oo6j'2.o67  1917 

I  I 

—  0.005I  2.066  9003 

0 . 004 I  2 . 066  609  3 

0.0031  2.066  3186 

0.002|  2.066  0283, 

—  o.ooi  '  2.065  7382 

1 
0.000 I  2.065  4486' 


— 303I1 

—  3027 I 
—3023; 

3020 

—  30171 

3012 

— 3OIO1 

—  3005 

— 3oo3| 

—  29981J 

—  2996 

—  2992  ' 

—  2988  ' 

—  2985!! 

—  2981  ' 

—  2978 

—  2974 

—  2971 

—  2968 
2964 

—  2960 

—  2958 

—  2953 

—  2951 

—  2947 

—  2943 

—  2941 

—  2937 

—  2933 

—  2930 1 

—  2927 

—  2923 

—  2921 

—  2916 

—  2914 

1; 

—  2910|| 

—  2907  ll 
2903  I 

2901  j, 

2896 1; 


615  0198 

614  473» 
613  9270 

613  3813 

612  8363 

612  2917 
611  7477 
611  2042 
610  6613 
610  1189 


609  5770 
609  0357 
608  4949; 
607  9546; 
607  4149 < 


-5467 
-5461 
-5457 
-5450 

-5446 

-5440 

-5435 
-5429 

-54*4 
1  —  5419 


606  8756 
606  3369- 
605  7988 
605  2611 
604  7240 

* 

604  1874' 
603  6513' 
603  1158 
602  5807' 
602  0462 \ 

601  5122 

600  9787 
600  4458 

599  9133 
599  3814; 


598 
598 
597 
597 
596 


8499 
3190 
7886 

2587 
7293 


596  2004 
595  6720 

595  1442 

594  6168 

594  0899 


593 
593 
592 

59t 
591 


5636 

0377 

5>23 

9875 
4631 


ll. 


590  9392 
590  4159 
589  8930 
589  3706 
588  848? 

588  3»73 


5413 

5408 

5403 
5397 

—  5393 

—  5387 

—  5381 

—  53"-' 

—  5371 

—  5366 

—  5361 

—  5355 

—  535" 
5345 

—  5340 

—  5335 

—  532Q 
-5325 

—  53«9 

—  53"5 

—  5300 

—  5304 

—  529<» 

—  5294 

—  5289 

—  ^184 

—  52-»« 

—  52-4 

—  52b<i 

—  5263 

>2>Q 

—  5254 

—  5248 

—  5244 

—  523g 

-5233 

522U 

—  52X4 

—  5219 

—  52"4 


699 


Tafel  XVm. 


e 


logP, 


o 

-f-o 
-f-o 
-ho 

-Ho 
-f-o 
-f-o 
-f-o 
-f-o 

4-0 
-+-0 
4-0 
-f-o 
-f-o 

-f-o 
-f-o 
-i-o 
-f-o 
-i-o 

+  0 

-f-o 

4-0 

-f-o 
-f-o 

-f  o 
-f-o 
-f-o 

4-0 

-f-o 

-f-  o 
-f-o 
-f-o 

-f  o 
-ho 

-fo 
-ho 
4-0 
-ho 
-h  o 

-fo 

+  0 

-ho 
-fo 
H-o 

-ho 
-+-0 
-ho 
-ho 
-f  o 


000 
001 
002 
003 
004 

005 
006 

007 

008! 

009 
010 

OII 

012 

013 

014 

015 

016 

017 ; 

Olg  ' 

019 

020 
021 
022 

023 

024 


2.065  4486 

2.065  1592 

2.064  8702 
2.064  5814 
2.064  2931 

2.064  0050 

2.063  7173 

2.063  4298 
2.063  1428 
2.062  8560 

2.062  5695 
2.062  2834 
2.061  9976 
2.061  7x21 
2.061  4270 

2.061  1^21 

2.060  8576 
2.060  5734 
2.060  2895 

2. 060  0059 

2.059  7227 
2.059  4397 
2.059  1571 
2.058  8748 
2.058  5928 

2.058  3111 j 
2.058  0297 
027;; 2.057  7486 


025 
026 


028 
029 

030 
031 


2.057  4678 
2.057  1874 

2.056  9072 
2.056  6274 


032!' 2.056  3479 


033; 
034: 


2.056  0686 
2.055  7897 


03^;  2.055  5111 
o36;'2.o55  2328 

037.  2.054  9548 

038,  2.054  6771 
2.054  3997 


039 


040 
041  " 
042 

043,1 
044,! 


045 
046! 

047  I 
048 
049  : 


2.054 
2.053 
2.053 
2.053 
2.053 

2.052 
2.052 
2.052 
2.051 
2.051 


1226 
8458 

5693 
2931 

0172 

7416 
4663 

1913 
9166 

6422 


Diff 


—  2894 

—  2890 

—  2888 

—  2883 

—  2881 

—  2877 

—  2875 

—  2870 

—  2868 

—  2865 

—  2861 

—  2858 

—  2855 

—  2851 

—  2849 

—  2845 

—  2842 

—  2839 

—  2836 

—  2832 

—  2830 

—  2826 

—  2823 

—  2820 

—  2817 

—  2814 

—  2811 

—  2808 

—  2804 

—  2802 

—  2798 

—  2795 

—  2793 

—  2789 

—  2786 

—  2783 

—  2780 

—  2777 

—  2774 

—  2771 

—  2768 

—  2765 

—  2762 

—  2759 

—  2756 


logPa 


Diff. 


I 


I  — 


-h  0.050 


2.05t  3681 


2753 
2750 

2747 
2744 


—  2741 


588 

3273 

587  8064 1 

587 

2860 

586  7660 

586 

2466 

585 

7277 

585 

2092 

584  6912 

584 

1737 

583  6567 

S83 

1402 

582 

6241 

582 

1086 

581 

5935 

581 

0789 

580 

5647 

580 

05 II 

579 

5379 

579 

0252 

578 

5130 

578 

0013 

577  4900 
576  9792 
576  4688 

575  9590 

575  4496 
574  9407 
574  4322 
573  9242 
573  4167 

572  9096 
^72  4030 
571  8969 

57»  3912 
570  8860 

570  3812 
569  8770 

569  373« 
568  8697 
568  3668 

567  8644 
567  3624 
06  8608 
566  3597 
565  8591 

565  3589 
564  «591 

564  3598 

563  8610 

563  3626 


1.562  8647 


209 

204 
200 

94 

89 

85 
80 

75 

70 

65 
61 

55 
51 
46 

42 

36 

32 

27 
22 

17 

13 

08 

04 
098 

094 

089 
085 
080 

075 
071 

066 
061 

057 
052 

048 

042 

039 
034 
029 

024 

020 
016 

Oll 

006 

002 

4998 

993 
988 

984 
—  4979 


a 


logP, 


Diff. 


logft 


Diff. 


+  0 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-+-0 
-ho 
-ho 
-+-0 

-ho 
-ho 
-+-0 
-+-0 
-ho 

-ho 
-ho 
-+-0 
-f  o 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

+  0 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-f  o 
-ho 
-ho 
-ho 
-+-0 

-ho 

+  0 
+0 

-f  o 
-ho 

-f  o 
-f  o 
-ho 

+  0 

-ho 

-f  o 
-ho 
-f  o 
-ho 
-f-  o 


050 

051 

052 

053 
054 

055 

056 

057 
058 

059 

060 
06  X 
062 


2.051  3681 

2.051  0943 

2.050  8208 
2.050  5476 
2.050  2746 

2.050  0020 

2.049  7297 
2.049  4576 

2.049  1859 
2.048  9144 


2.048 
2.048 
2.048 
0631;  2.047 


064 


2.047 


6432 
3723 

1017 

8314 
5614 


065  2.047  2916 

066  l!  2.047  0222 

067  2.046  7530 

068   2 . 046  4842 


069 

070 
071 
072 

073 

074 

075 

076 

077 

078 

079 

080 
081 
082 
083 
084 

085 
086 

087 
088 
089 

090 
091 
092 

093 
094 

095 

096 

097 
098 

099 


2.046  2156 


2.045 

2.045 
2.045 

2.045 

2.044 

2.044 
2.044 
2.044 
2.043 
2.043 

2.043 
2.043 

2.042 
2.042 
2.042 

2.041 
2.041 
2.041 
2.041 


9472 

6792 

4II5 
1440 
8768 

6099 

3433 

0770 

8109 

5452 

2797 
0144 

7495 

4848 

2205 

99^3 
6925 

4289 
1657 


-ho.  100 


2.040  9026 

2.040  6399 
2.040  3774 
2.040  II 52 
2.039  8533 
2.039  5917 


2.039 
2.039 
2.038 
2.038 
2.038 


3303 
0692 
8083 
5478 
2875 


2.038  0274 


—  2738 

—  2735 

—  2732 

—  2730 

—  2726 

—  2723 

—  2721 

—  2717 

—  2715 

—  2712 

—  2709 

—  2706 

—  2703 

—  2700 

—  2698 

—  2694 

—  2692 

—  2688 

—  2686 

—  2684 

—  2680 

—  2677 

—  2675 

—  2672 

—  2669 

—  2666 

—  2663 

—  2661 

—  2657 

—  2655 

—  2653 

—  2649 

—  2647 

—  2643 

—  2642 

—  2638 

—  2636 

—  2632 

—  2631 

—  2627 

—  2625! 

—  2622 

—  2619 

—  2616 

—  2614 

—  261 1 

—  2609 

—  2605 

—  2603 

—  2601 


562 
562 
561 
561 
560 

560 

559 
559 
558 
558 

557 
557 
556 
556 
555 

555 
554 
554 
553 
553 

552 
552 

552 

55« 

550 
550 
549 
H9 
548 

54« 

547 

547 
546 

546 

545 
545 
544 
544 
543 

543 
542 
542 
541 
541 

540 
540 

539 

539 
538 


8647 
3672 
8701 

3735 

8773 

3816 
8863 

39>5 
8971 
403  a 

9096 
4166 

9239 
43>7 
9400 

4486 
9577 
4673 

9773 
4877 

9985 
5098 

0215 

5336 
0462 

559« 
0726 

5864 

1007 

6153 

1305 
6460 

1619 

6783 

195» 

7123 
2300 
7480 
2665 

7854 

3047 
8244 
3446 
8651 
3861 

9075 

4293 

95i5 

474» 
9971 


«.53^  5205 


-4975 
-4971 

—  4966 
-4962 

—  4957 

-4953 
-4948 
-4944 
-4939 

—  4936 

-4930 
-4927 
-4922 

-49»  7 

—  49«  4 

-4909 

-4904 
-4900 

-4896 

—  4892 

-4887 
-4883 

-4879 
-4874 

-4871 

-4865 
-4862 

-4857 
-4854 

-4848 

-4845 
-4841 
-4836 
-4832 

—  4828 

-4823 

—  4820 

-4815 
-4811 

—  4807 

—  4803 
-4798 

-4795 
-4790 

-4786 

-4782 

-4778 

-4774 
-4770 

-4766 


630 


Tafel  XVnL 


0 


log  Pi 


Diff. 


log  ft 


Diff. 


6 


logPi 


Diff. 


iog  Ps 


Diff. 


-+-0, 
-f  o, 
-f-o, 
4-0 

-ho, 

-f-o, 

-ho 

-+-0. 

-ho, 

-ho. 
-ho. 

+  0, 

-ho. 
-ho. 

-ho. 

-ho. 

-ho. 

-ho 

-ho. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho, 

-ho 

-ho 

-ho. 

-ho. 

-ho. 

-ho. 
-f  o. 

-ho, 
-ho, 
-ho, 

-ho. 
-ho. 
-ho, 
-ho. 

-ho. 

-ho. 
-ho. 
-ho, 
-ho, 
-ho. 

-ho. 
-ho, 
-ho. 
-|-o. 
-ho. 


lOO 

:oi 

[02 

103 
[04 

05 
[06 

[07 

[08 

[09 

10 
II 

12 

«3 

14 

16 

17 
Ig 

19 

20 

21 

22 

»3 

24 

25 

26 

27 

28 

29 
30 

3> 

32 

33 
34 

35 

36 

37 
38 
39 

140 
41 
142 

143 
[44 

45 
46 

i47 
[48 
149 


-I-O.150 


2.038  0274 
2.037  7676 
2.037  5081 
2.037  2489 
2.036  9899 

2.036  7312 
2.036  4728 
2.036  2146 

*.o3S  9567 
2.035  699» 

2.035  44«7 
2.035  1845 
2.034  9277 
2.034  6711 
2.034  4147 


2.034 
2.033 

i.033 
i-o33 

*-o33 


1587 
9028 

6473 
3920 

1369 


2.032  8822 
2.032  6276 
2.032  3734 
2.032  1193 
2.031  8656 

2.031  6121 
2.031  3588 
2.031  1058 
2.030  8531 
2.030  6006 

2.030  3484 
2.030  0964 
2.029  8447 
2.029  5932 
2.029  34>9 

2.029  0910 
2.028  8402 
2.028  5898 
2.028  3395 
2.028  0896 

2.027  8398 
2.027  5903 
2.027  3411 
2.027  0921 
2.026  8434 

2.026  5949 
2.026  3466 
2.026  0986 
2.025  8508 
2.025  ^033 

2.025  3561 


—  2598 

—  *595 

—  2592 

—  2590 

—  2587 

—  2584 

—  2582 

—  2579 

—  2576 

—  2574 

—  2572 

—  2568 

—  2566 

—  2564 

—  2560 

—  2559 

—  2555 

—  2553 

—  2551 

—  2547 

—  2546 

—  2542 

—  2541 

—  2537 

—  2535 

—  2533 

—  2530 

—  2527 

—  2525 

—  2522 

—  2520 

—  2517 

—  2515 

—  2513 

—  2509 

—  2508 

—  2504 

—  2503 

—  2499 

—  2498 

—  2495 

—  2492 

—  2490 

—  2487 

—  2485 

—  2483 

—  2480 

—  2478 

—  2475 

—  2472 


538  5205 
538  0444 
537  5686 
537  0933 
536  6183 


536 
535 
535 
534 
534 

533 

533 
532 

532 

531 


1438 
6697 

i960 

7226 

2497 

7772 

305« 
8334 
3621 

891.1 


531  4206 

530  9505 
530  4808 
530  0115 
529  5425 


529 
528 
528 

527 

527 


0740 
6058 

1381 
6707 
2038 


526  7372 
526  2710 
525  8052 

525  3398 
524  8748 

524  4102 
523  9460 
523  4821 
523  0186 
522  5556 

522  0929 
521  6306 
521  1686 

520  7071 
520  2459 


7851 
3248 
8647 
518  4051 

5>7  9458 


5«9 

519 
518 


5>7 
517 
516 

516 
515 


4870 
0285 

5703 
II 26 

6552 


1.515  1982 


—  4761 

—  4758 

—  4753 
r-  4750 

—  4745 

—  4741 

—  4737 

—  4734 

—  4729 

—  4725 

—  4721 

—  4717 

—  4713 

—  4710 

—  4705 

—  4701 

—  4697 

—  4693 

—  4690 

—  4685 

—  4682 

—  4677 

—  4674 

—  4669 

—  4666 

—  4662 

—  4658 

—  4654 

—  4650 

—  4646 

—  4642 

—  4639 

—  4635 

—  4630 

—  4627 

—  4623 

—  4620 

—  4615 

—  4612 

—  4608 

—  4603 

—  4601 

—  4596 

—  4593 

—  4588 

—  4585 

—  4582 

—  4577 

—  4574 

—  4570 


-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-f  o 

-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-+-0 

-ho 
-+-0 

+0 

-+-0 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-f  o 

-ho 
-ho 
-ho 
-fo 

-ho 
-f  o 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-|-o 

-+-0 
-ho 
-fo 
-ho 
-ho 


50 

51 
52 

53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 

63 
64 

65 
66 

67 
68 

69 

70 

7" 

72 

73 
74 

75 
76 

77 
78 

79 


83 
84 

85 
86 

87 
88 

89 

90 
9« 
92 
93 
94 

95 
96 

97 

98 

99 


80  2 

8.  !2 

82  '  2 


2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 
2 

2 
2 
2 
2 


I 


025  3561 

025  1090 

024  8622 

024  6157 

024  3694 

024  1233 
023  8775 
023  6319 
023  3866 
023  I4I4 

02X  8966 
022  652a 
022  4076 
022  1634 
02I  9195 

021  6758 

021  4324 

02I  1892 

020  9462 

020  7035 

020  4610 
020  2187 

9  9767 
9  7349 
9  4933 


2520 
0109 

7700 

5294 
2890 


8  0488 
7  8088 

7  5691 
7  3296 

7  0904 


6 
6 
6 
6 

5 

5 

5 
5 

4 
4 


8514 
6126 

3740 
1356 
8975 

6596 

4219 

1845 

9473 
7103 


4  4735 
4  2370 
4  0006 

3  7645 
3  5*87 


-{-0.200'  2.013  2930 


—  2471 

—  2468 

—  2465 

—  2463 

—  2461 

—  2458 

—  2456 

—  2453 

—  2452 

—  2448 

—  2446 

—  2444 

—  2442 

—  2439 

—  2437 

—  2434 

—  2432 

—  2430 

—  2427 

—  2425 

—  2423 

—  2420 

—  2418 

—  2416 

—  2413 

—  2411 

—  2409 

—  2406 

—  2404 

—  2402 

—  2400 

—  2397 

—  2395 

—  2392 

—  2390 

—  2388 

—  2386 

—  2384 

—  2381 

—  2379 

—  «377 

—  2374 

—  2372 

—  2370 

—  2368 

—  2365 

—  2364 

—  2361 

—  2358 

—  2357 


515 
5>4 
5H 
5«3 
5«3 

5»2 
512 

5>2 
5"! 
5»! 

510 
510 

509 

509 
508 

508 

507 
507 
507 

506 
506 

505 
505 
504 
504 

503 
503 

502 

502 
502 

501 
501 

500 
500 

499 

499 
498 
498 

498 

497 

497 
496 

496 
495 
495 

495 
494 
494 
493 
493 


1982 
7416 
2853 
8295 
3739 

9188 
4641 
0097 

5556 
1020 

6487 
1958 

7433 
291 1 

8393 

3878 

9367 
4860 

0357 

5857 

1361 

6868 

2379 

7893 
34" 

8933 
4459 
9988 
5520 
1056 

6596 
2139 
7686 

3237 
8790 

4348 
9909 

5473 
1041 

6613 

2188 

776-' 

3349 
8934 
4523 

0116 

5712, 

ijii 

6914; 

2521; 


—  4566 

—  4563 

—  4558 

—  4556 

-455" 

—  4547 

—  4544 

—  4541 

—  4536 

—  4533 

—  4529 

—  4525 

—  4522 

—  45»8 

-4515 

—  45" 

—  4507 

—  4503 

—  4500 

—  4496 

—  4493 

—  4489 

—  4486 

—  4481 

—  4479 

—  4474 

—  4471 

—  446« 

—  4464 

—  4460 

-445- 

—  4453 

—  4449 


1.49a  8130 


—  4442 

—  4439 

—  4456 

—  4432 

—  442t 

—  4425 

—  44»t 

—  4411 

—  4415 

—  4411 

—  440? 

—  4404 

—  4401 

—  419' 

—  4591 

—  439« 


631 


Tafel  XVUl. 


0 


logPi 


Diff. 


logPa 


Diff. 


-f-  0 .  200 

4-o.aoi 
-j-  o .  202 

-|-  o .  204 

H- 0.205 
-j-  0.206 
-j- 0.207 
4-  0.208 
4-  0.209 

-+-0.210 
-I-0.211 
-I-0.212 
-i-0.213 
-I-0.214 

4-0  215 
4-0.216 
217 
218 
219 


4-0 

4-0, 

4-0. 

4-0 

4-0 

4-0 

4-0. 

4-0 

4-0 

4-0, 

4-0 

4-0 

4-0 

4-0, 

4-0 

4-0 

4-0. 

4-0 

4-0 

4-0 

4-0, 

4-0 

4-0 


220 

221 
222 
223 

224 

225 
226 

227 
228 
229 

230 

232 

«33 
234 

«35 
236 

237 
238 

239 


4-0  240 
4-0.241 
4-0.242 

4-0.243 
4-  o .  244 

4-0.245 
4-  o .  246 
4-0.247 
4-0.248 

4-0.249 
4-0.250 


2.013  31930 
2.013  0576 
2.012  8224 
2.012  5874 
2.012  3526 

2.012  1181 
2.011  8837 

2. 011  6496 
2. Oll  4157 
2.0II  1821 

2.010  9486 
2,010  7154 
2.010  4824 
2.010  2496 
2.010  0170 

2.009  7846 
2.009  5525 
2.009  3205 
2.009  0888 
2.008  8573 

2.008  6260 
2.008  3949 
2.008  164I 
2.007  9334 
2.007  7030 

2.007  4727 
2.007  2427 
2.007  0129 
2.006  7833 
2.006  5540 

2.006  3248 
2.006  0958 

2.005  S^7i 
2.005  6385 
2.005  4102 

2.005  1821 
2.004  9542 
2.004  7265 
2.004  4990 
2.004  2717 

2.004  0446 
2.003  8177 
2003  5911 
2.003  3^46 
2.003  1384 

2.002  9123 
2.002  6865 
2.002  4608 
2.002  2354 
2.002  0102 

2.001  7851 


—  2354 

—  2352 

—  2350 

—  2348 

-—2345 

—  2344 

—  2341 

—  2339 

—  2336 

—  2335 

—  2332 

—  2330 

—  2328 

—  2326 

—  2324 

—  2321 

—  2320 

—  2317 

—  2315 

—  2313 

—  2311 

—  2308 

—  2307 

—  2304 

—  2303 

—  2300 

—  2298 

—  2296 

—  2293 

—  2292 

—  2290 

—  2287 

—  2286 

—  2283 

—  2281 

—  2279 

—  2277 

—  2275 

—  2273 

—  2271 

—  2269 

—  2266 

—  2265 

—  2262 

—  2261 

—  2258 

—  2257 

—  2254 

—  2252 

—  2251 


.492 
.492 

.49« 
.491 

491 


8130 

3744 
9360 

4981 

0604 


.490  6231 
.490  1862 
.489  7496 
.489  3133 
.488  8774 


.488 

.488 

.487 

.487 
.486 


4418 
0065 
5716 
1370 
7028 


.486  2689 

.485  8353 
.485  4021 
.484  9692 
.484  5366 

.484  1044 
.483  6725 
.483  2410 
.482  8097 
.482  3788 


.481 
.481 
.481 
.480 
.480 

.479 
.479 
.478 
.478 


9483 
5181 

0882 

6586 

2294 

8005 

3719 
9436 

5«57 


.478  0881 

.477  6608 
.477  2339 
.476  8073 
.476  3810 

•475  9550 

.475  5294 
.475  1040 
.474  6791 
.474  2544 
.473  8300 

.473  4060 
.472  9823 
.472  5589 
.472  1358 
.471  713» 

1.471  2906 


—  4386 

—  4384 

—  4379 

—  4377 

—  4373 

—  4369 

—  4366 

—  4363 

—  4359 

—  4356 

—  4353 

—  4349 

—  4346 

—  4342 

—  4339 

—  4336 

—  4332 

—  4329 

—  4326 

—  4322 

—  43»9 

—  4315 

—  4313 

—  4309 

—  4305 

—  4302 

—  4299 

—  4296 

—  4292 

—  4289 

—  4286 

—  4283 

—  4279 

—  4276 

—  4273 

—  4269 

—  4266 

—  4263 

—  4260 

—  4256 

—  4254 

—  4249 

—  4247 

—  4244 

—  4240 

—  4237 

—  4234 

—  4231 

—  4227 

—  4225 


6 


logP, 


Diff. 


logft 


Diff. 


4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
-ho 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0 


4-0.300 


.250 

2. 

.251 

2. 

.252 

2. 

•  253 

2. 

•  254 

2. 

.255 

2. 

.256 

2. 

.257 

2. 

.258 

.259 

.260 

.261 

.262 

.263 

.264 

.265 

.266 

.267 

.268 

.269 

.270 

.271 

.272 

.273 

•  274 

•  275 

.276 

.277 

.278 

.279 

.280 

.281 

.282 

.283 

.284 

.285 

.286 

.287 

.288 

.289 

.290 

.291 

.292 

1 1  ■ 

.293 

.294 

.295 

I. 

.296,,  I. 

.297-  I. 

.298  ;|i. 

.299 

,'• 

,001  7851 

,001  5603 

001  3357 

001  1113 

,000  8870 

000  6630 
000  4392 
000  2156 
999  9922 
999  7690 

999  5460 

999  3231 

999  »005 

998  8781 

998  6559 

998  4339 
998  2121 

997  9904 
997  7690 
997  5478 

997  3268 
997  1059 
996  8853 
996  6649 
996  4446 

996  2246 
996  0047 
995  7850 
995  5656 
995  3463 

995  1272 
994  9083 
994  6896 

994  47x1 
994  2528 

994  0347 
993  8168 
993  5990 
993  3815 
993  "641 

992  9470 
,992  7300 
992  5132 
992  2966 
992  0802 

991  8640 
991  6480 
991  4321 
991  2165 
991  0010 

1.990  7857 


—  2248 

—  2246 

—  2244 

—  2243 

—  2240 

—  2238 

—  2236 

—  2234 

—  2232 

—  2230 

—  2229 

—  2226 

—  2224 

—  2222 

—  22ZO 

2218 

2217 

2214 

2212 

2210 

—  2209 

2206  I 

—  2204,i 
2203 

2200 

—  2199 

—  2197 

—  2194 

—  2193 

2191 

2189 

2187 

—  2185 
2183 

2181 

—  2179 

2178 

—  2175 

2174 

217I 

2170 

—  2168 

—  2166 
2164 

2162 

2160 

—  2159 
2156 

—  2155 

—  2153 


471  2906 

470  8685 

470  4467 

470  0253 

469  6041 

469  1833 
468  7627 
468  3425 
467  9226 
467  5030 

467  0838 
466  6648 
466  2462 
465  8278 
465  4098 

464  9921 

464  5747 
464  1576 
463  7409 

463  3244 

462  9083 
462  4924 
462  0769 
461  6617 
461  2467 


T 


»3» 


I 

78 
38 


460  8^ 
460  41 
460  00^ 
459  5901 

459  «767 

458  7636 
458  3509 
457  9384 
457  5262 

457  "43 

456  7028 
456  2915 
455  8805 
455  4699 
455  0595 

454  6494 
454  2397 
453  8302 
453  4210 
453  0122 


452 
452 
451 
451 
450 


6036 

1953 
7874 
3797 
9723 


1.450  5652 


—  4221 

—  4218 

—  4114 

—  4212 

—  4208 

—  4206 

—  4202 

—  4199 

—  4196 

—  4192 

—  4190 

—  4186 

—  4184 

—  4180 

—  4>77 

—  4174 

—  4171 

—  4167 

—  4165 

—  4161 

—  4159 

—  4>55 

—  4»52 

—  4150 

—  4146 

—  4143 

—  4140 

—  4137 

—  4134 

—  4*3« 

—  4127 

—  4125 

—  4122 

—  4119 

—  4115 

—  4"3 

—  4110 

—  4106 

—  4104 

—  4101 

—  4097 

—  4095 

—  4092 

—  4088 

—  4086 

—  4083 

—  4079 

—  4077 

—  4074 

—  4071 
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Tafel  XIX. 


▼ergl.  ptg.  512. 


• 

1 

• 

• 

u 

PH 

• 

• 

< 

Mai. 
Juni. 

<    |C0 

• 

0 

0 

> 
0 

Dec. 
Jahr. 

* 

4 

• 

• 

< 

'S 

• 

JuH. 
Aug. 

00| 

{£.L|ooi 

032 

060 

I 
09 1  , 1 2 1 

152 

182 

213 

244 

274 

305  335 

50 

18263 

294 

322 

353 

383 

414 

444 

475 

506 

■ 

oo 

000 

031 

060 

091 

121 

«52 

182 

213 

244 

274 

305 

335 

536 

1 
1 

?6-  ;<*• 

Ol 

366 

397 

425 

456 

486 

5«7 

547 

578 

609 

639 

670 

700 

5« 

628 

659 

687 

7«8 

748 

779 

809 

840 

871 

901  932  />: 

02 

73« 

762 

790 

821 

851 

882 

912 

943 

974 

Ö04 

035 

065 

52 

993 

Ö24 

Ö53 

084 

114 

«45 

"75 

206 

237 

26''  29"  )-' 

03 

1  096 

127 

»55 

186 

216 

247 

277 

308 

339 

369 

400 

430 

53 

«9359 

390 

418 

449 

479 

510 

540 

S7i 

602 

632  6*)3  '..; 

04 

461 

492 

521 

552 

582 

613 

643 

674 

705 

735 

766 

796] 

54 

724 

755 

783 

814 

844 

875 

905 

936 

967 

997, Ö2K:-» 

05 

«27 

858 

886 

917 

947 

978 

008 

Ö39 

Ö70 

!oo 

«3« 

161 

'55 

20089 

120 

148 

«79 

209 

240 

270 

30« 

332 

362  593  a:3 

06 

2  192 

223 

25> 

282 

3«2 

343 

373 

404 

435 

465 

496 

526I 

156 

454 

485 

514 

545 

575 

606 

636 

667 

698 

728  -w  '^* 

07 

557 

588 

616 

647 

677 

708 

738 

769 

800 

830 

861 

891 

57 

820 

851 

879 

910 

940 

97« 

ÖOI 

Ö32 

063 

Ö93  \ix   ix-. 

08 

922 

953 

982 

Ö13 

Ö43 

Ö74 

104 

«35 

!66 

196 

227 

257 

58 

21  185 

216 

244 

275 

305 

336 

366 

397 

428 

45K  4«g  ;«* 

09 

3  288 

319 

347 

378 

408 

439 

469 

500 

53« 

561 

592 

622 

59 

550 

581 

609 

640 

670 

701 

73« 

762 

793 

823  H;4  -'* 

10 

653 

684 

712 

743 

773 

804 

834 

865 

896 

926 

957 

987 

60 

915 

946 

975 

Ö06 

Ö36 

067 

Ö97 

128 

«59 

189  220  iw 

II 

4  018 

049 

077 

108 

138 

169 

«99 

230 

261 

291 

322 

352 

61 

22281 

3«2 

340 

37« 

401 

432 

462 

493 

524 

554  ^*^  ^^^ 

12 

383 

414 

443 

474 

504 

535 

565 

596 

627 

657 

688 

718 

62 

646 

677 

705 

736 

766 

797 

827 

858 

889 

919  (^^^  '^•- 

n 

749 

780 

808 

839 

869 

900 

930 

961 

992 

022 

Ö53 

083 

63 

23011 

042 

070 

101 

«3« 

162 

192 

223.254 

284  31  >  'w« 

14 

5  114 

«45 

173 

204 

234 

26s 

295 

326 

357 

387 

418 

448 

64 

376 

407 

436 

467 

497 

528 

558 

589*620 

650  hm  -ii 

«5 

479 

510 

538 

569 

599 

630 

660 

691 

722 

752 

783 

813 

65 

742 

773 

801 

832 

862 

893 

923 

954  985 

öl?  c^h  '• 

16 

844 

875 

904 

935 

965 

996 

Ö26 

Ö57 

Ö88 

ii8 

«49 

179 

66 

24  107 

«38 

166 

197 

227 

258 

288 

3«9 

350 

380  411  4-« 

17 

6  210 

241 

269 

300 

330 

361 

39« 

422 

453 

483 

5«4 

544 

67 

.  472 

503 

53« 

562 

592 

623 

653 

684 

715 

74^-  — h  »: 

18 

575 

606 

634 

665 

695 

726 

756 

787 

818 

848 

879 

909 

68 

837 

868 

897 

928 

958 

989 

019 

ö5olö8i{ 

in. 14:  ••- 

19 

940 

971 

999 

Ö30 

060 

Ö91 

121 

«52 

i83 

i«3 

244 

i74 

69 

25  203 

234 

262 

293 

323 

354 

3«4 

4«5 

446 

4-b  'sZ'   '•:• 

20 

7.  305 

336 

365 

396 

426 

457 

487 

518 

549 

579 

610 

640 , 

70 

568 

599 

627 

658 

688 

719 

749 

780 

811 

841  R-2  v:: 

21 

671 

702 

730 

761 

79« 

822 

852 

883 

914 

944 

975 

005  ' 

71 

933 

964 

992 

Ö23 

053 

084 

114 

«45  176] 

lob  23-  :  * 

22 

8  036 

067 

095 

126 

«56 

«87 

217 

248 

279 

309 

340 

370 

72 

26298 

329 

358 

389 

419 

450 

480 

5«« 

542 

5^2  oc;  - 

»3 

401 

432 

460 

49« 

521 

552 

582 

613 

644 

674 

705 

735 

73 

664 

695 

723 

754 

784 

815 

845 

876 

907 

93-  (,^.   • 

24 

766 

797 

826 

857 

887 

918 

948 

979 

ÖIO 

040 

071 

lOI 

74 

27029 

060 

088 

119 

«49 

180 

210 

241 

272 

302  333  ;  • 

25 

9  132 

163 

191 

222 

252 

283 

3«3 

344 

375 

405 

436 

466' 

75 

394 

425 

453 

484 

514 

545 

575 

606 

63- 

66-  h  *   •:• 

26 

497 

528 

556 

587 

617 

648 

678 

709 

740 

770 

801 

8311 

76 

759 

790 

819 

8$o 

880 

911 

94« 

972  003 

Ö3J  c'..  ■.. 

27 

862 

893 

921 

952 

982 

Ö13 

043 

074 

105 

«35 

166 

196 

77 

28  125 

156 

«84 

215 

245 

276 

306 

337  3<^8 

39»  4ZV.  .^ 

28 

10  227 

258 

287 

318 

348 

379 

409 

440 

47« 

501 

532 

562 

78 

490 

521 

549 

580 

610 

641 

671 

702 

733 

-65  -'..  •--. 

»9 

593 

624 

652 

683 

7«3 

744 

774 

805 

836 

866 

897 

927 

79 

855 

886 

914 

945 

975 

006 

036 

06' 

Ö98 

128  i;..  ■ 

30 

958 

989 

Ö17 

048 

078 

109 

«39 

170 

201 

i3« 

262 

292 

80 

29220 

25« 

280 

3«« 

34« 

372 

402 

4331464 

404  >:>  ' 

3» 

11  323 

354 

382 

413 

443 

474 

504 

535 

566 

596 

627 

657 

81 

586 

617 

645 

676 

706 

737 

767 

798  829 

8?ci  iii,:  .1 

3» 

688 

719 

748 

779 

809 

840 

870 

90! 

932 

962 

993 

023 

82 

95« 

982 

ÖIO 

04 1 

Ö71 

t02 

«32 

163  194 

i24  2?;  -• 

33 

12  054 

085 

«n 

144 

174 

205 

235 

266 

297 

327 

358 

388 

83 

30316 

347 

375 

406 

436 

467 

49' 

528  559 

?<<J  bsc   •  1 

34 

419 

450 

478 

509 

539 

570 

600 

631 

662 

692 

723 

753 

84 

681 

712 

74« 

7^2 

802 

833 

863 

894  925 

9^>  «*►  - 

35 

784 

815 

843 

874 

904 

935 

965 

996 

027 

557 

088 

IIK 

85 

3«  047 

078 

106 

«37 

«67 

«98 

228 

259 '290 

32c  y,\     • 

36 

13  149 

180 

209 

240 

270 

30« 

33« 

362 

393 

423 

454 

484, 

86    412 

443 

47« 

502 

532 

563 

593 

614I655 

t>J<;  -1»  •- 

37 

515 

546 

574 

605 

635 

666 

696 

727 

758 

788 

819 

849' 

87    777 

808 

836 

867  897 1 

928 

958 

989  Ö20 

05C  :«i 

38 

880 

911 

939 

970 

600 

031 

661 

Ö92 

«23 

i53 

184 

214 

88  32142 

«73 

202 

233 

263 

294 

324 

35  5  3«6 

4««^  4A'  •" 

39 

14  24s 

276 

304 

335 

365 

396 

426 

457 

488 

518 

549 

579| 

89 

508 

539 

567 

598 

628 

659 

689 

720 

-5« 

781  11:  •.! 

40 

610 

641 

670 

701 

73« 

762 

792 

823 

854 

884 

9«5 

945 

90 

873 

904 

932 

963 

993 

Ö24 

Ö54 

085 

116 

i4h  1—  .  • 

41 

976 

Ö07 

035 

066 

Ö96 

127 

«57 

188 

219 

249 

280 

310 

9« 

33  238 

269 

297 

328 

358 

389 

419 

450  481 

5H  ••*:  •! 

4* 

>5  341 

372 

400 

43« 

461  492 

522 

553 

584 

6i4]645 

675; 

92 

603 

634 

663 

694 

724 

755 

785 

8lb  «4- 

8--  ,  -. 

43 

706 

737 

765 

796 

826,857 

887 

918 

949 

979  ÖIO 

040 

93 

969 

öoo 

628 

059 

Ö89 

i20 

«50 

i8i  \l\i 

i42  2**    ! 

44 

16  071 

102 

13« 

162 

192  223 

253 

284 

3«5 

345 

376 

406 

94 

34  334 

365 

393 

424 

454 

485 

5«5 

546  >  — 

bo-  t;»   ^ 

4S 

437 

468 

496 

527 

557 

588 

618 

649 

680 

710 

74« 

77« 

95 

699 

730 

758 

789 

819 

850 

880 

91«  942 

g-2  '*: 

46 

802 

833 

861 

892 

922  953 

983 

Ö14 

Ö45 

075 

106 

136, 

96  35064 

095 

124 

«55 

185 

216 

246 

2T7  308 

3;»^  ;" 

47 

17  167 

198  226 

257 

287  318 

348 

379 

410 

440  47« 

501  1 

97    430 

461 

489 

520 

550 

581 

611 

642, «>-3 

-03  -;.  •  - 

48 

532 

563  592 

623 

6^31684 

714 

745 

776 

806 

837 

86". 

98 

795 

826 

854 

889 

9«5 

946 

9:6 

Ö07  Ö3« 

ce»x  *    < 

49 

898 

929 

957 

988 

di8 

049 

Ö79 

iio 

141 

«7« 

202  23211 

99 

36  160 

191 

219 

250 

280 

31« 

54« 

372  403 

43;  ."- 
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Tafel  XIX. 


Julianischer 

Julianischer 

»^ 

h  m  8 

1 

9        h  m  9 

H 

H 

H 

H 

1 

» 

9        ms 

PB 

m  8 

SD 

s 

PB 

8 

Kalender  v.  Chr. 

Kalendern. 

Chr. 

Oq 

OK 

1 
1 

X 

1 

99 

9C 

k_     —         ^         _^ 

J^hrh. 

Jahrh. 

0. 

0. 

0 

• 

8 

0 

• 

0 
0 

0 

• 

8 
8 

0 

• 

8 
8 

0     1721 

057 

00 

oh    0™     O* 

50  ,  12*»     0>"     0^ 

00 

o"»   o»oo 

50 

7'»  12*00 

00 

0*0000 

50 

4*3200 

100     1757 

58» 

Ol 

0^14»  24» 

51  !  12*»  1410  24» 

Ol 

o"»   8*64 

5« 

7m  20*64 

Ol 

0*0864 

51 

4^4064 

200 

«794 

107 

02 

o»»28"»48'* 

52     12*»  28"»  48'» 

02 

on»i7»28 

5» 

7>n  29*28 

02 

0*1728 

5» 

4*49»8 

—  4700 

4  38* 

300     1830 

63» 

03 

ol»43ro  12» 

53    I2*»43'n  12» 

03 

0.»  25*92 

53 

7"»  37*9» 

03 

0*2592 

53 

4'>-'92 

—  4600 

40  907 

400   11867 

157 

04 

0**57™  36« 

54 

12»»  5  7™  36» 

04 

©m  34*56 

54 

7«n46'*56 

04 

0*3456 

54 

4-6656 

—  4500 

77  43» 

Soo   11903 

682 

05 

,h,2ni    0« 

55  ;  13*»  12"»   o« 

05 

Oiu  43820 

55 

7™55*20 

05 

0*4320 

55 

4*75»o 

—  4400 

"3  957 

600   ' 1940 

207 

06 

I»>26m24« 

56;i3*»26>n248 

06 

o'"  51*84 

56 

8»    3*84 

06 

0*5184 

56 

4*8384 

—  4300 

150  482 

700   1 1976  73» 

07 

lh4o«n48* 

57, 13*»  40"»  48" 

07 

im    0^48 

57 

8°»  12*48 

07 

0*6048 

57 

4*9»48 

—  4200 

187  007 

800   I2013 

»57 

08 

I*»55»n  12» 

58  ii3**55"'  I»* 

08 

im    g»i2 

58 

8»n2l*12 

08 

0*6912 

58  5*0112 

—  4100 

223   532 

900 

2049 

782 

09 

jh    gin  36" 

59 

14h    gm  36« 

09 

1™  17*76 

59 

8m  29*76 

09 

0*7776 

59  ,  5*0976 

—  4000 

2^0  057 

1000 

2086 

307 

10 

2»»  24»«    0» 

60  1  I4*»24»n    0« 

10 

ira  26*40 

60 

8'"  38*40 

10 

0*8640 

60 

5*1840 

—  3900 

296  582 

IIOO     |2I22 

832 

II 

2h  380124«» 

61  !  14*' 38"»  24» 

11 

I"  35*04 

61 

8»«  47*04 

11 

0*9504 

61 

5*»  704 

—  3800 

333   107 

1200 

2159 

357 

12 

2h  5  2«"  48* 

62 

14*»  5  2™  48« 

12 

1'"  43^68 

62 

8>n  55*68 

12  i  1*0368 

62 

5^'3568 

—  3-00 

369  632 

1300 

2195 

882 

13 

3h     yltl  ,2* 

63 

15*»    7m  12»* 

«3 

1»52«32 

63 

9'»   4*3» 

M 

1*1232 

63 

5*443» 

—  3600 

406   157 

■ 

1400     '2232 

407 

H 

3h  21  in  36« 

64  !  15*»  21™  36» 

14 

2»   o**96 

64 

9111 , 2.^96 

H 

1*2096 

64 

5*5»96 

—  3500 

442  682 

1500     I2268 

93» 

15 

3h  35111    ©8 

65  '  15*»  36"'   o« 

1 5  .  2»"   9''6o 

65 

9"»  2 1-60 

15 

1*2960 

65 

5»6i6o 

—  3400 

479  207 

1600       2305 

457 

16 

3h^on»  24"» 

66 

15**  50™  24» 

16 

2"»  18*24 

66 

9™  30*24 

16 

1*3824 

66 

5--;4 

—  3300 

515  73» 

1700       2341 

982 

17 

4h    411148« 

67 

16*»    4»»  48« 

17 

2ra26«88 

67 

9«n38'»88 

17 

1*4688 

67 

^7888 

—  3200 

55»   »57 

1800       2378 

507 

18 

4h 19m  ,2« 

68 

16*»  19™  12" 

18 

»™35''5» 

68 

9'"  47*5» 

18 

1*555» 

68 

5*8752 

—  3100 

588   782 

1900       2415 

032 

19 

4l.33.n36« 

69  Ii6»»33«n36» 

«9 

2m  44816 

69 

9"'56m6 

19 

1*6416 

69 

5*9616 

—  3000 

62s   307 

2000     12451 

557 

20 

4^48«"    0* 

70 

16*»  48»»  0* 

20 

2"»  52*80 

70 

10"»   4« 80 

20 

i«7»8o 

70 

6''048o 

—  2900 

661   832 

2100 

2488 

082 

21 

5h     2""  24" 

71 

,7h     2"»  24« 

21 

3™    "•44 

71 

lom  13*44 

21 

1*8144 

71 

6*1344 

—  2800 

698   357 

2200 

2524 

607 

22 

5h  16^48'» 

72  1 17*»  16™  48*» 

22 

3m  10*08 

7» 

10™22''08 

22 

1*9008 

7» 

6*2208 

2700 

734  88» 

2300 

2561 

132 

»3 

5h  3  l«»  12» 

73  '  17*^3«'"  I»* 

»3 

3»ni8*72 

73 

io"i  30*72 

»3 

i''9872 

73 

6*3072 

—  2600 

771  407 

2400      2597 

657 

24 

5h 45m  36« 

74:171.451036« 

24 

3"»27*36 

74 

lo"' 39*36 

24  ■ 2*0736 

74 

6*3936 

—  2^00 

807  93» 

2500     12634 

182 

»5 

6l»  0™   0* 

75  '18*»   o™   0« 

»5 

3»"  36^00 

75 

10™  48 -00 

25    2*1600 

75 

6*4800 

—  2400 

844  457 

2600 

2670 

707 

26 

6*»  14»"  24« 

76  1 18*»  14'"  24" 

26 

3m  44.64 

76 

io">56»'64 

26 

2*2464 

76    6*5664    1 

—  2300 

880  982 

2700 

2707 

»3» 

»7 

6»»  28«  48« 

77 

i8*»28'»48'* 

»7 

3"'53'»8 

77 

iim    5«28 

»7 

2*3328 

77 

6*6528 

—  2200 

917  507 

2800 

»743 

757 

28 

61143m  1 2- 

78     l8*»43'ni2» 

28 

4m     |i«g2 

78 

ii™i3*92 

28 

2*4192 

78 

6*7392 

—  2100 

954  03» 

2900       2780 

282 

»9 

6b  571«  36" 

79    i8*>57"»36- 

»9 

4"»  10*56 

79 

Il»n22'*56 

29  '  2'»5056 

79 

6*8:56 

—  2000 

990  557 

30 

^h  1 2>n    o** 

80 

19*»  12«"    0" 

30 

4«n  19*20 

80 

11™ 31*20 

30 

2*5920 

80 

6*9120 

—  1900 

1027  082 

Gregorianischer 

3> 

7h  26m  248 

81    19h  26'"  24« 

3« 

4"»  27*84 

81 

11'"  39*84 

31 

2*6784 

81 

6*9984 

—  lÄOO 

1063  607 

Kalender 

3» 

7h4oro488 

82    19*»  40"»  48" 

3» 

4"»  36*48 

82 

11  "»48*48 

3» 

2*7648 

82 

7*0848 

—  1700 

1100  132 

n.  Chr. 

33 

7^55™  12*' 

83  ■  I9*»55™  12' 

33 

4"»45«i2 

83 

ii™57*i2 

33    2*8512 

83 

7M71» 

—  1600 

1136  657 

Jahrb. 

34 

8»»    9m  36» 

84I20*»   9™36* 

1 

34 

4"  5  3*76 

84 

12"»     5*76 

34    »^9376 

84 

7"»576 

—    1500 

1173   182 

{1500) 

2268 

922 

35 

8»»  24"»    o*» 

85    20*»  24™   0* 

35 

5™    2*40 

85 

12"»  14*40 

35    3*0240 

85 

7"  3440 

—  1400 

1209  707 

1600 

»305 

447 

36 

8h  3801  24* 

86    20*»  38"»  24" 

36 

5"  11*04 

86 

12m  23*04 

36 

3*1104 

86 

•»-4304 

—  1300 

1246  232 

(1700} 

2341 

971 

37 

8h52"»48* 

87  |20*»52"48» 

37 

5™  19*68 

87 

I2««3i»68 

37 

3*1968 

87 

7*5168 

—  1200 

i»82   757 

ii8oo}   2378 
{1900J12415 

495 

38 

qb     mXXi  1  2* 

88    21*»    7«ni2« 

38 

5"»  28*32 

88 

12"»  40*32 

38    3*2832 

88 

7*6032 

—  1  100 

1319  282 

019 

39 

9h  21™  36» 

89    2i»>2i«n36« 

39 

5»'  36*96 

89 

12".  48-96 

39    3*3696 

89 

7*6896 

1000 

«355  807 

2000  , 245 1 

544 

40 

9h  3601     0» 

90 

2i*»36n*    o« 

40 

5"»  45*60 

90 

12»n57*6o 

40 

3*4560 

90 

7-7760 

—      900 

1392  332 

{2100) j 2488 

068 

4« 

9h  50»"  24* 

9» 

21*»  50«»  24« 

4» 

5'"54"»4 

91 

13"»   6-24 

41 

3*54»4 

9» 

7*8624 

—       800 

I4»8  857 

{2200}  2524 

59» 

4» 

loh   4"»  48» 

9» 

22'»   4«  48« 

4» 

6"»   2-88 

9» 

13"»  14*88 

4» 

3*6288 

92 

7*9488 

700 

1465  38» 

{2300} 

2561 

116 

43 

10^19«"  12»' 

93  122*»  19™  12» 

43 

6»"  11*52 

93 

i3™23*52 

43 

3*715» 

93 

8-03,-2 

—     600 

1501   907 

2400 

»597 

641 

44 

io*»33ni36'* 

94  i22*»33'"  36» 

44 

6m  20"  16 

94 

i3»n  32-16 

44 

3*8016 

94 

8-1216 

—     ?oo, 

«538  43» 

{2500} 

2634 

165 

45  , 

10^48«»  0- 

95    2  2*»  48™    0' 

45 

6">  28*80 

95 

13 '"40*80 

45 

3*888o 

95 

8-2080 

—    400 

«574  957 

{2600; 

2670 

689 

46  f 

II  h    2»n24'' 

96   23*»    2«"  24» 

46 

6m  37*44 

96 

13™  49*44 

46 

3'9744 

96 

8-2944 

—     300 

161 I   482 

{2700} 

2707 

»«3 

47; 

Ilhl6n>48» 

97  |23*»l6n»48* 

47 

6»n  46-08 

97 

13«"  58^08 

47 

4*0608 

97 

8*3808 

—    200 

1648  007 

2800 

»743 

738 

48- 

I|h  31111 12« 

98  j23*»3in»  12» 

48 

6«n  54*72 

98 

14m   6*72 

48  |4*«47» 

98 

8*4672 

—     100 

1684  53» 

{2900}  2780 

1 

262 

49  i 

ii*»45'"36'' 

99.  »3**  45'"  36« 

49    7"^    3-36 

99 

14111151136 

49  14"  »336 

99 

8-5536 

IM«  In  {*•*-}  eingefehlotMacn  Jahrbonderta  des  gregorianUcb^n  Kalead«n  dftrfrn   nicht  mit  d«r  Zt\\%  00  der  JahrttUfel ,  tondero  nur  mit 
der  ober  dem  Horiiontaletricbe  etehenden  Zeile  00  {g.  K.}  Terbnoden  werden. 

ForaderTageesahl7nsC«7»4-  1*=^,  7"  +  a=öir»»4-3-S|«r»*4-4  =  5.  rn  +  5  =  "^.  7»  +  6ss0. 

Daa  Berliner  Jahrbuch  gibt  die  heliocentnachen  Coordinatvn  ftkr  die  grotaen  Planeten  fAr  die  Tage  Ton  der  Form  40»  4-  94. 

Daa  Berliner  Jahrbneh  gibt  die  Jahreaephemeriden  der  kleinen  Planeten  für  die  Tage  ron  der  Form  aon  4-  4. 

Op polier,  BahBb«itimmnagen.  II.  80 
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Boite    4  Zeile  4  von  oben  sind  die  Aufschriften  der  2.  und  3.  Columne  zu  vertauschen 
5  Formel  3)  sUtt    2    /  ^a  4-  [,*  4-  1]  w)   lies:     2    f  (a -h  [*  -+-  i)  v>) 

1 1  Zeile  4  von  oben  statt  1^.  3^,  .  .  .  lies :    i>.  3'  .  .  .  . 

18  »     3     -    unten    •     C»{it...7*}     •     Ca{i»...7>} 

19  in  JNVM  »tatt  9*1091^  lies:  s.ion^ 
30  •    3f|*imi     »     6.7m*      »     6.7m* 
38  Zeile  11  von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:  »von  jenem  der  oberen« 

unten    •    />«o  lies: /«<v«) 

•        »     »gebildete  Summationsreihe«  lies:  »gebildeten  Snmmationsreihcn« 

oben  am  Schlüsse  statt  ^  [p]  lies:  «/  Wp) 
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•9      •      IS 
lOU      •      II 


unten  mtt   (l^Y^^)  1^^-    (i^--t-;^->''  ) 


oben  statt  sin  1"  lies :  sin  1" 
»        »     voitesUt  lies:  vorstellt 
lOU  2.  Zeile  in  Formel  I'  statt  —  sin   .:  cos  lo  lies:  —  sin  ^0  cob  io 
1U&  Zeile    4  ^-t>n  oben  statt  6.t  lies:  6"8 
los      •      13     •        •        •      sin  ^  lies:  ^  sin  ^ 
IO(i  Formel  IV    ist  durchaus  statt  m  der  Backstabe  ir  lu  setien 
113  Zeile    3  von  oben  Columne   \f  statt  —  157.64  lies:  —  15**. 61 
113      »      4    •       »  •       »»/    •     -h  lo.-s       •     -f- lo.tr 

133      .      15     •         .     statt  #  —  4    Q  -h  *Jv    lies:  5  — 4    2  -^  Qo 

I4t»      »       3     •    unten  im  3.  Gliede  links  vom  ^  statt    .   fies.       « 

I4S  in  der  3.  Gleichung  in  IX  suit    ^  lies:  ^ 

1^^  Zeile  14  von  oben  sutt   II' lies.    11', 
170  4«  ZeiW  der  Formel  11}  statt  r  lies:    r 
ISI  ZeiW    5  wa  oben  fehlt  ^  nach  1  -t-  *" 

•  statt  Formel  lie»    Form«  In 
unten    •      litF  lie«    lo«c  l  itc 

i    •     oben      •     »die  Fols:^*  U«.  »in  Folge« 

•  fehlen  die  5>chlu»wv»rte  .  »essetit  und  F*  —  -/  mit  —  /*  -/ 
vas  üür  die  foUeeode  Schla^yfulgenmg  «riaubt  ist  • 

^N5      »      IT     •     unten  statt  \   U«s 

2*M  Fv^rttel  ^    im  Neixaec  statt  *  —   **^'  1    —  lies    i  —  ^^  1    —    nickt  ia  allen  AimjffT. 


i09 

• 

4 
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• 
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334^ 
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310 

» 
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332 

» 

16 

336 

» 
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344 

» 

14 

344 
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Seite  303  Zeile  10  von  unten  statt  nnd  lies:  und 

»     oben       »     das     »      dass 
»MM     nan     »      man 
»         »      f&Ut  am  Schlüsse  »er-«  weg 
»     unten  statt  untersten  lies:  unteren 
an»     Verticalcolume  lies:  Verticalcolumne 

348      -      15     -         u         »     -  [^-/-*i  2  lies :  -  [^  B^ 

[ec2]  [CC2] 

353  im  Titel  statt  $  3  lies :  §  5 

388  Zeile  4  und  5  von  oben  statt  vorsetzen,  lies:  voraussetzen 

392      »     J  von  unten  statt    — J  ,  =~  0  ?P  lies:  7— 0  V 

cos  ^  [n  —  Tfo)  cos  J  (7f  —  TtQ 

415      »     6     w         »         »     »noch  erwähnen«  lies:  »noch  zu  erwähnen« 
432  Formel  16;  statt  Vf  l»«-  ^■ 

432        »       16)  ist  in  -v— ^  rechter  Hand  ^0  mit  j:^  zu  vertauschen 

OXq 

447  ZeUe    4  von  unten  statt  bb  :  bt^o  lies :  d a  :  d r^o 

»     oben       »     6„i 960  do  lies:  6,11960  d^o 

N         »  »     Systeme,  lies:  ,  Systeme 

NW»     —0.25  und  0.25  lies:  — 0.24  und  0.24 

»     unten     »     9.9999446  lies:  8.9999446 

w        »  »     Zeiehen  lies:  Zeichen 

483  Formel  C)  erste  Zeile  statt  /^^*|  lies :   |^| 

486  Zeile  8  von  oben  statt  Ay  lies:  ^y 

500      »     7     »        »in  den  beiden  Nennern  statt  dy  lies:  dy. 
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